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PREFAZIONE 


Questo  corso  elementare  sulla  teoria  dei  numeri  algebrici, 
già  comparso  sotto  forma  più  ridotta  in  litografie  del  1920-21, 
si  propone  di  offrire,  pei  giovani  studenti  delle  Università 
italiane,  un  primo  avviamento  agli  studi  di  aritmetica  su- 
periore. 

L'Aritmetica,  questo  antico  ramo  delle  scienze  matema- 
tiche, colla  semplicità  dei  suoi  fondamenti,  col  rigore  delle 
deduzioni,  e  sopra  tutto  colla  bellezza  ed  armonia  delle  sue 
verità,  talora  facili  a  scoprirsi  per  induzione,  e  spesso  di 
dimostrazione  dittìcile  e  riposta,  ha  sempre  esercitato  un  fa- 
scino potente  sulle  menti  dei  più  grandi  matematici.  Ma  sol- 
tanto nel  secolo  scorso,  per  opera  quasi  esclusiva  di  mate- 
matici tedeschi,  l'Aritmetica  ha  trovato,  si  può  dire,  la  sua 
via  regia,  elevandosi  ad  aritmetica  generale  dei  corpi  alge- 
brici. E  qui  sono  apparsi,  completamente,  i  molteplici  legami 
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delle  verità  aritmetiche  colle  teorie  dell'algebra,  colla  teoria 
dei  gruppi  finiti  ed  infiniti,  e  colle  proprietà  delle  più  no- 
tevoli trascendenti  dell'analisi,  quali  le  esponenziali,  le  fun- 
zioni ellittiche  e  modulari,  le  funzioni  automorfe  in  generale, 
la  '^  (s)  di  Riemann  ecc.  Persino  nella  geometria,  a  prescin- 
dere dal  memorabile  esempio  dato  da  Grauss  colla  costruzione 
della  teoria  della  divisione  del  circolo,  i  concetti  aritmetici 
trovano  applicazioni  e  corrispondenze  essenziali. 

Contribuire  alla  diffusione  di  queste  teorie  aritmetiche, 
troppo  trascurate  e  presso  che  ignorate  fra  noi,  è  lo  scopo 
che  mi  propongo  colla  pubblicazione  di  questo  libro,  nel 
quale,  debbo  ben  dichiararlo,  l'opera  dell'autore  è  ristretta 
principalmente  alla  scelta  ed  all'ordinamento  della  materia. 
Servono  d'introduzione  il  Gap.  I  collo  sviluppo  di  quelle 
proposizioni  d'aritmetica  razionale,  particolarmente  riguar- 
danti le  forme  lineari  e  i  teoremi  di  Minkowski,  la  cui  co- 
noscenza occorre  continuamente  nel  seguito,  ed  il  Gap.  II 
contenente  uno  studio  preliminare  dei  campi  quadratici,  co- 
minciando dai  più  semplici  nei  quali  vale  ancora  un  algo- 
ritmo euclideo  delle  divisioni,  per  arrivare  ai  superiori  colla 
descrizione  dei  nuovi  fenomeni  aritmetici  che  rendono  già 
qui  necessaria  l'introduzione  del  geniale  concetto  di  Kummer 
(Dedekind)  degli  ideali.  Segue  la  teoria  generale  dei  corpi 
algebrici  coli' esposizione,  nei  Gap.  Ili  a  IX,  di  quelle  parti 
fondamentali  che  richiedono  solo  la  conoscenza  dell'algebra, 
mentre  i  due  ultimi  Capitoli  X-XI,  dedicati  ai  principii  del- 
l'aritmetica analitica,  domandano  nel  lettore  la  conoscenza 
dei  fondamenti  della  teoria  delle  funzioni  di  variabile  com- 
plessa. 
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A  chi  si  sentirà  invogliato  a  proseguire  lo  studio  di  queste 
teorie  aritmetiche  raccomando -la  lettura  delle  opere  segnate 
in  fondo  al  Volume,  in  particolare  di  quella  completa  ed 
originale  di  Hilbert:  Die  Tìieorié  der  algehraischen  Za- 
hlenkorper. 

Porgo  in  fine  cordiali  ringraziamenti  al  collega  professor 
Rosati,  che  ha  voluto  gentilmente  coadiuvarmi  nella  revisione 
delle  bozze  del  presente  libro. 

Pisa,  febbraio  1923. 

Luigi  Bianchi. 


Capitolo  I. 


Preliminari  d' aritmetica  razionale  colle  prime  nozioni 
delia  metrica  di  Minkowski. 

Matrici  aritmetiche  e  loro  ampliamento  -  Analisi  indeterminata  di 
primo  g  rado  in  un  numero  qualunque  di  equazioni  e  di  incognite 
-  Sistemi  di  forme  aritmetiche  lineari  -  Loro  equivalenza  e  numero 
delle  classi  -  Riduzione  delle  sostituzioni  lineari  aritmetiche  -  I 
teoremi  di  Minkowski  per  le  forme  lineari  a  coefficienti  reali 
o  complessi  -  Significato  geometrico  di  questi  teoremi  -  Pseudo- 
distanze e  metrica  di  Minko"wski  -  Minimo  della  pseudodistanza 
fra  due  nodi  e  teorema  del  massimo  volume. 


§  1. 
Amplìameuto  di  matrici  aritmetiche. 

Indicando  con  a;, ,  a?j , . . .  a;,  n  variabili  indipendenti,  conside- 
riamo un  numero  qualunque  m  di  forme  lineari  in  queste  varia- 
bili, siano 


(1) 


w,  =  rt,i  ic,  4-  a„  Xj  -f-  . . .  -}-  a„  a;, 
tt,  =  tì„  0^1  -f  a,,  a-,  -f- ...-[-  a^  ot, 

w„=  fl^iiCi  -f-  a,.ra;,4-  . . .  -j-  a^^x. 


2, 

0  brevemente 

(1') 
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k=H 

t,  =  2  «rft  «fc ,  (/  =  1,  2,  . . .  m) . 


Supporremo  clie  queste  forme  siano  linearmente  indipendenti, 
e  perciò  dovrà  essere  intanto 


e  la  matrice  rettangolare 


(2) 


m  <Zn, 

^ml  ^«la  •   •   •    ^mn 


con  n  colonne  ed  m-^n  linee,  avrà  caratteristica  m.  Dapprima 
supporremo  inoltre  che  i  coefficienti  «j^  delle  forme  siano  numeri 
razionali  interi,  nel  qual  caso  chiameremo  aritmetiche  le  forme  m,-, 
e  diremo  aritmetica  la  matrice  (2).  Inversamente  ad  ogni  matrice 
aritmetica  (2),  di  caratteristica  m  eguale  al  numero  delle  linee, 
è  coordinato  un  sistema  (1)  di  m  forme  lineari  aritmetiche 
indipendenti. 

Supposto  di  avere  una  tale  matrice  (2),  i  suoi  minori  d'or- 
dine m  saranno  numeri  interi  non  tutti  nulli  ;  il  massimo  comun 
divisore  d  di  tutti  questi  minori,  assunto  positivamente,  si  dirà 
il  divisore  della  matrice. 

Ciò  premesso,  cominciamo  dal  dimostrare  un  lemma  che  ci 
sarà  molto  utile  in  questi  preliminari  di  aritmetica  razionale: 

I)  Se  nella  matrice  aritmetica  (2),  di  caratteristica  m,  è  d  il  divi- 
sore della  matrice,  ed  è  m  <^n,  si  può  ampliare  la  matrice,  coli'  ag- 
giunta di  una  (m  -\-  l)""  linea  di  interi 

ad  una  matrice  di  caratteristica  m-\-l,  collo  stesso  divisore  d. 
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Per  questo  ricordiamo,  dagli  elementi  dell'analisi  indetermi- 
nata, ciie  se  Ci,  e,, ...  c„  sono  n  interi  il  cui  massimo  comun  divi- 
sore sia  8,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  sia  solu- 
bile in  numeri  interi  £c,,  x^  ...  x^  l'equazione 

^1  *^l  — I      ^2  *^t      i      •  •  ■       I      C„  CCj^  ri   j 

è  che  il  numero  (intero)  Te  sia  divisibile  'per  8. 

Ora,  essendo  m  <  «,  possiamo  certo  soddisfare,  con  valori  non 
tutti  nulli  di  11,  52,  .. .  |„,  alle  m  equazioni  lineari  omogenee 

(«Il   il  +  «12    5j  -h   •  •  •  -f  «1-    in  =  0 
«21   il  +  «22  Ì2  -f  •  •  .  +  «2»    i,  =  0 


«mi  il  +  ««si*  -f-  •  •  •   +  «»H  in 


0 


ottenute  eguagliando  a  zero  le  m  forme  lineari  «,,  e  pei  valori 
stessi  delle  H;  potranno  in  particolare  assumersi  numeri  razio- 
nali (*),  anzi  variandoli  per  un  fattore  di  proporzionalità  potremo 
ridurre  i,,  i,,  . . .  i„  numeri  interi pi'imi  fra  loì'o.  Ed  allora,  essendo 
qui  8=  i  il  massimo  comun  divisore  di  ii,  Ì2,  ...  i„,  determiniamo, 
secondo  quanto  precede,  n  interi 

^1,    ^2,  ...  [in 
tali  che  si  abbia 

(4)  il  ^l  -f-  Ì2  l^i  +  •  •  •  -h  i-  H-  =  1  » 


an       «12   •  •  ■   rtlm 


(•)  Se  invero  supponiamo  per  es.         4:  0,  basta  at- 

««1    ««2..  •  ««« 

tribuire  a  ^m-i,  ,  .  .  f «  valori   razionali   qualunque    e   risolvere  le  (3)  ri- 
spetto a  ^i,  5»  •  •  •  Ìm>  che  risulteranno  pure  razionali. 
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e  dimostriamo  che  la  matrice  ampliata  con  m  -[-  1  righe 


(5) 


«u 

«,,    .   . 

.    «,„ 

a,i 

«22    •  • 

•    «»„ 

«m. 

«mS- 

•  •    «m» 

\h 

Jl,      . 

.  .   [K 

soddisfa  alle  condizioni  del  lemma.  Intanto  essa  è  di  caratte- 
ristica w  -}-  Ij  poiché  già  le  prime  ni  righe  sono  indipendenti,  e 
se  la  (w  -|-  1)""*  fosse  una  combinazione  delle  prime  m,  la  forma 
['^i  ^i  -\-  V^'i  X.2  -\-  .  . .  -\-  \i„  x^  sarebbe  una  combinazione  lineare  di 
Wi,  w^,  . .  .  i(„^  e  dando  alle  a?,-  i  valori  |,-  ne  risulterebbe  per  le  (3) 

«H  li  +  Ma  Ì2  +  . . .  -1-  \K  '£„  =  0  , 

ciò  che  contraddice  alla  (4). 

Ora,  indicando  con  cV  il  divisore  della  matrice  (5),  cioè  il  mas- 
simo comun  divisore  dei  suoi  minori  d'ordine  m-|-l,  siccome 
ciascuno  di  questi  è  un'espressione  lineare  omogenea  in  [i,,  ^a,,...|ì„, 
i  cui  coefficienti  sono  minori  d'  ordine  m  della  matrice  (2),  tutti 
divisibili  per  d^  è  chiaro  che  d'  è  divisibile  per  d. 

Basterà  dunque  provare  che  d'  divide  altresì  d  per  dedurne 
d'z=zd^  come  è  richiesto  nell'enunciato  lemma  I).  Siamo  così 
ridotti  a  verificare  che  d'  divide  qualunque  minore  d'ordine  m 
della  (2).  A  causa  della  simmetria,  possiamo  limitarci  p.  e.  a  sup- 
porre diverso  da  zero  il  minore  principale 


rtjl  rti2     •  .  .    Oi\m 


a„i      a„2 .  .  .  «„ 


e  a  verificare  che  d'  divide  A.  Scriviamo  A  come   determinante 
d' ordine  m  -|-  1  sot^o  la  forma 
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«u        «li   •  •  •  «i«       0 


a*,       «0 


a,„      0 


««1        ««2  •••««»       0 


I^U 


e  moltiplicando  le  prime  m  colonne  rispettivamente  per  ^„  g.^, . . .  |« 
sommiamole  e  sottragghiamo  dall'ultima;  cosi  per  le  (3),  (4)  risulta 


«11)       «125    •••«I«J         «I,m-1    ^^1  +  •••+«!«     i» 


««IJ       «•!»»    •  •  •    «»»•  J       «m,iM-rl    ^     1 


«».»: 


jAi     m    • .  •  M«      ii«i    l«^i  +  •  •  •  +  J^» 


Ma,  sotto  questa  forma,  A  è  un'espressione  lineare  omogenea 
in  '5^,1, .  .  .  5„,  i  cui  coefficienti  sono  minori  d' ordine  m-\-\  della 
matrice  ampliata  (5),  e  perciò  tvitti  divisibili  per  d'  ;  cosi  in  ef- 
fetto A  è  divisibile  per  d',  e,  S.  d. 

Dal  lemma  I)  ora  stabilito  derivano  varii  corollari  che  con- 
viene notare.  Se  m  -j-  1  è  ancora  <  «,  si  potrà  continuare  nel 
medesimo  modo  l' ampliamento  della  matrice,  sino  ad  ottenere  un 
determinante  non  nullo  che  sarà  =  JZ^* 

Dunque  :  Una  matrìce  aritmetica  (2)  di  caratteinstica  m  e  di 
divisore  d,  si  ptiò  sempre  ampliare  (in  infiniti  modi),  coW aggiunta 
di  n  —  m  righe  di  inteìn,  a  determinante  di  valore  d  (*). 

In  particolare  se  c?=^  1,  potremo  ampliare  la  matrice  a  deter- 
minante =  1.  Supponendo  ancor  più  in  particolare  m  =  1,  abbiamo 
il  risultato  : 


(*)  Se  il  determinante  avesse  valore  negativo  = 
i\\  segno  gli  elementi  p.  e.  dell'  ultima  riga. 


d,  basterà  cangiare 
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Se  tti,  ai,...a„  sono  n  interi  primi  fra  loro,  n  possono  formare 
infiniti  determinanti  D  ad  elementi  interi 

«i     «,..  a„ 


Ci       C2 


colla  prima  riga  costituita  dai  numeri  dati  a, ^  a.^,..a„,  e  tali  che 
sia  D=z  1. 

Di  qui  si  può  subito  dedurre  la  soluzione  generale  in  numeri 
interi  oJi,  x^,..a?„  dell'equazione  d'analisi  indeterminata 


(6) 


a,  a;,  -f-  «2  ^2  -f-  •  •  •  -j~  ^n  ^«  =  1  > 


supposto  che  gli  interi  «i ,  «;,)••  «n  siano  primi  fra  loro.  Comple- 
tata infatti  la  riaa 


a  determinante 


D  = 


«1  ,«*,-.  «„ 

«i     a,. .  a„ 

b,     6,..6„ 

Ci     e.,..  c„ 


=  1, 


si  considerino  le  n  forme  lineari 

(Wi  =z  tti  Xi  -\-  a^  X,  -{-...  -\~  a„  x„ 
M,  =  b^  Xi -\- b,  x^ -\- . . .  -{-  b„  x„ 

\   u^z^  c^  Xi  -\-  e,  X.,  -\- . . .  -{-  c„  x„. 

Indicando  colle   lettere   majuscole  A{,  Bf,.  .Ci  i   complementi 
algebrici  di  ai,bi,..Ci  in  D,  abbiamo  risolvendo 
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I   Xi^  A  Ui  -f-  -B,Mj  -\-...-{-  CiU„ 

\    X,=:  A. Ui-\- BiUi -{-... -{-CtU„ 

\   x„  —  A„u,-{-Bji,^...-\-C,u„, 

e  la  soluzione  più  generale  della  (6)  in  interi  si  ha  dunque  da 
queste  formole  (7)  ponendovi  «i  =  1  e  dando  agli  n  —  1  parametri 
Ut,  U3...u„  valoìH  intei'i  arhitrarii. 

§2. 
Sistemi  lineari  aritmetici  e  loro  risoluzione. 

I  risultati  sopra  ottenuti  rispondono,  in  un  caso  particolare, 
al  problema  generale  seguente: 

Dato  un  sistema  di  equazioni  lineari  a  coefficienti  interi,  in  un 
numero  qualunque  n  di  incognite  j*,,  Xt,..x„,  sconoscere  se  il  sistema 
possiede  soluzioni  intere  e  trovarle  tutte. 

Scritto  in  generale  il  sistema  sotto  la  forma 

)    «il  a?,  -j-  rt,j  d7,  -f . . .  4-  a,.  a?„  =  Tc^ 

ì 

.    «„,  a?,  -}-  «„.,  £p,  -}-...  J-  rt„„  a*„  =  k„  , 

non  sarà  diminuita  la  generalità  della  ricerca  se  supponiamo 
le  ni  forme  lineari  Mj,  ii^,..u^  dei  primi  membri  linearmente  in- 
dipendenti, indi  w<n;  poiché  se  al  contrario  fosse  p. e.  ?/„  una 
combinazione  lineare  di  Ui,  u.j,..  u^,.^,  per  la  risolubilità  del  si- 
stema (I)  sarebbe  certamente  necessario  che  7c^  fosse  la  stessa 
combinazione  lineare  di  ^i , /fc^ ,...  A:„.j ,  e  se  questo  ha  luogo  l'ul- 
tima equazione  (I)  può  senz'altro  sopprimersi. 

Cosi  adunque  noi  supponiamo  che  la  matrice  (2),  la  quale 
diremo  la  matrice  incompleta  del  sistema  (I),  abbia  caratteristica 
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m  e  divisore  e?,  e  diremo  poi  matrice  completa  del  sistema  (I) 
quella  ottenuta  da  (2)  aggiungendo  come  (n-}-!)""  colonna  quella 
dei  termini  noti,  e  cioè 

«11 . . .  «,„    JCi 

(8) 


Dimostriamo  allora  il  teorema,  che  corrisponde  a  quello  del 
Capelli  nell'algebra  dei  sistemi  lineari: 

II)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  risolubilità  in  nu- 
meri interi  del  sistema  (I)  è  che  la  matrice  completa  e  l'incompleta 
abbiano  lo  stesso  divisore  d. 

Si  osservi  in  primo  luogo  che  il  divisore  della  matrice  com- 
pleta divide  in  particolare  tutti  i  minori  d'ordine  m  dell'incom- 
pleta e  per  ciò  divide  certamente  d.  Ma  d'altra  parte,  se  il  si- 
stema (I)  è  solubile  in  interi  ed  è  li ,  Ì2 , . .  |„  una  soluzione,  onde 

(9)  h=^^a,,l,, 

k 

qualunque  minore  d'ordine  m  della  (8)  o  appartiene  già  all'in- 
completa ed  è  divisibile  per  e?,  ovvero  contenendo  l'ultima  co- 
lonna della  (8),  è  per  le  (9)  un'espressione  lineare  omogenea  delle 
I,  i  cai  coefficienti  (quando  non  sono  nulli)  sono  minori  d'ordine 
m  dell'incompleta,  quindi  ancora  divisibili  per  d.  Così  dunque  la 
condizione  enunciata  è  necessaria. 

Per  provare  che  è  anche  sufficiente,  si  completi,  secondo  il  §  1^ 
la  matrice  incompleta  (2)  a  determinante  d'ordine  n,  che  sia  =  (7. 


«11 

«,2.  .  .  . 

«m 

«n 

a.,., 

«j,,, 

«„.l 

a„2.... 

««„ 

«m^l 

1     ^w+1,2- 

.«m+l 
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Alle    m   forme  lineari  «,,  w,,...  i<„,  che  souo  i   primi    membri 
delie  (I),  si  aggreghino  ora  le  nuove  n  —  m  forme  lineari 


«--1,1  <3?i  -\-  rt»-,,v  £P.  + -j-  ««.^1,.  i»»  =  »i 


;i*) 


[    a„,  a?,  -f  a„ 


a?,  +  . . . .  -f  «„.,.  a-. 


«'«-» 


e  si  risolva  il  sistema  delle  n  equazioni  lineari  (I),  (I*),  a  deter- 
minante =:d,  rispetto  alle  a;, ,  d?^,..  d?, .  Così  avremo  p.  e. 


dx,  = 


A",  fit,j 

2  23 

K  ««: 

c,  a 


.  a, 

. .  a 

m^l,2  '  •  •  tt 


e  il  determinante  a  destra  potrà  scindersi  nelle  due  matrici  for- 
mate la  prima  dalle  prime  m  righe,  la  seconda  (complementare) 
dalle  seguenti  n  —  m.  Sviluppiamo  allora  questo  determinante  per 
somme  di  prodotti  di  determinanti  d'ordine  m  della  prima  ma- 
trice per  quelli  complementari  d'ordine  n — m  della  seconda.  I 
primi  sono  tutti,  per  ipotesi,  divisibili  per  d^  onde  dalla  risolu- 
zione otteniamo  formule  del  tipo  seguente 


(II) 


X.. 


Y.o  -|-  Yn  «'i  +  Y«  ».  + -r  Y.-,..-«  ^n^» 

/=  1,  2, .. .«, 

dove  i  coefficienti  y..  sono  tutti  numeri  interi.  Se  dunque  ali© 
«1,  »i,...i7,_™  attribuiamo  valori  interi  arhitt'arii,  le  (II)  danno 
ogni  volta  una  soluzione  intera  del  sistema  proposto  (I).  Risulta 
di  più,  dal  procedimento  medesimo,  che  le  formole  (II)  forniscano 
tutte  le  soluzioni  intere  delle  equazioni  proposte,  poiché  per  va- 
lori interi  delle  a?j  le  forme  r,,...f„_„  date  dalle  (I*)  assumono 
certamente  valori  interi. 
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Così  non  soltanto  abbiamo  dimostrato  che  la  condizione  enun- 
ciata in  II)  è  in  effetto  sufficiente,  ma  abbiamo  provato  di  più  che: 

Le  formole  (II)  di  risoluzione  dipendono  da  n — 7n  parametri 
Vi,  Vt,..v„.„  suscettibili  di  assumere  tutti  i  valori  interi. 

Un  sistema  come  (I)  o  è  dunque  insolubile,  ovvero  è  w  —  m 
volte  indeterminato. 

Si  osserverà  che  al  problema  fondamentale  si  riduce  anche 
1'  altro  che  si  ha  quando  insieme  alle  equazioni  lineari  (I)  siano 
date  una  o  più  congruenze  lineari,  rispetto  a  moduli  qualunque, 
a  cui  le  incognite  debbano  soddisfare,  poiché  'infatti  una  tale 
congruenza  lineare 

Ci  Xi  -\-  c^  x-i  -{-...-{-  c„  x„  ^  hi  (mod  ilf  ), 

coll'introduzione  di  una  nuova  incognita  2,,  equivale  all'equazione 

Ci  Xi  -\~  Ci  X.J,  -\- ..,-{-  c„  x„  -\-  Mzi  =  hi. 

Particolarmente  interessante  per  le  applicazioni  è  il  caso  di 
un  sistema  di  congruenze  lineari  rispetto  ad  un  modulo  primo  p, 
per  il  qual  caso  esponiamo  ancora  le  considerazioni  seguenti. 

Di  m  forme  lineari  aritmetiche  Ui^u.^,..  u„,  come  le  (1),  dire- 
mo che  sono  linearmente  dipendenti  (mod  p)  se  esistono  m  interi 
Xi,  Xi,..  X„  non  tutti  nulli  (mod  p)  tali  che  si  abbia  identicamente 

Xi  Mi  -f-  ^«  ^2  + +  ^m  **".  —  ^     (  ^Od    P  )j 

in  caso  contrario  saranno  linearmente  indipendenti  (mod  p).  Per 
valutare  il  numero  delle  forme  linearmente  indipendenti  fra  le 
UijU.2j..u„  (mod  j?)  conviene  introdurre  la  nozione»di  caratteristica 
della  matrice  (2)  (mod  jo),  come  l'ordine  massimo  r  dei  minori  della 
matrice  non  tutti  divisibili  per  p,  e  allora,  col  processo  stesso  che 
serve  nell'algebra  dei  sistemi  lineari,  si  prova  (*)  che:  La  carat- 


(*)  La  dimostrazione,  sotto  ben  nota  forma,  procede  nel  modo  seguente. 
Senza  alterare  la  generalità  si  può  supporre  che  il  minore  principale  d'ordine  r 

^U        ^12  .  •  .    ^  r 
flyi        a^a  .  .  .    «rr 
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ter'istica  r  {mod  p)  della  mafnce  dei  coefficienti  dà  il  numero  delle 

forme  Ui,u,,...u^  linearmente  indipendenti  {mod  p). 

Di  qui  segue  :  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  si  possa 

■soddisfare  con  valori  non  tuffi   nulli  (mod  p)  di  a?i,  ajj,..  a*„  alle  m 

congruenze 

«1^0,  Wj  ^  0 , . . .  ««  ^  0  (mod  p) 

è  che  la  caratteristica  r  (mod  p)  della  matrice  (2)  sia    minore   del 
numero  n  delle  incognite. 


-ia  non  divisibile  per  p;  e  allora  le  prime  »  forme  sono  certo  linearmente 
indipendenti  (mod  p),  perchè  le  r  congruenze  lineari 

<*u  Xi  -H  a»,  X2  -|- . . .  -h  flr;  Xr  —  0 

(mod  j>) 

«ir  Xi  -h  ai,  X2  +  .  .  .  H-  «rr  X,  =   0 

non  possono  soddisfarsi  altrimenti  (essendo  A±0  (mod  p)  )  che  assumendo 
tutte  le  X  nulle  (mod  p).  Se  prendiam©  invece  p.  e.  la  «,+i ,  notiamo  che 
si  ha  identicamente  per  ipotesi,  orlando  A  con  una  (r-J-l)*""  colonna  e  linea 


«ir  «Ih 


«ri  «r2  •  . 


«rr  «Wi 

«r+l,r    (^r~\.h 


=  0  (mod  p) 


(/t  =  l,2,...n). 


Moltiplicando  1'  ultima  colonna  per  x,,  e  sommando  rispetto  ad  //  risulta 
r  identitìi 

a,i      a,j...ai,     «i 


.a-ir         «2 


ttri  a^i...arr        «r 

a,^I,l  flr-f-l.i  ^*r+l,r  ^r+I 


s  0  (  mod  pi. 


che  sviluppata  per  gli  elementi  dell'  ultima  colonna,  notando  che  il  coef- 
ficiente di  Ur+x  è  A?0  (mod  p),  dà  iir+x  espressa  lineai-mente  (mod  p) 
per  Mj,  «2,...M,  . 

Il  sistema  delle  m  congruenze  Mi  =  «a  =  • . .  =  m„  =  0  (mod  p)  si  riduce 
allora  alle  sole  prime  r 

ti,  =  0,   M,  =  0, . . .  M,  =  0  (mod  p), 
die  quali,  quando   sia  r-^^n,  si    soddisfa  prendendo    le   n  —  r    incognite 
/,_^,  ,...x„  affatto  ad  arbitrio  dopo  di  che,  essendo  A±0  (mod  p),  ne  ri- 
snltano  determinati  (mod  p)  i  valori  di  jr, ,  ^2 , . . .  x,  . 
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§  3. 
Equivalenza  di  sistemi  di  m  forme  liueari.  Sistemi  ridotti. 

Consideriamo  nuovamente  un  sistema  lineare  di  m  forme  ari- 
tmetiche indipendenti  (1).  Eseguendo  sulle  variabili  a?,,  £C2...a;„ 
una  qualunque  delle  infinite  sostituzioni  aritmetiche  a  determi- 
nante =:  1  : 

dove  dunque  i  coefficienti  e.^  sono  interi  ed  il  determinante  [e,-,;|=:l, 
le  m  forme  m,  si  cangieranno  nelle  altre  m 


(U) 

coi  coefficienti 
(12) 


7  i  ^  <;    '^  j  5 


>  =  i 


^  ij  —  2u  ^'*  ^*-'  ■ 


Diremo  allora  che  i  due  sistemi  di  m  forme  («i,  t^.^,,..  «„,), 
{u/,  m/,  . .  m'J  sono  fra  loro  equivalenti,  rispetto  al  gruppo  (infinito) 
delle  sostituzioni  aritmetiche  unimodulari,ed  è  chiaro  che  inversa- 
mente il  sistema  {u\,  u,^,..u\^),  colla  sostituzione  inversa  della  (10) 


(10') 


^i  —  2a   *'"  ^*  ■* 


che  è  pure  aritmetica  unimodulare,  si  cangia  nel  primitivo 
(Ui^Ui,..  u„).  Ossserviamo  poi  che  se  i  due  sistemi  sono  equiva- 
lenti, i  due  divisori  d,d'  delle  rispettive  matrici  coordinate 


^1,        <li2  ....    fl5,„ 


a  j,  a ,, a  ,„ 


«»!    «™s...  a. 


O/  mi      ^  Mii  •  •  •     ti  t 


Equivalenza  di  sistemi  di  ?»  forme  lineari.  Sistemi  ridotti       lo 

souo  necessariamente  uguali.  Questo  risulta  dall' osservare  che 
ogni  minore  d'ordine  m  della  seconda  matrice,  a  causa  della  (12), 
si  decompone  in  una  combinazione  lineare  a  coeflficienti  interi 
di  minori  d'ordine  vi  della  prima,  ed  è  quindi  divisibile  per  d. 
Così  d'  è  divisibile  per  d,  e  per  la  ragione  inversa  d  divisibile 
per  d\  indi  d'  =  d. 

Dimostriamo  ora  che,  mediante  una  sostituzione  aritmetica 
unimodulare  sulle  variabili,  si  può  sempre  tradurre  il  sistema 
delle  m  forme  (u,,  j*^,  ...  w.)  in  un  altro  del  seguente  tipo,  che 
diremo  ridotto: 

(A)   (     i/'s  =  e,,  x\  4-  c„  fc'j  -f-  e,  x\ 


^'  m  ^ml  '^  1  ~|      ^m2  "^  2  ~\~  '   '   '      \      ^m,m-l  ^  m-1  "T"  C„  3?  „  j 

dove  i  coefficienti    e, ,0^,  ...c„  nella    diagonale    principale    sono 
interi  positivi  tali  che 

(13)  e,  e, . . .  c„  =  ff , 

e  gli  altri 

e,-, ,  Ch ,  .  . .  c,,<_i  (i  =  2,  3,  . . .  mi 

sono  positivi  0  nulli  ed  inferiori  a  e, 

(14)  0  ^  e,.  <  e,  per  .«?  =:  1.  2,  . . .  ?'  —  1 . 

La  proprietà  sussiste  certamente  nel  caso  di  una  sola  forma  (m  =  1) 

M,  =  a,  oJi  -[-  a,  X,  -f  . . .  -f  a,  j-. 

poiché,  detto  Cj  il  massimo  comun  divisore  di  «i,  aj, . .  .  a„,  basta 
porre 

,  u,  tti         ^     a.,  _i_  ^» 

X  i  —  — —  —  — —  Xi  -]     —  a?j  -\-  .  .  .  -j  a;. 
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e  costruire  (§  1)  una  sostituzione   aritmetica  unimodulare  i  cui 
elementi  della  prima  linea  siano  gli  n  numeri  primi  fra  loro 


e,  '     e,   "'    e. 


Cangiando  allora  le  variabili  a?,,  «a, .  . .  x„  secondo  questa  so- 
stituzione, si  avranno  le  nuove  variabili  richieste  x\,x\, ...  x\. 

Ed  ora  basterà  provare  cbe,  supposta  la  proprietà  vera  per 
m —  1  forme  «tj,  Uo^  ...  w«_i,  è  vera  anche  aggiungendovene  una 
m"""  u^.  Supponiamo  dunque  già  effettuata  la  riduzione  per  le 
prime  m  —  1  forme 

"i       — —  Cj  %ju  j 

tl,^      02^1    oc  1  — f-  C2  X  2 


I 


ed  abbiasi  per  la  rrT" 

n,l  -^  I     V   •  •  •      I      ^m.m-l^  m-l  ~J~  ^«im  ^  m     \      •  •  •      [     ^m,  n  *  /i 


ZA    =:  c„ 


Manteniamo  le  prime  m  —  1  variabili  ix\, . . .  x'„,.i,  e  cangiamo, 
come  sopra,  le  residue  x'^,  x'^^^ .  .  .  £c'„ ,  secondo  una  sostituzione 
unimodulare,  in  guisa  che  la  forma 

non  identicamente  nulla  (perchè  Wj,  w^. . ,  u^  sono  linearmente  indi- 
pendenti), si  cangi  in 

cosi  avremo 

U,n  ^^=  C^i  X  1  -|-  C„2  X  2  -]-  .  .   .  -\-  ^m,m-l  "^  m-l  ~\~  ^m^   m- 

Inoltre,  indicando  con  h^,  h^,  .  . .  h^.^  interi  arbitrarli,  can- 
giamo x"„  in 

x"^  +  h,  x\  -\-n^x\ -{-... -\r  A„.t  a;',,.., 
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effettuando  cosi  una  nuova  sostituzione  unimod alare.  I  coefficienti 
in  Ui,  Mj,  ...  ?;„.,  restano  immutati,  e  i  coefficienti 

^m,l  ì       ^m,2    •  •   •   ^m,m-l 

$ 

di  ?<„.  vengono  cangiati  rispettivamente  in 

onde,  disponendo  di  A,,  ^,, . . .  ^„.i,  possiamo  appunto  ridurli    ai 

loro  minimi  resti  positivi  (mod  c^ì.  La   riduzione   al   tipo   (A)  è 

pertanto  ottenuta  e  non  resta  che  dimostrare  la    relazione  il3). 

Ma  questo  segue  immediatamente  dall'  osservare  che   la   matrice 

ridotta  del  tipo  (A)  ha  un  unico  minore  d'ordine  tw  non   nullo, 

e  cioè 

Ci       0      0 ...  0 

0...0 

0 


Cj,        C.J 

"C31      C3J 


e,. 


.......  c« 


Ci    CiiCn 


.c«, 


e  questo,  per  F  osservazione  premessa,  è  dunque  =  d. 

Dal  procedimento  stesso  di  riduzione  successiva,  tenuto  nella 
dimostrazione,  risulta  inoltre  che  i  numeri  c^.  c^^  . .  .  c„  si  deter- 
minano a  priori  come  segue.  Nella  matrice 


«11 
a-ii 


«1» 


«mi 


.  a. 


cordinata  alle  m  forme  w^  indichi  rfi  il  massimo  comun  divisore 
dei  numeri  della  prima  linea,  d^  il  massimo  comun  divisore  dei 
minori  di  2.*^  ordine  nella  matrice  delle  due  prime  linee,  in  gene- 
rale d^  O'^m)  il  massimo  comun  divisore  dei  minori  d'ordine 
r  della  matrice  delle  prime  r  linee,  talché  d^  non  sarà  altro  che 
il  divisore  d   della  matrice   totale.  È   evidente   che   ciascun   nu- 


16  Capitolo  I  —  §  3 

mero  d^  divide  tutti  i  uuineri  f/,-  con  indice  superiore  e  siccome 
per  la  (13) 

e,  Ci  .  .  .  C^  z=z  d^ 

Ci  C.J  .  .  .  Cf.i'::::^  a^  ,  j 

cosi  in  generale 

Dunque  :  /  coefficienti  e, ,  c^ ,  ...  c„.  si  calcolano  a  priori  dalle 
formole 

/ 1  p  V  7  d.,  ds  d„, 

(15)  c,  =  d,,     c,=  -z^  ,     c,  =  -—  ,  .  ..c„,~  -r~  ' 

U\  or,  a^.i 

Si  può  anche  osservare  che,  direttamente  dall'  esame  dello 
schema  ridotto,  risulta  il  significato  seguente  per  e,,  c^,  ...  c„.  Se 
nelle  forme 


h  —  S  «' 


X. 


diamo  alle  x  valori  interi,  le  w,-  stesse  prendono  valori  interi,  ed 
allora  : 

Ci  è  il  minimo  valore  intero  positivo  che  assume  u^  per  tutti  i 
valori  interi  delle  x;  c^  è  il  minimo  valore  intero  positivo  di  u^  per 
quei  valoì'i  interi  delle  x  che  rendono  Mj  =  0;  in  generale  e,  {r <: m) 
è  il  minimo  valore  intero  positivo  di  u,  per  quei  valori  interi  delle  x 
che  annullano  le  r  —  1  forme  precedenti  i«i ,  Ma  >  •  •  •  w^-,  • 

Ed  ora  è  facile  provare  che  lo  schema  ridotto  (A),  equivalente 
al  sistema  (m»,  Uj,  ...  w„,)  delle  m  forme  date,  è  unico  e  determinato. 
Suppongasi  infatti  che  si  abbiano  due  tali  sistemi  ridotti,  che 
scriviamo 

(Wi  =zCtXi  [  Ui  =  c\  x\ 

Mj  ^—  Cji  Xi  --j—  Cg  Xg  I   Mg  —  e  jj  «X/  ^  —y-  e  'j  X  2 


^m (^mlXi-\~C„iX.i-\-  '"-{-C^X^     \    U„ C„^iX  i-f-C^iX^-f- ."-J-CmXmì 
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essendo  soddisfatte  le  condizioni  (14),  e  supponiamo  che  una  sosti- 
tuzione unimodulare  (10)   cangi  il   primo   nel   secondo   sistema. 
Dimostriamo  che  sono  identici  i  coefficienti  corrispondenti: 

e  i  ^=  Ci }    e  j  ==  Cj  j  > , ,  e  „  "^^  e», 

e  rt  "=■  Cu 

e  inoltre 

L'eguaglianza  dei  coefficienti  corrispondenti  in  diagonale  è 
già  una  conseguenza  del  significato  che  abbiamo  loro  superior- 
mente assegnato,  ma  risulta  anche  dal  confronto  seguente.  Deve 
essere  in  primo  luogo 

e  i.»r  1  =  Ci  {€nX  i  -\-  Cu  PC  (  -j-  . . .  -f-  €i^X  ^} 

indi 

Cu  ^=  6ii  ^:^  .  .  .  i:^  €i„  =:=  U ,     u  i  ^::^  Cu  Cj 

cioè  c'i  è  multiplo  di  Cj,  ma  anche  inversamente  e,  di  c\  e  perciò 

Basta  ora  provare  che,  supposta  verificata  la  proprietà  per 
Mj,  Mj . . .  M,.i  (r  <;  r»),  è  vera  anche  per  u,.  Supponiamo  dunque 

e  1  =^  Ci ,     e  j  ^^^  Cj  ...  e  f.i  ::m  C,.i 
X  1  —  Xi     X  2  —  Xj  ...  X  ,.1  —  ^r-l 

e  da 

M,=Cnx',+ c;,x',+...4-c',.ix;.,+ c',x',=c„x',+ c^x'^H h  C,,,.iX',.i-|- 

+ e,  («„  x',  +  e,,  x, -f . . .  4- Cr,  x', -h . . .  «^  x',) 
dedurremo 

e  ,.  —  6„  Cf  j 

indi  come  sopra  c\  =  Cr,  e„  =  l.  Inoltre  avremo 

«,,,+  !  =0,...«,,„  =  0 
^ri  ^  c,i  -f-  Crt  Cr ,  e  ri  ^^^  e,,  -{-  e^  e, , . . .  e  ,^  ,.1 1=:  Cr,  ,.1  -j-  e,,  ,.i  c^ 
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dalle  quali  ultime,  per  le  limitazioni  (14),  risalta 

e  ri  Cri  )       C  rJ  Crj  ,  .  .  .  C  r,r-l  ^^^  C,  r.i 

e,i  =  e^j  =  .  .  .  =  €r,r-l  ^^^^  'J  ì 

infine 

ce',  =  iJCrj  "C.  d.  d. 

Dopo  questi  risultati  è  chiaro  come  si  risolve  il  problema, 
posto  al  principio  del  paragrafo,  di  riconoscere  se  due  dati  si- 
stemi di  m  forme  lineari  (Mj,  M2,...w„),  {ii\,  u\,...  u'„)  sono  equiva- 
lenti: occorre  e  basta  per  questo  che  essi  abbiano  lo  stesso  si- 
stema ridotto.  y 

Importa  in  fine  osservare  che  se  consideriamo  gli  infiniti 
sistemi  di  m  forme  aritmetiche  lineari  con  dato  divisore  d,  essi 
si  distribuiscono  in  un  numero  finito  di  classi  (quanti  sono  i  tipi 
diversi  ridotti)  attribuendo  alla  stessa  classe  i  sistemi  fra  loro 
equivalenti.  E  infatti,  risalendo  alla  (13)  CiCi ...  c„  =  d ,  non  ab- 
biamo che  un  numero  finito  di  valori  possibili  per  Ci,  c^, ...  c„ 
e  d'altronde,  fissato  c^,  i  coefficienti  c,i,  c^.^ . ..  c^,..i  possono  assumere 
ciascuno  per  le  (14)  solo  e,  valori. 


§  4. 
Sistemi  di  n  forme  lineari  aritmetiche.  Numero  delle  elassi. 

Nelle  n  variabili  indipendenti  a;,,  as^, .  • .  a7„  consideriamo  altret- 
tante forme  lineari  aritmetiche  indipendenti 

■'    fi  =  «11  Xi-\- a,,  X, -}-...-]-  a,„  x„ 

)      A  =  «21  i»l  +  «22  «2  -f-  .  •  •   +  «2n  X„ 

(16)  < 
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il  cui  determinante 


D 


«1,       a„  ...  rti„ 


rt,i       «. 


sarà  dunque  un  numero  razionale  intero,  diverso  da  zero,  e  noi 
lo  supporremo  senz'altro  ^o^/Y/ro,  potendosi  in  caso  contrario  sosti- 
tuire p.  e.  —  f„  a  /■„. 

Ogni  forma  aritmetica 

i^r=  e,  Xi  -f  e,  flc,  +  . . .  +  c„  a;. , 

che  sia  un  aggregato  lineare  omogeneo  a  coefficienti  interi  di 
fi,fi,"-  fn  si  dirà  congrua  a  zero  lupetto  ai  moduli  fn  f,. . .  fn,  e 
si  scriverà 

F=0  (modd /•,,/;,.../■„)(*). 

Diremo  poi  che  due  tali  forme  F,  F  sono  congrue  fra  loro, 
in  simboli 

F=F'(modd /•„/;,.../:.),    ' 

quando 

i^—F  =  0(modd /-,,/;. ../.). 

E  immediato  che  per  questa  nozione  di  congruenze  di  forme, 
rispetto  alle  fondamentali  /ì,  /»,•••  f»,  -sfalgono  le  stesse  leggi  come 
per  le  ordinarie  congruenze  di  numeri  rispetto  ad  un  modulo, 
e  si  può  operare  sopra  di  esso  per  somma,  sottrazione  ecc.  Ne 
segue  che  tutte  le  forme  aritmetiche  si  possono  distribuire  in 
classi   (modd  A, /i,  •■  • /!,),  attribuendo   ad   una   medesima   classe 


(*)  Questa  scrittura  sta  dunque  per  1'  uguaglianza 
essendo  i  coefficienti  X  numeri  interi. 
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quelle  che  sono  congrue  ad  una  forma  fissa,  indi  fra  loro.  Ora 
andiamo  a  stabilire  il  risultato  fondamentale  (Frobenius)  : 

Il  numero  delle  classi  delle  forme  aritmetiche  (modd  /*,,/!(,...  /*J 
è  finito  ed  eguaglia  il  determinante  D  delle  n  fm^me  fondamentali. 

Risolvendo  le  (16)  rapporto  a  aci,  acj, . . .  a;„,  abbiamo 

Dx,  —  A,,  /;  4-  ii,i  /;  +  ...  +  Al  fn 

/i g ♦n        ,  .   DXi^=z  Ali  fi  -j-  -^M  fi~r  --  •  ~\~  -^nt  fn 

Dx„=Ai„f  -|-  A,./;  -f-  . . .  +  A„„f„, 

dove  A,k  indica  al  solito  il  complemento  algebrico  di  a^  in  D. 
Il  teorema  enunciato  è  cosi  immediatamente  visibile  se  D=zl, 
perchè  allora  dalle  (16*)  risulta  che  ciascuna  a;,  è  congrua  a  zero, 
per  ciò  anche  tutte  le  forme  aritmetiche  sono  ^0,  e  formano 
dunque  un'unica  classe. 

In  generale,  per  qualunque  w,  si  ha  dalle  (16*) 

Dx„  =  0  (modd  /;,/;,...  /L) 

ed  esisterà  per  ciò  un  minimo  numero  intero  positivo,  che  indi- 
cheremo con  c„„,  pel  quale  sussisterà  una  congruenza  della  forma 

(17)      ..c„,Xi -f.  c„5a;,  -f . . .  -j-  c„,«.,  x„.i  -f  c„„x„  =  0  (modd  f  f ...  /"J 

essendo  c„i,  c„j,  ...  c„,„,.i  altri  interi  convenienti  (*).  Dalle  conside- 
razioni del  paragrafo  precedente  si  ha  del  resto  il  modo  effet- 
tivo di  calcolare  c„„  cercando  quelle  combinazioni  lineaci  a  coeffi- 
OìAnti  mi&tì  X,  di  f,  fi,..f„ 

Kf-hhf^  +  '-'  +  Kfn 


(*)  In  altri  termini  e„„  è  il  minimo  intero  positivo  pel  quale 
<mn.«m  =  0 (modd /t ,  . . . /, j  X i ,  .  ..x„.,) 
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che  risultano  della  forma  (17).  Perciò  dovremo  avere 


ai,n     ^1  +  «».n     X,  + . . .  +  a..„    X,  =  0  , 

onde  si  vede  che  c„,„  è    il    minimo  valore   positivo    che   assume 
la  forma 

«i,«  K  -\-  «2,.»  K-\-  —  -f  «-,«  X« 

per  valori  interi  delle  X  che  annullano  tutte  le  forme   seguenti. 
Introduciamo  ora,  secondo  la  (17),  la  forma 

Tm  =  c„,  X, -\- c„i  X, -{-.... -{-  c«,  x„  , 

che  è  congrua  a  zero  (modd  /", ,  /"^..../l.),  e  dando  ad  r/?  i  valori 
1 ,  2 , ...  «  formiamo  il  quadro  delle  n  forme 

<Pi  =  Cu  X, 

(p,  r=  Cji  Xi  -j-  Cjj  x^ 

(B)  ^     q),  =  Ca,  a?i -f  c,j  or, -j- c,s  a;. 


<p«  —  c„,  a?!  -|-  e,,  a?,  -j- . . .  -\-  e,  „_i  ir«_i  -|-  c^  x^ 

le  quali  sono  tutte  ^  0  (modd  /"j ,  /"^ . . .  /*„)  ed  hanno  determinante 
=  Cu  Cj, . .  .c„„  (diverso  da  zero),  che  vedremo  fra  breve  essere  =2). 
Prima  osserviamo  che  i  coefficienti  c„  della  diagonale  princi- 
pale nel  quadro  (B)  sono  perfettamente  fissati  come  si  è  visto;  ma 


22  Capitolo  I  —  §  4 

i  secondarli   possono  opportunamente  modificarsi   nel   modo  che 
andiamo  a  dire.  Surrogando  cp^  con 

«P*   =   <P2    +   ^1  <Pl  ? 

dove  ^1  è  un  intero  arbitrario,  risulta 

(p-i  ^^^^  {C21  -j—  tli  Cu)  Xi  -f-  C22  X2 

e  disponendo  di  A,  possiamo   ridurre  c'^i  =  Cji -f- ^i  Cn  rispetto  al 
modulo  Ci^i  sicché  sia 

0  <  c\,  <  Cu  , 
e  supponiamo  senz'altro  che  sia  già 

O^Cji  <  Cu. 

Successivamente,  lasciando  fisse  (pi,q)2,  surroghiamo^  tp,  con 

<p»  =  qp3  +  ^i  cpi  -{-  K  <ìp2 , 
cioè 

(Ps  =  (C„  +  ^i  C„  +  ^2  C„)  a?,  +  (C,2  +  ^2  C22)  a?2  4-  Css  £173 

e  disponiamo  prima  dell'intero  h.2  si  da  rendere 

0  <  e,,  -f  ^2  C22  <  Cn , 
indi  di  ^1  in  guisa  che  risulti 

0  ^  Csi  +  ^1  Cu  +  ^>  ^21  <  Cn  • 

Cosi  continuando,  è  chiaro  che  nel  quadro  (B)  potremo  sup- 
porre che  i  coefi&cienti  c,i  della  prima  colonna  siano  ridotti  non 
negativi  e  minori  di  Cu ,  quelli  della  seconda 

Csj  ,         C42  ,  .  .  .  .  C„2 

non   negativi   e  minori   di   e,, ,  ecc.  Un  tale   quadro  (B)  si  dirà 
allora  un  quadro  ridotto  (cf.  §  3  pel  quadro  (A)). 
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Per  dimostrare  ora  il  teorema  enunciato,  cominciamo  dal  pro- 
vare che  le  forme  del  tipo 

(18)  c,x,  -j-C2tc,-h....-}-c„a"„(c..  =  0,l,2,...c«— 1), 

dove  Ci  percorre  i  valori  0,1,2...  e,, —  1,  e,  i  valori  0,1,... C22 — l,...c, 
i  valori  0,1,. ..c,„ — 1  sono  tutte  incongrue  fra  loro  (modd  /"i/s.../"»). 
E  infatti,  supposto 

Ci  3Ji  ~p  Cj  Xi  -f-  ....  -f-  C„  X^  =  C  1  Xi  -|—  C  2  ^}  — f-  ....  — ]—  C  „  X^  , 

si  ha 

(Ci  —  c\)x,  -f-  (e,  —  e',)  £c»  + . .  • .  +  (Cn  —  c'J  x^  =  0, 

ed  è  certamente 

|c,  —  ^-'.1  <  c„,, 

onde,  per  la  definizione  stessa  di  c„„,  sarà  necessariamente  c^:=c\. 
Successivamente  da 

(e,  —  c'i)  Xi  -f  . . .  -|-  (c„.,  —  e',.,)  a;„.,  =  0  (modd  f,,f,,...fn) 

si  trae  per  la  ragione  analoga  c„.i  =  c',.i,  ecc.  In  secondo  luogo 
proviamo  che  qualunque  forma  aritmetica 

F=  h,x,  4-  h,x,-{- . . .  -f-  h,x„_ 

è  congrua  con  una  delle  CiiC„...c,„  forme  del  tipo  (18).  Basterà 
provare  che,  sottraendo  dalla  F  una  conveniente  combinazione 
lineare  di  qpi,  9,, ...  q)„,  la  i^  si  può  ridurre  al  tipo  (18).  Divi- 
dendo h„  per  c„„  abbiasi 

h„  =  2,  c„,  -L  c„    (0  <  e.  <  e  J, 
e  nella  forma 

F'  =  F-q„  (F,  =2;/ì',x,-f-  c„x, 
soddisferà  e,  alla  limitazione  voluta. 
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Ed  ora,  dividendo  h'„.i  per  c„.,,„.,,  abbiasi  similmente 

e  si  sottragga  ancora  da  F'  il  prodotto  g„.,  (jp„.,  ;  cosi  otteniamo 

F"  —  F  —  ,g„  qp,  —  g„.,  (p„.i  =  2  ^".-  a?<  -f  c,.i  x,.,  -{-  c„  ic„  .^ 

1=1 

Continuando  nello  stesso  modo,  è  chiaro  che  otterremo  da  ultimo 
una  forma 

-'^  —  g»  q'n  —  3„.i  qpn.i ...  —  ?,  <p. 

che  avrà  il  tipo  (18),  come  si  voleva. 

Da  tutto  ciò  risulta  che  le  CaCi2-"C„„  forme  (18)  apparten- 
gono a  classi  diverse  e  le  rappresentano  tutte.  Il  numero  delle 
classi  è  pertanto  finito  =  Cu  c^, . . .  c„,  e  resta  soltanto  da  provare 
l' eguaglianza 

Cu  C22  •  •  •  C„„  —  U  • 

Per  questo  si  osservi  che  (p, ,  q)2, . ..  (p„,  come  tutte  congrue  a 
zero  (modd /*!, /j,  . ../!,),  sono  combinazioni  lineari  a  coefficienti 
interi  di  /i, /ì,  ... /*„;  ma  anche  viceversa  ciascuna  di  questa  è 
una  combinazione  lineare  a  coefficienti  interi  di  q)i,  qp,, ...  q)„, 
poiché  ad  esempio  la  /l-,  sottraendovi  una  tale  combinazione  li- 
neare, si  ridurrà  ad  una  delle  (18),  e  d'altra  parte,  essendo  /i^O, 
la  corrispondente  (18)  sarà  identicamente  nulla.  Ma  allora  le  due 
sostituzioni  lineari  intere  colle  quali  si  passa  dalle  qpi,  qjj, ...  (p„ 
alle  /*!,/',,.../*„,  e  viceversa  dg,llé  f  alle  (p,  componendosi  nel- 
l'identità, saranno  necessariamente  ambedue  unimodulari.  Cosi 
avendosi 

^(/"m  f^^"'fn)  _^        a((p,,(p,,...q)„)_^ 
d  (qpi,  qp,, . . .  (p„)  d{x,,X^,...X,,) 
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moltiplicando  avremo 

(X. ,  X„  .  . .  Xj 

cioè 

i>  =  c,,c«...c„,  e.  d.  d. 

Come  alla  fine  del  paragrafo  precedente  per  i  quadri  ridotti  del 
tipo  (A),  osserveremo  anche  qui  pel  tipo  ridotto  (B)  che,  fissato 
il  determinante  Z),  esiste  soltanto  un  numero  finito  di  tipi  ridotti 
(B)  distinti  ed  un  qualunque  sistema  di  forme  aritmetiche  (/l, /"»,.../«) 
a  determinante  D  è  equivalente  ad  uno  di  questi  tipi  (q)i,  q),,...q)„) 
nel  senso  che  una  sostituzione  aritmetica  unimodulare  cangia  le 
(fiì  fi,  ••-  fn)  nelle  ((pi,  qp», .. .  qp,).  Aggiungiamo  da  ultimo  che  due 
tipi  ridotti  del  quadro  (B)  non  sono  mai  equivalenti  se  non  coin- 
cidono, ciò  che  si  può  provare  con  un  procedimento  affatto  ana- 
logo a  quello  sopra  tenuto  per  due  tipi  ridotti  del  quadro  (A)(*). 

§  6. 
Sostituzioni  aritmetiche  e  loro  riduzione. 

I  risultati  stabiliti  nei  due  paragrafi  precedenti  equivalgono 
in  sostanza  ad  una  teoria  della  riduzione  per  le  sostituzioni  lineari 
aritmetiche  di  un  dato  determinante  Z),  rispetto  al  gruppo  delle 
sostituzioni  unimodulari.  Siccome  questa  teoria  trova  molte  ap- 
plicazioni si  in  aritmetica  che  in  analisi,  troviamo  utile  di  esporro 
in  proposito  le  considerazioni  seguenti. 


(•)  Supposto 

(p,  =  C,i  X,  -j-  Crt  Xj  -}- -+-<•„  Xr 

cp',  =  c',1  xi  H-  e'rt  X,  -h +  c'„  x^  (r  =  1,  2  , . .  n) 

e  inoltre  le  9^ ,  -^, , . . .  9,  legate  a  cp'i ,  9't , . . .  9',  da  una  sostituzione 
(aritmetica)  unimodulare,  si  vede  che  questa  è  l'identità  e  le  9  coinci- 
dono colle  9'. 
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a)   Sulle   variabili    x^,  x.^, £C„   eseguiamo    una    sostituzione 

aritmetica  a  determinante  D  (che  supporremo  senz'altro  positivo) 
passando  alle  nuove  variabili  ?/i,ys,-..y„  colle  formole 

i/i  =  a„  a;,  -f  «i,  a?,  +  . . .  -f-  a,„  x„ 

y„  ==  a„,  X,  +  «„,  ac,,  4-  .  .  .  4-  a„„  x, , 

i  coefficienti  a.^.  essendo  numeri  razionali  interi,  col  modulo  [an\ 
della  sostituzione  =  D.  Per  indicare  la  sostituzione  basterà  scri- 
vere lo  schema  dei  coefficienti 

au     «,i «i„    \ 

,  (det"=rD) 

e  spesso  anche  s'indicherà  la  sostituzione  con  una  sola  lettera, 
p.  e.  U,  Ora  se,  dopo  eseguita  la  sostituzione  U  a  determinante  D 
sulle  a?,  eseguiamo  sulle  y  una  sostituzione  unimodulare  E,  can- 
giando le  y  nelle  nuove 

i 

avremo 

^i  ^^  ^  ^/«  2j  ^'*  ^*  ' 

f  ft  . 

cioè 

(U')  2,.  =  2  a'^i  oJfc, 

avendo  posto 

(19)  a',jr=  2a,fce^,. 

Questa  sostituzione  U,'  che  risulta  dall'  eseguire  prima  la  ?7, 
indi  la  E^  si  dice  la  composta  delle  due,  o  anche  il  loro  prodotto, 
in  quest'  ordine,  e  si  scrive 

(20)  U'  =  UE. 
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Secondo  le  (19),  la  legge  di  composizione  è  quella  della  mol- 
tiplicazione dei  due  determinanti 

e  precisamente  delle  successive   colonne  del  primo   per  le  righe 

del  secondo.  La  IT  è  cosi  un'altra  sostituzione  a  determinante  Z>, 

che  si  dirà,  secondo  la  (20),  equivalente  a  destra  alla   U  rispetto 

al   gruppo    infinito  {E)  delle   sostituzioni    unimodulari.  Siccome 

V  inversa  E~^  della  E  è  pure  una  sostituzione  unimodulare,  e  dalla 

(20)  segue 

U=  WE-', 

ì 

la,  U  è  ancora  equivalente  (a  destra)  alla   U'.  Siccome    poi   due 

sostituzioni  tr,  U",  di  determinante  D,  equivalenti  ad  una  me- 
desima sono  anche  equivalenti  fra  loro  (*),  possiamo  ripartire  le 
sostituzioni  a  determinante  D  in  classi,  ponendo  n#lla  medesima 
classe  quelle  equivalenti  ad  una  stessa,  indi  fra  loro.  Esaminando 
i  risultati  ottenuti  al  paragrafo  precedente,  si  vede  subito  che 
possono  presentarsi  sotto  quest'  altra  forma  : 

In  ogni  classe  di  sostituzioni  a    determinante  D  es-isfe   una  ed 
una  8ol<i  sostituzione  del  tipo  (B) 


(C) 


Ci, 

0, 

0,. 

..0 

Cn 

e. 

0.. 

..0 

c„ 

Cj». 

Cf 

..0 

C„i    c,.> c„ 

i  cui  elementi  sono  interi  non  negativi  che  soddisfano  alla  condiziane 

e,  c,....c„  =  D 
e  alle  diseguaglianze 

i  /  =  l,2,..,n  —  1 

0<c.,<c,  '    '     ' 

(  ?-  =  /-f-l,?-f2,...«. 


(*)  Da  ir=  UE^,  U"=UE^,  segue  U'=V"E^-'E^  =  U"{E^-'E^)  =  VE. 
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Le  sostituzioui  della  forma  (C)  si  diranno  ridotte;  pertanto 
il  numero  delle  classi  delle  sostituzioni  a  determinante  D  è  un 
numero  finito  iV,  eguale  al  numero  delle  sostituzioni  (G)  ridotte. 
Questo  numero  N  dipende  dal  modo  di  decomporsi  del  numero 
D  in  fattori  primi  diversi  i?i ,  i>2 ,  •  •  •  i?r  »  come  segue.  Supposto 

i  =  r 

D  =i?i"*  i?jj*' Pr^""  =  n  i?."'  , 

8Ì  ha 

(21)  iVzzr-i-n  (^iJ.v^^^''-''*^"  ^ 

dove    nella   somma   interna  i  numeri  Ài ,  X, . . .  X,  percorrono   tutti 
gli  interi    positivi    o    nulli  la  cui   somma   è  uguale   ad  aj(*).  Si 


(*)  Si   dimostra  facilmente   la   formula  (21)  del   testo  osservando  che 
ogni  sistema  di  valori  possibili  per  c^ ,  c^ , .  . .  c,^  sarà  dato  da 

C,  —  Pi        Pi        '  •  •  Pn 

dove  gli  esponenti  e,;t  sono  interi  positivi  o  nulli,  tali  che 

«  =  n 

(a)  2^"  =  °''- 

Ora,  fissati  Cj,  Cj, . .  .c„  ,  esistono  manifestamente 
'^1         Cj        ...  c„_i 
sostituzioni  ridotte  (C)  diverse,  indi 

ovvero 

(0) 

Questa  si  può  scrivere 
e,  ponendo 


Al   Eni  )     ^t  £|»-1,»"  >  •  •  •  An  £;  <-  ) 

prende  appunto,  secondo  la  (a),  la  forma  (21)  del  testo. 
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osservi  in  particolare  che  se  D  è  un  numero  primo  p^  risulta 

A^=i,-4-i)"-^+ . . . . -f  ;, -{- 1  =  1^  . 

b)  Come  sopra  abbiamo  considerato  l' equivalenza  a  destra 
delle  sostituzioni  aritmetiche  a  determinante  D  (rispetto  al  gruppo 
delle  sostituzioni  unimodulari),  cosi  può  anche  considerarsi  un'e- 
quivalenza a  sinistra. 

Per  questo  nella  sostituzione   U  data  da 

^.  =  S  ^"  ^^  ' 

anzichè  eseguire  una  sostituzione  unimodulare  E  sulle  y,  la  ese- 
guiremo sulle  X 

^k  ^^^  2^  *ty  ^"  > 

e  la  sostituzione  composta 

(U')  y.  ==  2  2  ""^  ^*>  *'^  =  S  ^'«^'> 

«'«/  =  2  ^'^>  ^'* 

sarà  allora  da  indicarsi  con 

U'=EU. 

Due  tali  sostituzioni  si  diranno  equivalenti  a  ainisfra  rispetto 
al  gruppo  delle  sostituzioni  unimodulari.  Ricorrendo  allora  ai 
risultati  del  §3,  ove  il  numero  m  delle  forme  lineari  Mj, «,,..«„ 
si  prenda  eguale  al  numero  n  delle  variabili,  si  vede  che  qui 
ogni  sostituzione  a  determinante  D  è  equivalente  ad  una  ed  una 
sola  sostituzione  ridotta  del  tipo 

e,     0,     0...0 
c,i    e,     0  ...  0 

Cm      C„, C„ 
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dove  però  ora   le  condizioni  di  riduzione   pel   tipo  (C)  sono  da 
sostituirsi  colle  altre 

(  r  =11:  2,  3, . . .  w 

(  2  =  1,  2,...r  — 1. 

Quanto  al  numero  N  delle  classi  (numero    delle   sostituzioni  ri- 
dotte), esso  è  dato  sempre  manifestamente  dalla  formola  (21). 


§  6.  , 

Il  primo  teorema  di  Minkowski  per  forme  lineari  razionali. 

Passando  ora  all'  oggetto  principale  del  presente  Capitolo, 
esponiamo  dapprima  i  notevoli  teoremi  di  Minkowski,  relativi  al 
minimo  di  forme  lineari,  a  coefficienti  qualunque,  per  valori  interi 
delle  variabili,  teoremi  che  sono  fondamentali,  come  si  vedrà,  per 
molte  ricerche  aritmetiche  superiori.  Questi  teoremi  formano  del 
resto  soltanto  un  primo  e  più  semplice  esempio  delle  teorie 
raccolte  dal  Minkowski  sotto  il  nome  di:  Geometrie  der  Zahlen, 
appunto  perchè  trovano  la  loro  base  in  una  rappresentazione 
geometrica  e  da  questa  muovono  per  giungere  a  risultati  di 
grande  importanza  per  l'aritmetica  e  per  l'analisi.  Per  stabilire 
i  teoremi  indicati  noi  seguiremo  qui  da  principio  la  via  aritme- 
tica tenuta  da  Hurwitz  che  conduce  allo  scopo  in  modo  semplice 
e  rapido,  e  studieremo  poi  il  loro  signicato  geometrico  secondo 
Minkowski. 

Cominciamo  dal  caso  di  forme  aritmetiche,  e  consideriamo 
nuovamente  n  tali  forme  f^^f^^ . ..  f„ 

(22)  /;=2a.,aj,(i=l,2,...n) 

con  coefficienti  a.^  interi  e  determinante 
positivo. 
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Se  facciamo  percorrere  alle  variabili  x^^  Xj, . ..  x„  tutti  i  sistemi 
di  valori  interi,  escludendo  però  sempre  il  sistema  (0,  0, ...  0)  di 
valori  tutti  nulli,  le  /)  assumeranno  ogni  volta  un  sistema  di  valori 
certo  non  tutti  nulli.  Yale  allora  la  proposizione  seguente,  che 
rappresenta  in  questo  caso  più  semplice  il  primo  teorema  di 
Minkowski  : 

a)  Esiste  almeno  un  sistema  di  valori  non  tutti  nulli  per  le  x„ 
tali  che  ciascuna  delle  n  forme  /)  riceva  un  valore  non  siìpeinoi'e, 
in  valore  assoluto,  alla  radice  n"*"  del  determinante  D. 

Per  dimostrarlo  si  può  procedere  con  Hurwitz  nel  modo  se- 
guente, fondato  sui  risultati  del  §  4.  Si  considerino,  in  n  varia- 
bili 5i,  I2, . ..  Ì„  le  n  forme  lineari  i^»,,  4'i, . . .  li,'»  date  da 

(22*)  \\=%a,,\,, 

t=  1 

corrispondenti  alla  sostituzione  {a^  trasposta  di  quella  che  figura 
per  le  forme  /)  nelle  (22).  Il  determinante  delle  y^  è  ancora 
zz=  D,  e  per  ciò  (§  4)  tra  le  forme  aritmetiche  nelle  5 

(23)  a,l,^a,l,^...-]-a„^, 

ve  ne  sono  sono  soltanto  D  incongrue  (modd  ipi ,  "vp^ , . . .  tp,). 

n 

Se  ora  r  indica  il  massimo  intero  contenuto  in  f/  -D,  talché 
sussistano  le  limitp.zioni 

^-^i)  <(>•  +  !)-, 

diamo  nella  (23)  a  ciascuno  dei  numeri  interi  a,  gli  r  -|- 1  valori 

0,l,2,...r. 

Cosi  otteniamo  dalla  (23)  {r-\-iy'^D  forme,  due  almeno  delle 
quali  sono  congrue 

(modd  t|Ji ,  \i>, , . . .  \|)J, 
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e  nella  differenza  di  queste  due  otteniamo  dunque  una  forma 

non  identicamente  nulla,  con  coefficienti  X,  che  non  superano  in 
valore  assoluto 

e  di  più  questa  forma  è  un  aggregato  lineare  a  coefficienti  interi 
Y,-  non  tutti  nulli,  delle  forme  ^,  scriviamo 

Il  coefficiente  di  |.-  a  destra  è  dato  da  2  ^.t  Yt'  ®  perciò  si  ha 

k 
k=l 

Dunque  le  forme  /),  quando  si  assegnino  alle  x^  i  valori  interi 
Yj,  non  tutti  nulli,  assumono  i  valori  X<  nessuno  dei  quali  supera 

in  valore  assoluto    /  D,  come  era  appunto  richiesto. 

Dal  caso  ora  assoluto  di  forme  aritmetiche  (con  coefficienti 
interi  a.»)  si  passa  subito  a  stabilire  la  proposizione  stessa  a)  per 
forme  fi  i  cui  coefficienti  siano  soltanto  numeri  razionali.  Scri- 
vendo infatti  i  coefficienti  a^  come  numeri  frazionarii,  indichiamo 
con  M  il  minimo  multiplo  comune  di  tutti  i  loro  denominatori, 
e  consideriamo  le  n  nuove  forme 

k 

Queste  sono  a  coefficienti  interi  ed  hanno  il  determinante 

\  —  M'D: 
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per  quanto    precede    esiste  dunque  un   sistema   di   valori  interi 
(Xi ,  £Cj , . . .  £cj  non  tutti  nulli,  tali  che  si  abbia 

(i^,l  <  I^  A  <  M  J/ A    (i=l,2,...7i) 

ed  allora  risulta  anche  per  ffZ=--^  la  limitazione 

onde  la  proposizione  a)  è  stabilita  per  forme  razionali  (a  coeffi- 
cienti razionali). 


§7. 
Caso  di  forme  a  coefficienti  reali  qnalnnqne. 

Passiamo   ora   al   caso  di  n  forme    lineari  a  coefficienti  reali 
qualunque,  e  dimostriamo  il  primo  teorema  di  Minkowski: 
Teorema  I)  Se  le  n  fonine  lineari 

k  =  n 

fi  =  ^aaXk   {i=l,2,...n) 

hanno  coefficienti  reali,  e  deteiTninante  D=z\a,^\  positivo^  si  possono 
sempre  dare  alle  n  variabili  x  valori  interi,  non  tutti  nulli,  tali  che 
i  valm^i  assunti  dalle  forme  fi  soddisfino  alle  diseguaglianze 

Approssimiamo  ciascun  numero  reale  a.^  con  una  successione 
di  numeri  razionali 

«(1)     n^n     „w 

per  modo  che  sia 
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e  le  n  forme  /)  verranno  cosi  approssimate  dalla  successione   di 
forme  a  coefficienti  razionali 

f:^:='^a'f^x,   (>-=l,2,3...). 

k  •      ■ 

Indicando  con  Z/*"^  il  determinante  del  sistema  r"*"  (f^l^  fV  ...  f^l^)^ 
sarà 

limi>'^==Z>, 

e  sarà,  da  un  certo  valore  di  r  in  poi,  D"^  vicino  a  D  quanto  si 
vuole,  in  particolare  poniamo 

(«)  ^"'>^' 

Noi  supporremo  senz'  altro,  sopprimendo  se  occorre  una  serie 
finita  di  approssimazioni  precedenti,  che  la  diseguaglianza  (a) 
valga  per  tutti  i  valori  di  r  =r  1,  2,  3  ...  co. 

Per  ogni  valore  di  r  si  può,  secondo  il  §  6,  scegliere  per  le 
Xk  un  sistema  di  valori  interi  x^j;\  non  tutti  nulli,  tali  che  pei 
-valori 

(&)  y'?  =  'Ei'''^^'^    (l,2,...n) 

k 

ne  risultino  le  limitazioni 

Siccome  lim  D^'^  ^=  D,  le  y^i^  restano   così   limitate   uiiiforme- 

mente,  e  cosi  pure  le  rt-^^  che  sono  convergenti  verso  le  a.^.  Pos- 
siamo dunque  fissare  una  -quantità  positiva  A,  sufficientemente 
grande,  in  modo  che,  per  tutte  le  combinazioni  (^,  k)  e  per  gli 
infiniti  valori  di  r ,  si  abbia  sempre 

\a^\<A,    {y^:^<A. 
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Ora   la  risoluzione  delle  n  equazioni  (ò)   rispetto    alle  x^'  dà 
ciascuna  di  queste  come  quoziente  di  due  determinanti  d'ordine 

n,  dei  quali  il  denominatore  i/'^  è  >> -^,  ed  il  determinante  nu- 
meratore, avendo  ogni  suo  elemento  <  4,  in  valore  assoluto,  è 
certamente  in  valore  assoluto,  «<^w!J."(*).  Di  qui  risulta,  per  tutti 
i  valori  di  r,  la  limitazione  fissa 

.    ,,.       nlA' 


0  anche  1'  altra 


"2" 


,   , ,,       n-  A* 


(col  teorema  di  Hadamard). 

Tutti  i  numeri  interi  della  snccesaione  infinita 

at^:\  sx^p, . . .  x':>   (y  =  1,  2,  3, . . .  co) 

essendo  così  limitati,  se  ne  deduce  che  uno  almeno  di  questi  si- 
stemi di  valori  interi,  sia  {Xi,x,,  ...x„),  sarà  ripetuto  infinite  volte 
diciamo  per 

Allora  tutte  le  corrispondenti 

.y/'"'^  =  S«^.i'^a?„    per  «=:1,2,3,...«D 

k 

soddisfano  alle  limitazioni 


|y(r.)|^V'c<'-', 


(*j  Per  un  noto  teorema  di  Hadamard,  a  questo  può  anche  sostituirsi 
come  massimo  del  determinante  : 
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e  d'altra  parte,  essendo  y.  m  ^  g^j. x,, ,  e 

lim^J'"'^i=2/.,     lim  D^'''^^:  D, 
•  =  «  «  =  » 

pei   numeri   interi    trovati   x^  risulteranno  anche    soddisfatte   le 
diseguaglianze 


S«<*a?s 


</~D",  G.d.d. 


Dal  teorema  I)  segue  facilmente  come  corollario  l'altro: 
Teorema  II) 

Sotto  le  stesse  condizioni  del  teoì'ema  I),  scelte  n  quantità  positive 
Diy  Di, ...  D„  tali  che  sia 

D,D,...D„=2D, 

si  possono  dare  alle  x  vaìwi  interi  non  tutti  nulli,  in  modo  che  i 
valori  assunti  dalle  dette  forme  /"<  verifichino  le  diseguaglianze 

(e)  lAI^A    {i  =  l,%...n). 

Per    dimostrarlo    basta    applicare    il    teorema  I)   alle    nuove 

forme  ^  ,  che  hanno  determinante  =  1 . 

Non  lascierenìo  di  osservare  una  circostanza  importante  per 
le  applicazioni,  e  cioè  che:  /  valori  convenienti  interi  per  le  a5<,  si 
da  soddisfare  alle  diseguaglianze  (e),  si  trovano  con  un  numero  finito 
di  provie.  Questo  risulta  da  che  le  limitazioni  (e)  danno  luogo, 
come  si  è  visto,  ad  un  numero  finito  di  valori  possibili  per  gli 
iHiieri  £0^  y  cc^  ]  >  •  •  t^n* 
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§8. 
I  teoremi  di  Minkowski  nel  senso  forte. 

Un  importante  complemento  ai  teoremi  di  Minkowski,  in  parti- 
colare al  teorema  finale  II),  si  ha  precisandolo  nel  senso  che  nelle 
n  diseguaglianze  (e) 

1/'J<A,  |/-.I<A,. ..!/:!</>» 

si  può  sempre  fare  in  modo  che  in  n  —  1  almeno  di  esse  (scelte 
ad  arbitrio)  valga  il  segno  effettivo  di  diseguaglianza,  ossia  val- 
gano, come  si  dice,  nel  senso  foHe  (*). 

Dimostriamo  dunque  : 

Sì  possono  prendere  degli  interi  Xj ,  x^ , . . .  ic, ,  non  tutti  nulli,  in 
modo  che  in  n  —  1  delle  diseguaglianze  (e),  p.  e.  nelle  prime  n  —  1 , 
ralga  il  segno  superiore  e  si  abbia  così: 

I  /•,  l<  z>„  1/;  i<  A, ...  I  u.  I  <  A.,  lAi  ^  A. 

(Dimostrazione  di  Hurwitz).  Scelta  una  quantità  o  positiva  <  1, 
piccola  quanto  si  vuole,  pongasi 

U,  ==  A  (1  —  a),    ir,  =  A  (1  —  o),  .. .  D' ,.,z=z  D,.,(ì  —  a) 

"    a -or' 

Avendosi 

potremo,  secondo  il  teorema  II),  per  qualunque  o,  soddisfare  (con 
valori  interi  non  tutti  nulli  delle  x^  alle  diseguaglianze 

A 


i/;i<A(i-a),i/;|<A(i-a),...[/-^,l<A.(i— a),|/:|< 


(1-a)" 


(  *)  Che  non  possano  farsi  sempre  tutte  valere  nel  senso  forte  si  vede 
dall'  esempio  di  n  forme  aritmetiche  a  determinante  J?  =  1 ,  ponendo 
l>i  =  2>2  =  ...  =  />,:=  1 .  Se  valessero  tutte  nel  senso  forte,  sarebbero 
tutte  le  /i  =  0 ,  indi  anche  Xj  =r  x,  =  .  . .  =  x,  =  0 . 
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onde  saranno  a  più  forte  ragione  soddisfatte  le  altre 


Ora  diamo  a  o  una  serie  infinita  di  valori  positivi  (  <^  1) 
decrescenti 

o^'\  <P\  a^»^ . . .  o^*-' . . . 

in  guisa  che  sia 

lim  o^'^  =  0  . 

Siccome  le  diseguaglianze  {d)  limitano  superiormente  i  valori 
assoluti  di  fii  f %-,••' fni  ne  risultano  anche  limitati  i  valori  asso- 
luti degli  interi  éi\  iép, . . .  x^^'  corrispondenti,  onde  segue  al  solito 
che  uno  almeno  di  questi  sistemi  di  valori  interi  si  troverà  ripe- 
tuto infinite  volte,  diciamo  per 

Ponendo  per  semplicità 

{il)  (il)  (i«) 

le  8i,  8^, ...  formano  una  serie  infinita  di  quantità  positive  decre- 
scenti, che  converge  a  zero,  e  per  un  sistema  fisso  di  valori  interi 
non  tutti  nulli  delle  x,  diciamo  per 

x,=p,,  x,=p,,...x„—p„^ 

sono  sempre  soddisfatte,  per  qualunque  indice  w,  le  diseguaglianze 

D.. 


i/;i<A,  iAi<A,...i/;.xi<A.,  !/•„]: 


(l-e„)- 


Ma  qui,  nei  primi  membri,  le  /*<  sono  i  valori  fissi  che  ricevono 
1©  forme  pei  valori  ÌPi,Pi,  -■•Pn)  delle  variabili,  e  dei  secondi 
membri  solo  l'ultimo  varia  con  m  e  tende  al  limite  D„,  onde  si 
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conclude  che,  coi  valori  (pi,  p,,  ...p„)  per  le  x,  risultano  effettiva- 
mente soddisfatte  le  diseguaglianze 

lAKA,   l/-.l<A,...|A.!<A.u  (/nJ<A. 

Si  noti,  come  conseguenza  di  queste,  l'altra 

\fJ,...f„\<D. 


§  9. 
Caso  di  forme  a  coefficienti  complessi. 

Consideriamo  ora  il  caso  di  n  forme  lineari  indipendenti 
fiì  fìf  ••'  fn  con  coefficienti  complessi  qualunque,  aggiungendo  però 
la  condizione  che  nel  sistema,  insieme  ad  ogni  forma  complessa 
/,  figuri  anche  la  sua  complessa  coniugata,  che  si  indicherà  con  /. 
Denotiamo  con  r  il  numero  delle  forme  reali  nel  sistema  (ove 
potrà  anche  essere  r  =  0),  e  con  ò^  il  numero  delle  coppie  delle 
forme  complesse  coniugate,  talché  sarà 

Ordiniamo  le  n  forme  nel  sistema  facendo  precedere  le  ?•  reali, 
seguite  dalle  s  coppie  complesse  coniugate,  come  è  rappresentato 
nello  schema 


(24) 


fiJ^T'-fr-,  (cfi,cpi),  (9^,<f>i)  ...(cp.,  cp.)  {r-^'-ls  =  n). 


Ciascuna  coppia  (<f,  cp)  di  forme  complesse  coniugate  si  può  can- 
giare in  una  coppia  reale  F,  F  mediante  la  sostituzione  lineare 


f2     '  i)r^ 


9P 


il  cui  modulo 


f2  fY 

1  — 1 

i  fY     i  i~2 


è  =  i.  Cosi  cangieremo,  con  una 
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sostituzione  lineare,  le  forme  complesse  {/"i , /*2 ,  •  •  •  A)  ^®1  seguente 


sistema  di  n  forme  reali 


F, 


.<Pi-f-<Pi 


r+l 


^1  =  /i,  -^2  =  /'2,  .  .  .  i'^r  =  /"r, 

ri      H^i  —  Ti        T,^       T2  —  T2  ri       *f.  —  4^« 

i^  2  i^  2  ti  2 

e  il  modulo  della  sostituzione  eseguita  sarà,  per  quanto  precede, 
=  i'.  Pertanto  se  A  indica  il  determinante  (reale)  delle  n  forme 
reali  F^  F.^^ ...  F„,  avremo 

e  per  ciò 

[A|  =  |Z)1. 

A  queste  n  forme  reali  i^i,  i^,,, ...  i^„  applicheremo  il  teorema 
II),  scegliendo  n  quantità  reali  positive  Di,  D,, ,..  D„  per  modo 
che  sia 

AA...A=:|A|  =  |Z)|, 

e  siano  Z>i,  i>2,  . . .  i)^  coordinate  a  /"i,  /"a, . . .  /).,  le  seguenti,  a  coppie 
eguali,  siano  invece  coordinate  alle  s  coppie  complesse  coniugate 
(q), ,  ^) , . . .  {cp„  cp,) ,  per  modo  che 

A+i  =  A+2,   A+3=A+4,...A.t==A. 

Secondo  il  teorema  (II),  si  potranno  scegliere  n  valori  interi 
non  tutti  nulli  per  le  x,  per  modo  che  risulti 

m^D,     (i=il,2,...7i), 


(*)  Segue  di  qui  che  D  è  reale  se  s  è  pari,  puramente  immaginaria 
se  s  è  dispari.  Questo  è  anche  immediato  se  si  oiserva  che,  col  cangiare 
t  in  —  i,  avvengono  «  scambi  di  linee  in  D,  e  per  ciò 
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e  sarà  quindi 

|/'.|<A,  IAI<A,...|/:i<A. 

Per  le  coppie  complesse  coniugate  come 

(<Pi,  qpi) 


si  osservi  che  da 


segue 


indi, 

avendosi 

(a) 

sarà 

pure 

(P) 

E  qui  è  opportuno  aggiungere  che  se  una  almeno  delle  (a) 
Ila  luogo  nel  senso  forte,  anche  la  (P)  sussisterà  nel  senso  forte. 

Con  queste  considerazioni  abbiamo  cosi  dedotta  la  nuova 
proposizione: 

Teorema  HI) 

Date  n  forme  lineari  in  a?,,  Xj,...x„,.di  cui  r  reali  e  le  rima- 
nenti n  —  rzzz^s  a  compie  complesse  coniugate,  con  determinante 
Z> 4=  0,  scelgane  n  quantità  reali  positive  Z), ,  Di,...D„  cooì'dinafe 
alle  forme,  così  che  a  due  forme  complesse  coniugate  conrispondano 
due  Di  eguali,  e  inoltre  si  abbia 

D,D,...D,  =  [D], 

Si  possono  allora  dare  alle  variabili  a;,  valoin  inten,  non  tutti 
nulli,  tali  che  i  moduli  [/"<)  dei  valori  assimti  dalle  forme  f  soddi- 
sfino alle  disegiiaglianze 

(Y)  ìfiì^Di    («  =  l,2,...n). 
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Coi  risultati  del  §  8  possiamo  precisare  di  più  questo  terzo 
teorema  nel  senso  forte,  quando  si  lasci  da  parte  il  caso  ;'=:0, 
•s'  =:  1  {n  =  2)  di  due  sole  forme  complesse  coniugate.  E  chiaro 
infatti  che,  escluso  questo  caso,  si  potranno  far  valere  alcune 
delle  diseguaglianze  (y)  in  senso  forte,  p.  e.  per  ér>  1  tutte  quelle 
corrispondenti  alle  r  forme  reali  e  ad  s — 1  delle  coppie  com- 
plesse coniugate.  Per  tal  modo  riuscirà  soddisfatta  in  senso  forte 
la  diseguaglianza 

\ff,...f„\<D. 


§  10. 
Significato  geometrico  dei  teoremi  di  Miiikowski. 

Al  principio  del  §  6,  si  è  già  detto  che  ai  suoi  teoremi  sul 
minimo  delle  forme  lineari  il  Minkowski  è  stato  condotto  da 
considerazioni  geometriche  di  una  portata  ben  più  generale.  Qui 
vogliamo  considerare  più  da  vicino  1'  aspetto  geometrico  di  questi 
teoremi  pel  caso  di  forme  lineari  reali,  cominciando  dal  caso, 
immediatamente  accessibile  all'intuizione,  in  cui  si  abbia  w  =  2, 
o  n=:S.  Prendiamo  quest'ultimo  caso,  e  indicando  le  tre  varia- 
bili con  Xji/jZj  riguardiamole  come  coordinate  cartesiane  nel- 
l'ordinario spazio.  Per  semplicità,  si  assumeranno  quali  coordi- 
nate ortogonali;  ma  non  porterebbe  differenza  alcuna  il  supporlo 
invece  oblique,  od  anche  l'assumere  diverse  le  unità  di  misura 
secondo  i  tre  assi.  Ed  ora  consideriamo  tutti  i  punti,  dello  spazio 
di  coordinate  eguali  a  numeri  interi  {p,Q,i^)',  diremo  reticolo 
l'insieme  di  tutti  questi  punti  e  chiameremo  vertici  o  nodi  del 
reticolo  i  punti  stessi.  Prendasi  ora  un  cubo  col  centro  nel  nodo 
origine  (0,  0,  0),  colle  facce  parallele  ai  piani  coordinati,  e  rac- 
chiuso quindi  dalle  tre  coppie  di  piani  paralleli 
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dove  h  è  una  costante  positiva.  Il  volume  V  di  questo  cubo  è 
rzzzSh'',  ed  è  chiaro  che  se  A  <  1  (se  F<8)  nessun  altro  nodo, 
oltre  l'origine,  si  trova  nel  cubo  ne  internamente,  né  in  super- 
ficie. Ma  appena  ^  >  1 ,  cioè  quando  V  >8,  entrano  nel  cubo 
coppie  di  nodi  opposti,  internamente  per  F>8,  o  in  superfìcie 
quando   V=8. 

Ciò  premesso,  cominciamo  dal  dimostrare  che  al  citato  teo- 
rema II)  §  8  può  darsi  nel  caso  attuale  la  forma  geometrica 
seguente  : 

Se  un  qualunque  paralìeìepidedo  avente  il  centro  neW origine,  e 
comunque  orientato,  ha  un  volume  F>8,  esso  contiene  certamente 
0  all'  inte'i'no,  o  almeno  in  superfìcie,  qualche  coppia  di  nodi  opposti 
del  reticolo  (oltre  il  centro). 

Scriviamo  infatti  le  equazioni  delle  tre  coppie  di  piani  paral- 
leli, e  simmetrici  rispetto  all'  origine  (centro),  costituenti  le  facce, 
sotto  la  forma 

l    a,,x^ay,y -{-a,^z  —  +  lc^ 
(25)  <    a,iX  -\-  a^^y  -\-  a„2  :=  ^  le, 

f    «„a?-|-a3,y-f-a3j2  =  +  A:,, 

dove  Jc,.  Jc,,  Jcjj  indicano  tre  costanti  positive  e  il  determinante 
Z)=r[a,fc|  delle  tre  forme  lineari  nei  primi  membri  delle  (25) 

l  =  a,,x-]-a^jy^a,^2 
^  =  a,,x  -{-  a.,^t/  -{-  a,s2 
^  =  a,,  x-fa^  ?/-[-«,,  2, 

che  è  certamente  diverso  da  zero,  si  potrà  supporre  senz'altro  =  1. 
Il  volume  V  di  questo  parallelepipedo,  cioè  il  valore  dell'inte- 
grale triplo  IJjdxdydZj  esteso  al  campo 

—  'k,<Kli\,     —  h  <  11  <  ^, ,     —  A-3  <  ^  <  X-, , 
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si  calcola  subito  osservando  che,  avendosi 


risulta 

Kt  Km  K'^ 


=  D=1, 


Se  ora  supponiamo  ifci  Aij A;»  :=  Z>  =  1 ,  applicando  il  teorema  II) 
§  7,  col  porre  D.zzzlc^^  D^^^Tc^^  Dt=ks,  vediamo  che  quando  V 
raggiunge  il  valore  8,  esiste  almeno  una  coppia  di  valori  intein 
opposti  per  X,  y,  z,  non  tutti  nulli,  pei  quali 

(26)  \ì\^h,      hl^A;.,      ìlì^h 

e  il  parallelepipedo  contiene  almeno  una  coppia  di  nodi  opposti, 
secondo  l'enunciato  del  teorema.  È  immediato  che  se  V^8  si 
avrà  una  tale  coppia  nell'interno.  Si  può  anzi  vieppiù  precisare 
il  risultato,  secondo  il  §  8,  poiché  avremo  sempre  una  coppia 
di  nodi  opposti  pei  quali  due  almeno  delle  diseguaglianze  (26) 
avranno  luogo  nel  senso  forte,  il  che  significa  geometricamente 
che,  se  non  internamente  al  cubo,  una  coppia  almeno  di  nodi 
opposti  esisterà  internamente  a  due  facce  parallele  (non  sugli 
spigoli  o  nei,  vertici). 

Non  vi  ha  ora  difficoltà  alcuna  ad  estendere  queste  conside- 
razioni geometriche  al  caso  di  un  numero  qualunque  n  di  forme 
lineari  (reali)  usando  la  figurazione  nell'iperspazio  S„{*).  Inter- 
preteremo Xi,  x.^, . .  .x„  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  in 
S„;  ma  potremmo  dare  loro  anche  il  significato  di  coordinate 
oblique,  ovvero  riguardarle  come  proporzionali  per  fattori  co- 
stanti arbitrarii  a  tali  coordinate.  Per  volume  (ipervolume)  di  una 


(*)  Possiamo  anche  considerare  il  primo  e  più  semplice  caso  di  n  =  2, 
dove  (Sj  sarà  il  piano  ordinario,  i  volumi  saranno  sostituiti  dalle  ai'ee,  i 
parallepipedi  dai  parallelogrammi  ecc. 
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regione  Q  a  n  dimensioni  limitata  in  ogni  senso  di  6',,,  p.  e.  com- 
presa entro  il  solido  cubico  racchiuso  dagli  iperpiani  : 

(27)  Xi=z-\-h  ,     Xi=z-i-  h,  ...x„=z-;^h, 

intenderemo  il  valore   V  dell'integrale  n*^"  esteso  alla  detta    re- 
gione Q 

F  =  /  i  . . .  /  dac,  rfic, . . .  dx„ . 
'  (2) 

Così  il  volume  del  cubo  (27)  sarà  dato  in  particolare  da 

2-  h" . 

Anche  qui  diremo  reticolato  l'insieme  di  tutti  i  punti  di  S^ 
con  coordinate  intere 

e  questi  punti  si  diranno  nodi  o  vertici  del  reticolo. 

Si  consideri  ora  che  il  cubo  (27),  avente  il  centro  nell'origine, 
quando  ^  <  1  cioè  per  F<12",  non  contiene,  oltre  il  centro,  nessun 
altro  nodo,  ne  nell'interno  ne  sul  contorno.  Ma  se  A  ^  1  (per  F^  2") 
entrano  nel  cubo  coppie  di  nodi  opposti,  internamente  per  F>  2", 
sul  contorno  per   F=:2". 

Dopo  ciò  si  assumano  n  forme  lineari  (a  coefficienti  reali)  indi- 
pendenti nelle  x: 

Il  =:a„a;,-[-a,j  a?, -}-...-{-«,„  x„ 
|j  =  «jiO?,  -\-  a^,Xi  -{-... -\- tti,  x„ 


|«  =  a„,x,  -\- a,,  X, -{-...-{-  a„„  a?„, 


il  cui  determinante  Z)=:[a,tl>  diverso  da  zero,  si  supporrà  sen- 
z'altro =  1.  Dette  Jfc,,^j,  ...^„  n  costanti  positive,  le  n  coppie 
di  iperpiani  paralleli 

?i  -—  31  "'1  >     52  =^  jr  »j ,  . . .  5«  =  +1  », 
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limitano  un  solido  parallelepipedo  avente  centro  nell' origine,  il 
cui  volume   F,  essendo 


€7    («X/j  •  *^%n  •  •   •  **^ft) 


=  1, 


risulta  dato  da 


*2  "'n 

di,,     di,...     dl„  =  2\k,k,...k„ 

— Afi        — K.,  — k„ 


.1' 


E  allora,  procedendo  come  sopra  pel  caso  n=zS,  è  chiaro  che 
il  teorema  II)  §  7  si  può  esprimere  sotto  la  forma  geometrica 
seguente: 

Se  nello  spazio  S„  un  parallelepipedo  a  n  dimensioni  ha  centro 
nell'origine  e  volume  F^2",  esso  contiene,  oltre  il  centro,  almeno 
una  coppia  di  nodi  opposti,  o  internamente  o  sul  contorno.  E  si  ag- 
giunga anche,  col  teorema  precisato  al  §  8,  che  ove  non  esistano 
coppie  interne  al  parallelepipedo  (ciò  che  richiede  F==^2")  ne  esi- 
sterà una  almeno  interna  a  due  facce  parallele  opposte  ad  w  —  1 
dimensioni. 

§  li- 
Prime  osserrazioni  sul  teorema  di  Miukowski 
pei  corpi  convessi  (non  concavi). 

I  parallelepipedi  sopra  considerati  sono  particolari  corpi,  non 
concavi  verso  l'esterno,  dotati  di  un  centro  in  un  nodo  del  reti- 
colo, ed  il  teorema  sopra  formulato  non  è  che  un  caso  particolare 
del  teorema  generale  di  Minkowski  : 

Se  nello  spazio  S„  un  corpo  convesso  (non  concavo)  è  dotato  di 
centro  in  un  nodo  del  reticolo,  e  il  suo  volume  V  non  è  inferiore  a 
2",  esso  contiene  nel  su>o  interno  (o  sul  contorno)  almeno  una  coppia 
di  nodi  opposti,  oltre  il  centro. 
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Questo  è  il  teorema  principale  che  domina  tutta  la  geometria 
dei  numeri  secondo  Minkowski.  Qui  dapprima,  nel  caso  dello  spazio 
ordinario  n  =  3,  riferendoci  alla  intuizione,  riporteremo  dal  Min- 
kowski (*)  le  considerazioni  geometriche  che  lo  rendono  plausi- 
bile e,  ulteriormente  precisate,  ne  forniscono,  come  si  vedrà,  la 
dimostrazione  rigorosa. 

Pensiamo  dunque,  nell'ordinario  spazio,  un  corpo  convesso  K 
(non  concavo),  avente  centro  in  un  nodo  del  reticolo,  p.  e.  nel- 
l'origine, e  supponiamolo  dapprima  di  dimensioni  cosi  piccole  da 
escludere  (lasciare  all'esterno)  ogni  altro  nodo  del  reticolo. 

Assoggettiamo  il  corpo  K  ad  un'  omotetia  continua  rispetto 
ad  0,  dilatandolo  nel  rapporto  '  ^>  1,  dopo  di  che,  se  il  volume 
primitivo  di  K  era  Q,  a  dilatazione  eseguita  diventerà  ^Q.  Fa- 
cendo crescere  t  dal  valore  iniziale  ^  =  1,  in  modo  continuo,  incon- 
treremo un  primo  valore  di  f,  diciamo  t=M,  pel  quale  il  corpo 
dilatato  viene  a  contenere  una  coppia  (almeno)  di  nodi  opposti 
in  superficie;  questo  corpo  dilatato  chiamiamo  il  corpo  (M).  Ridu- 
ciamo questo  corpo  (M)  alle  dimensioni  metà,  cioè  consideriamo 

il  corpo   corrispondente  a  ^  =  — ,che  diciamo  il  corpo  l-^).  Ed 

ora  circondiamo  ogni  altro  nodo,  come  centro,  di  un  corpo  eguale 

ed  egualmente  orientato  a  questo  \-x-\  ,    trasportando  velo    colla 

traslazione  che  porta  l'origine  0  nel  nuovo  centro.  Siccome  il 
corpo  (3/)  è  convesso,  e  solo  in  superficie  contiene  coppie  di  nodi 
opposti,  è  intuitivo  e  può  dimostrarsi  rigorosamente  (Cf.  Min- 
kowski Le.  p.  60  s.s.)  che  uno  qualunque  di  questi  corpi  (-5-)  non 

è  mai  compenetrato  da  alcun  altro,  e  soltanto  con  corpi  (-— j  con- 
tigui ha  a  comune  punti  in  superficie,  o  tratti  superficiali.  L'in- 
sieme di  questi  intuiti  corpi  congruenti  (-q-I  non  riempie  dun- 


(*)  Diophantische  Approoctmationen  (Leipzig,  Teubner  1907). 
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que  nemmeno,  in  generale,  tutto  lo  spazio,  nel  quale  rimangono 
invece  lacune  periodiche.  Ma,  al  contrario,  se  prendiamo  il  cubo 
racchiuso  dai  sei  piani 

,1  ,1  .,1 

col  volume  =  1,  la  sua  ripetizione  periodica  riempe  una  ed  una 
sola  volta  tutto  lo  spazio,  senza  lacune.  Di  qui  è  facile  inferire 

che  il  volume  del  corpo  \-^\  non  può  superare  1,  cioè 

e  in  conseguenza  il  volume  i)f''Q  del  corpo  (M)  certamente  non 
supera  8.  Dunque  se  il  corpo  convesso  col  centro  in  0,  simile 
al  corpo  iniziale  #=1,  ha  volume  F>  8,  per  esso  è  certamente 
t'^  M  e  quindi  una  coppia  almeno  di  nodi  opposti,  oltre  0,  si 
troverà  net  suo  interno.  E  se  F=:8  dovrà  il  corpo  contenere  al- 
meno una  coppia  di  nodi  opposti  o  nell'interno  o  in  superfìcie, 
che  altrimenti,  dilatandolo  ancora  sufficientemente  poco,  non  con- 
terebbe coppie  di  nodi  opposti  ed  avrebbe  volume  >  8,  ciò  che 
contraddice  al  risultato  sopra  stabilito. 


§  12. 

Definizione  delle  pseudodistanze. 
Minima  pseudodistanza  dei  punti  del  reticolo. 

Dopo  le  considerazioni  intuitive  del  paragrafo  precedente  per 
n  =  S,  esponiamo  ora,  pel  caso  di  n  qualunque,  la  base  analitica 
per  la  trattazione  generale  rigorosa,  introducendo  la  nozione  fon- 
damentale di  pseudodistanza  di  due  punti. 

Indichi  F{Xi,  Xi,...x„)  una  funzione  finita  e  continua  delle 
variabili  a?, ,  iCj , . . .  a!„ ,   che   sia  dappertutto  positiva,  salvo   nel- 
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l'origine  (0,0,... 0),  ove   si   annulla.  Appartengano   inoltre  alla 
F(a?, ,  a^,  ic„)  le  tre  proprietà  seguenti: 

l.o)  sia   una   funzione   (positivamente)  omogenea   di   primo 
grado,  soddisfacente  cioè  all'equazione  funzionale 

a)  F{tx, ,  tx,,...  tx„)  =  tF{Xi,Xi,...x^)  per  f  >  0 . 

2.°)  in  punti   simmetrici   rispetto   all'origine   prenda  valori 
eguali,  ossia 

b)  F{—x,,—x,,...—x„)  =  F{x,,x,,...x,). 

3.0)  per  due  sistemi  qualunque  (y,),  (2,)  di  valori  delle  varia- 
bili soddisfi  alla  diseguaglianza  funzionale 

e)      F(yt+2,,2/,4-2,,...y„+2«)!^F(l/,,y.,---y.)  +  -f'(2i,2,,.--2-)- 

Fissata  una  qualunque  di  tali  funzioni  F,  questa  F  si  porrà 
a  base  di  una  metrica  (di  Minkowski)  nello  spazio  S„ ,  definendo 
come  pseudodistanza  di  due  punti  qualunque  a,  h  dello  spazio 

a  =(a, ,  a,,...aj,    6  =  (6,,6,,...6J, 

che  si  indicherà  col  simbolo  8 (a, 6),  l'espressione 

ò{a,b)  =  Fia,—b,,    a,—  b,,...a,—  b,). 

Se  per  un  momento  riguardiamo  a?,,  £c,,...a;,  come  coordinate 
cartesiane  ortogonali  in  uno  spazio  S„  euclideo  (rappresentativo), 
è  chiaro  quali  proprietà  della  pseudodistanza  sono  espresse  dalle 
rispettive  condizioni  a)  b)  e). 

Per  la  prima,  se  ab,  ed,  sono  due  segmenti  rettilinei  paralleli 
nel  rapporto  t  di  lunghezza  euclidea 

ab=zt.cd , 

si  ha  anche  per  le  rispettive  pseudodistanze 

h{a,b)  =  th{c,d). 

La  seconda  b)  esprime  che  la  pseudodistanza  non  varia  scam- 
biando i  due  punti 

8  (6,  a)  =  8  (a,  6). 
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In  fine  la  e)  esprime  questa  proprietà  che,  per  tre  punti  qua- 
lunque «,  b,  e  dello  spazio,  si  ha  sempre 

8  (a ,  e)  <  8  (a ,  6)  -f-  ò  (6 ,  e). 

Si  hanno  manifestamente  infinite  funzioni  ^(iri,  a;j,,...a?J  sod- 
disfacenti alle  condizioni  a)  h)  e)  e  che  si  possono  quindi  assu- 
mere a  base  di  una  geometria  di  Minkowski  (*).  La  prima  ed 
immediata  si  ha  assumendo 


f  [Xi  ,  ìKj  , . , .  X^  —  \  Xi  -f-  X.^  — |-  , 


x: 


nel  qual  caso  la  pseudodistanza  si  riduce  all'ordinaria  distanza 
euclidea.  Un  altro  semplice  esempio,  che  importa  qui  considerare, 
si  ottiene  prendendo  per  F{Xi.  x.^,...xj  il  massimo  dei  valori 
assoluti  delle  variabili,  diciamo 

F=^{x,]. 

Per  una  tale  funzione,  manifestamente  continua,  si  vede  su- 
bito che  le  condizioni  a)  b)  sono  soddisfatte,  e  quanto  alla  e)  si 
osservi  che  si  ha  in  ogni  caso 

\y<-\-2i\^\yi\-{-\Zi\, 

indi  anche 

|y.-  +  2.1   ^   M  +  \2n]  , 


(*)  la  lina  metrica  di  Minkowski,  l' elemento  lineare  ds  (distanza  di 
due  punti  infinitamente  vicini  x,  x~\-dx)  è  data  da  ds  =  F{dxi,  dx^j.-.dx^  ); 
lunghezza  di  una  linea  ordinaria  Xj  =  ar^  (<),  X2^=x^{i), .  .,x„=.Xn(t)  da 
t^O  a  t  =  l  è  l'integrale 


L=fFl^-^,^,...^]d 
I     \dt  '    dt'        dt  j 


Le  geodetiche  della  metrica  sono  ancora  le  rette  ordinarie  e  vale  il  con- 
cetto di  parallele  in  senso  Euclideo,  e  il  teorema  che  in  un  triangolo  ogni 
lato  è  minore  della  somma  degli  altri  due.  Queste  metriche  lineari  di 
Minkowski  rientrano  nelle  metriche  generali  a  cui  accenna  Riemann  al 
§  II,  n.o  2  della  celebre  memoria  pontuma:  Ueber  die  Hypothesen  welche 
der  Geometrie  su  Grunde  liegen  (V.  Riemann'  s  Werke  2. e  Auflage  S.  282). 
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quando  ly^]  indichi  il  massimo  valore  assoluto  delle  ^i,y, ,...y, 
e  |2j1  quello  delle  z,.2j,...z^. 

La    particolare    pseudodistanza    8 (a, 6),    corrispondente    alla 
scelta  F  =  \Xi]j  si  indica  con 

e  porta,  secondo  Minkowski,  il  nome  di  spanna  fra  i  due  punti 
a,b.  Ora,  fissata  una  qualunque  forma  per  la  pseudodistanza 
ò(rt,&),  prendiamo  a  considerare  i  valori  che  essa  assume  per 
due  qualunque  punti  del  reticolo  e  dimostriamo  che  fra  questi 
infiniti  valori  ve  ne  è  uno  minimo. 

Per  questo  consideriamo    il   cubo,  col  centro  nell'origine,  di 
lato  =  2  racchiuso  dalle  n  coppie  di  ipgrpiani 

il  cui  contorno  è  costituito  manifestamente  dai  punti  (a:)  di 
spanna  =1,  e  la  cui  equazione  può  quindi  scriversi 

^(0,0, ...0;  x,,x,,...x,)  =  l, 

o  brevemente 

E{0,x)=  1. 

Su  questo  contorno  la  funzione  continua  6(0,  ar)  (pseudodi- 
stanza dei  punti  del  contorno  dal  centro)  avrà  un  massimo  K 
ed  un  minimo  k,  talché 

Jc^ò{0,x)^K,  ipei  E.iO,x)  =  l. 

Ma,  a  causa  della  condizione  a),  si  ha  che  per  qualunque  (x) 

il  rapporto 

ò(0,x) 

E{0,x) 

dipende  solo  dai  rapporti  delle  coordinate  a^i:  a-j:. .  :ìc,,  onde  vale 
per  qualunque  x  la  limitazione 

(28)  lcE{0,x)^b{0,x)      ^KEiO,x).      . 

Essendo  -a  ^  (a, ,  «2, , . .  a„)  un  qualunque  nodo  del  reticolo,  si 
consideri  il  solido  cubico,  col  centro  nell'  origine,  definito  dalla 
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diseguaglianza 

(29)  E(0,x)^^-^, 


a  cui  soddisfa  certamente,  per  la  (28),  il  nodo  (a),  che  è  dunque 
interno  al  cubo  stesso,  o  sul  contorno.  Il  cubo  (29)  conterrà  even- 
tualmente, oltre  (a),  un  numero  finito  di  nodi,  fra  i  quali  ve  ne 
sarà  uno,  diciamo  (&),  pel  quale  la  pseudodistanza  8(0,  a;)  dal 
centro  riceverà  il  valore  minimo,  in  confronto  agli  altri  dei  detti 
nodi,  onde  avremo 

(30)  5  (0,6X8(0,  a). 

Per  qualunque  punto  (y)  poi  che  sia  esterno  al  cubo  (29)  si  ha 

8(0,  a) 


E{0,y) 


Te 


e  tale  diseguaglianza  vale  in  particolare  per  qualunque  nodo  (e) 
esterno  al  cubo,  cioè 

Ne  risulta  per  la  (28) 

8(0,c)>fc^(0,c)>  8(0,a), 

cioè 

8(0, c)>  8(0,6). 

Dunque  per  tutti  i  nodi  esterni  al  cubo  la  pseudodistanza  dal 
centro  è  maggiore  di  quella  del  nodo  (6) ,  la  quale  è  d' altronde 
la  minima  fra  quelle  dei  nodi  (in  numero  finito)  appartenenti  al 
cubo.  Posto  dunque 

§  (0  ,  6)  r=  ilf , 

tutte  le  pseudodistanze  degli  infiniti  nodi  dal  centro  non  supe- 
rano ilf ,  e  per  un  numero  finito  di  nodi  raggiungono  il  valore 
M.  Siccome  poi  ogni  nodo  del  reticolo  si  comporta  come  il  nodo 
origine,  riproducendosi  sempre  i  medesimi  valori  per  le  pseudo- 
distanze del  nodo  fisso  dagli  altri,  cosi  abbiamo  dimostrato  : 


Minima  pseudodistama  fra  due  ncfdi  53 

Esiste  un  effettivo  minimo  positivo  M  per  U  pseudodistanze  dei 
nodi  del  reticolo  fra  laro,  e  fissato  uno  dei  nodi,  questo  minimo  è 
raggiunto  da  un  numei'o  finito  di  nodi  circostanti. 

Si  osservi  che  questa  minima  pseudodistanza  M  fra  due  nodi 
soddisfa  certo  alla  diseguaglianza 

(31)  M^K, 

perchè  sul  contorno  ^fe  (0 ,  a;)  =  1  del  cubo  considerato  da  prin- 
cipio esistono  certamente  nodi,  e  per  questi  la  pseudodistanza 
dal  centro  è  già  -^K. 

§  13.        • 
Il  teorema  del  massimo  del  volume. 

Fissata  una  costante  qualunque  positiva  i?,  consideriamo  l'in- 
sieme dei  punti  {x)  dello  spazio  la  cui  pseudodistanza  da  un 
punto  fisso,  p.  e.  dall'origine  0,  non  supera  R.  Abbiamo  così  deli- 
mitata una  regione  a  n  dimensioni  in  aS,  mediante  la  diseguaglianza 

(32)  8(0,a;)<i?, 
o 

(32*)  F{x,,x,,...x,)^R, 

che,  nella  geometria  di  Minkowski  definita  da  F,  può  dii:si  un 
solido  ipersferico  di  centro  0  e  di  raggio  R.  Dalla  diseguaglianza 
(28)  segue  che  questa  ipersfera  di  Minkowski  è  tutta  contenuta 
entro  il  solido 

(33)  ^(0,x)^^, 

che  è  un  cubo  col  centro  in  0.  Alla  ipersfera  (32*)  apparterrà, 
per  le  ordinarie  determinazioni  di  i^  (a?, ,  a?, , . .  xj  (in  particolare 
per  quelle  da  considerarsi  in  seguito),  un  determinato  volume  V 
dato  dall'integrale  n*"'" 


=  11  '  '  •  1  dxi  dx^ . . .  dx„ 
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esteso  alla  regione  (32*).  Se  consideriamo    in  particolare   l'iper- 
sfera  di  Minkowski  di  pseudoraggio  i?  =r  1,  definita  da 

(34)  F{x,,x,...x:)^l 

e  ne  indichiamo  con  ,/  il  volume,  è  immediato  che  si  ha 

poiché  il  cangiamento  di  variabili 

a?,  —  RI,,      x,=zRl,,...x,  =  El„ , 

essendo  per  la  a) 

F  {R\, ,     i?i*  . . .  RIJ  =  RF(-^,  H. . . .  iJ , 
dà 

i^(|.|,...Ì„)<l. 

Ora  ossetviamo  che  l'ipersfera  (32*)  di  Minkowski  gode  di 
questa  proprietà,  essenziale  dei  corpi  convessi  (non  concavi): 

Se  (x) ,  iy)  sono  due  punti  qualunque  interni  o  sul  contorno  del- 
l' ipers  fera,  anche  qualunque  punto  {z)  inteìmo  al  segmento  rettilineo 
{xy)  appartiene  al  solido. 

Questa  è  una  conseguenza  della  proprietà  e),  supposta  alla 
funzione  F.  Difatti  le  coordinate  2,  del  punto  z  sono  date  da 

dove  A.,  n  sono  costanti  positive  e 

Ora  si  ha  per  la  e) 

i^(2, ,  2, . . .  2„)  -<.  F(kx,  ,lx,,...  Xx„)  -f-  F{[iyi ,  'ny, , . . .  ny») , 

ossia  per  la  a) 

F  {z„z„ . . .  2„)  ^XF  {x„x,,...  07.)  -\-\iF(y,,y,,...  y.), 
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9  siccome  F  {x^,x,,  ...x^)  ^l,    F  iy,,yi, ...  y„)^Ì  e  À,  ^i  sono 
positive,  risulta 

Si  vede  dunque  che  l'ipersfera  di  Minkowski  è  un  solido  con- 
vesso (non  concavo)  avente  centro  nell'origine.  E  si  può  anche 
dimostrare  che,  inversamente,  ogni  tale  solido  può  assumersi  come 
ipersfera  di  Minkowski,  prendendo  convenientemente  la  funzione 
fondamentale  F  {Xi.  x,, . ..  £cj.  (*) 

Ciò  premesso,  riprendiamo  a  considerare  il  minimo  M  della 
pseudodistanza  fra  due  punti  del  reticolo  e,  attorno  ad  ogni  tale 
nodo  come  centro,  descriviamo  l'ipersfera  di  Minkowski  di  rag- 

gio  jR  =  ^ .  Possiamo  ora  dimostrare,  in  tutto  rigore,  che  due 

tali  solidi  potranno  al  più  avere  punti  del  contorno   a  comune 
(cf.  §  11).  Difatti  se  «,  b  si^no  due  nodi  qualunque,  le  dette  iper- 
rere,  coi  centri  in  a,  b  sono  date  da 

(35)  8(a,x)^i.l/,      h{b,x)^^M, 


e  siccome 


mentre 


COSI 


S  (a,  6)  <  6  («,  x)  -\-ò  (6,  x) , 

M^ò{a,b), 

M^b{a,x)-}-b{b.x). 


Confrontando  colle  (35),  si  vede  che  ciò  è  possibile  soltanto 
quando  il  punto  (x)  soddisfa  insieme  alle  due  condizioni 

bia,x)  =  —  M,     ò{b,x)=:  —M, 


(*)  Basta  attribuire  alla  F{Xi ,  ar,,  . .  .  x,  )  su  tutto  il  contorno  del  so- 
lido dato  un  valore  costante  p.e.  1,  e  in  ogni  altro  punto  dello  spazio  il 
valore  che  risulta  dalla  legge  di  omogeneità  ($  12) 
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ed  allora  (x)  è  punto  comune  al  contorno  delle  due  ipersfere 
(i  cui  centri  (a),  (ft)  debbono  inoltre  distare  della  minima  pseu- 
distanza  M).   . 

Dopo  ciò,  possiamo  trovare  una  limitazione  superiore  pel  mi- 
nimo M  della  pseudodistanza  fra  due  punti  del  reticolo,  in  fun- 
zione del  volume  J  dell' ipersfera  di  Minkowski  di  pseudoraggio 
Ì2=:l,  colle  considerazioni  seguenti.  Prendiamo  un  qualunque 
numero  intero  positivo  m,  e  consideriamo  tutti  i  nodi  del  reticolo 
le  cui  singole  coordinate  a?,  non  eccedono  m  in  valore  assoluto 

x^  =  0,  ±1,  ±2,...+w. 

Questi  sono  in  numero  di  (2w-j-l)"  e  giacciono  tutti  in  un 
cubo  di  lato  2m.  Descriviamo  tutte  le  ipersfere  coi  centri  in  questi 

(2m-|-l)"  punti  e  di  raggio  m—  3f,  ciascuna  delle  quali,  per  la 

(33),  è  tutta  contenuta  entro  il  cubo  collo  stesso  centro  e  di  lato 

2         il/  . 

=  2  -j-  z=  -r^.  Per  ciò  tutte  queste  ipersfere  sono  contenute  entro 

il  cubo  che  ha  per  centro  l'origine  e  lato  eguale  a 

2m  +  -. 

Il  volume  di  questo  cubo  è  (2w  -{--v-  '  ®^  ^^  volume  di  cia- 
scuna delle  ipersfere  è  i-^MlJ;  e  siccome  queste  ipersfere,  co- 
me si  è  visto,  non  si  compenetrano,  la  somma  dei  loro  volumi 
non  eccederà  quello  del  detto  cubo,  cioè 

(2m  +  ir.  (Ìm)V^  (2m-}-^)" 
ossia 


Il  teorema  del  massimo  del  volume  0< 

Tale  diseguaglianza  vale  comunque  grande  si  prenda  l'in- 
tero m.  Se  facciamo  crescere  w  all'infinito,  il  secondo  membro 
ha  per  limite  1,  onde  resta  dimostrata  la  formola 

(ìm):j<i, 

ossia 

2 

(I)  ^^  ^  »— . 

^^ 

E  questa  la  notevole  formola  di  Minkowski  che  assegna  un 
limite  superiore  per  la  minima  pseudodistanza  di  due  nodi  del 
reticolo  in  funzione  del  volume  J  dell' ipers fera  unitaria. 

Di  qui  segue  subito  il  teorema  enunciato  al  principio  del 
§11,  poiché  il  volume  dell' ipersfera  di  raggio  R  è  R'J,  indi  se 
i?",/^2"  risulta  R^M  e  questa  ipersfera,  se  ha  centro  in  un 
nodo,  contiene  quindi  nell'interno,  o  in  superficie,  qualche  altra 
coppia  di  nodi  opposti. 


Capitolo  II 


Il  campo  di  Gauss  ed  i  campi  quadratici. 

Campo  ^(«)  dei  numeri  di  Gauss  -  Algoritmo  euclideo  delle  divisioni 
successive  -  I  numeri  primi  in  K{i)  -  Congruenze  nel  campo  K{i)  - 
Funzione  aritmetica  *(m)  e  teorema  di  Permat  -  Resti  di  potenze  - 
Radici  primitive  pei  numeri  primi  e  tabelle  d' indici  -  Residui  qua- 
dratici -  Simbolo  di  ©irichlet  —  e  sua  riduzione  al  campo  reale 
-  Teorema  di  reciprocità  -  Analisi  indeterminata  di  primo  grado 
in  K{ì)  -  Nuovi  campi  quadratici  -  Separazione  che  avviene  fra  i 
due  concetti  di  numeri  indecomponibili  e  di  numeri  primi  -  Prinie 
nozioni  sugli  ideali  nei  campi  quadratici. 


1  numeri  interi  di  &auss. 

La  teoria  dei  numeri  ha  ricevuto  nel  secolo  scorso  un'  impor- 
tantissima e  considerevole  estensione  elevandosi,  per  opera  prin- 
cipalmente di  Gauss,  Kummer,  Dirichlet,  Dedehind  e  Kronecker, 
ad  un'aritmetica  generale  dei  numeri  algebrici  o  irrazionalità 
algebriche,  di  quelle  quantità  cioè  che  soddisfano  ad  equazioni 
algebriche  con  coefficienti  razionali. 

Il    primo    passo    nella    nuova    teoria  venne   fatto  dal  sommo. 
Gauss    che   trattando,  nell'ordinaria   aritmetica    razionale,  dopo 
la  teoria  dei   residui   quadratici,  quella  dei   residui  biquadratici, 
riconobbe  la  necessità  di  ampliare  il  campo  degli  interi  ordinarii 
in  quello  dei  numeri  interi  complessi,  cioè  della  forma 


a -{-ih     {i—)'—l)^ 
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cou  a,b  interi  ordinari].  Questi  numeri  a-^-ib  diconsi  numeri 
interi  di  Gauss  e  comprendono  gli  interi  ordinarii  come  i  reali 
fra  di  essi. 

Dedicheremo  il  presente  Capitolo  principalmente  allo  stadio 
dei  numeri  interi  di  Gauss,  come  utile  introduzione  alla  teoria 
dei  numeri  algebrici,  ciò  che  corrisponde,  del  resto,  allo  sviluppo 
storico  della  teoria  stessa.  Per  ora  per  numero  intei^o  intenderemo 
senz'altro  un  intero  di  Gauss  a-\-ib,  aggiungendo  l'appellativo 
di  razionale  quando,  per  essere  6  =  0,  si  riduca  ad  un  intero  or- 
dinario (reale). 

La  totalità  degli  interi  a-\-ib  è  manifestamente  un  insieme 
infinito  di  numeri  (contenente  gli  ordinarii  razionali)  che  si  ri- 
producono fra  loro  per  ,somma,  sotti'azione  e  moìtiplicazione.  In 
generale  un  insieme  infinito  di  numeri  qualunque  (di  costanti), 
che  8Ì  riproducono  fra  loro  applicando  ad  essi  le  operazioni  di 
somma,  sottrazione  e  moltiplicazione  dicesi  un  campo  d' integrità; 
e  allora  qualunque  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti  interi 
ordinarii,  di  quanti  si  vogliano  numeri  del  campo  dà  un  altro 
numero  del  campo.  Gli  interi  di  Gauss  formano  dunque  un  par- 
ticolare campo  d'integrità;  cosi  pure  evidentemente  gli  interi 
ordinarii. 

Dicpsi  norma  di  un  intero  a-j-/'ò  =  m,  e  si  indica  col  simbolo 

N{m) ,     o     Nm , 

il  numero  razionale  intero  positivo  (se  m  ={=  0)  che  risulta  dal 
prodotto  di  m  pel  suo  coniugato (*)  77?o  =  «  —  ib: 

Nm  =  m  /n,  =  a* -j- 6'  ; 

questa  norma  è  altresì  il  quadrato  del  modulo  \m],  cioè 

Xm  z=  ImP. 


(  *  )  In  generale  nel  seguito  se  A  è  una  quantità  complessa  qualunque, 
la  complessa  coniugata  si  indicherà  con  A^,  ovvero  con  A. 
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Ne  risulta  subito  la  proprietà  : 

La  norma  di  un  prodotto  di  due  o  più  fattori  è  eguale  al  pro- 
dotto delle  norme  dei  singoli  fattori. 

Al  campo  degli  interi  di  Gauss  si  trasporta  facilmente  la 
nozione  di  divisibilità  colle  sue  leggi  elementari.  Si  dirà  che  un 

intero  m  è  divisibile  per  un  altro  n  (non  nullo)  se  il  quoziente 

m 

—  è  un  altro  intero  del  campo.  Ne  seguono  subito  le  proprietà 

elementari  : 

a)  Se  V  intero  a  è  divisibile  per  l' intero  |3 ,  anche  Na  è  divisibile 
per  iVp,  poiché  infatti  se 

a  =r  Py    (y  intero) , 
si  ha 

b)  Se  due  interi  u,  [3  sono  divisibili  per  un  terzo  y,  anche  la  loro 
somma  o  differenza  è  divisibile  per  y. 

Difatti  da 

a=iY«'>       P  =  yP'      (a' ,  P'  interi) 
segue 

a+p  =  Y(a'±P')- 

e)  Se  a  è   divisibile  per  ^,  e  ^  è   divisibile  per   y,  è   anche   a 
divisibile  per  y . 
Supposto  invero 

a  =  pa',       P^yP'      (a',  j3'  interi), 
segue 

a:=Y(a'P'). 

Diciamo  unità  nel  campo  di  Gauss  ogni  intero  e  che  divide  1, 
e  per  ciò  anche  qualunque  altro  intero.  Siccome  ^e  deve  per  a) 
dividere  NI  =:  1,  sarà  Ne  =:  1  ;  e  viceversa  se  Ne  =  e  8<,  =  1,  £  è 
un'  unità.  Di  qui  segue  subito  : 

Nel  campo  di  Gauss  esistono  quattro  e  quattro  sole  unità  e  sono 
i  numeH 

±1,      ±«- 
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È  da  osservarsi  che  queste  sono,  al  tempo  stesso,  le  quattro 
radici  quarte  dell'unità.  Se  due  interi  «,  (3  sono  divisibili  scayn- 
hietoìmente  l'uno  per  l'altro,  avendosi 

p   a 

deve  essere  —  (e  — j  un'unità,  indi 
P   \    a/ 

|3r=:»'a      (r  =  0, 1,2,3); 

viceversa  se  a,  ^  differiscono  per  un  fattore  unità,  si  dividono 
scambievolmente.  Due  tali  interi  diconsi  associati.  I  numeri  asso- 
ciati si  presentano  a  gruppi  di  quattro  : 

et ,  —  a ,    /  a ,  —  «  a , 

che  sono  sempre  distinti  (salvo  quando  a=i:0)  e  in  tutte  le  que- 
stioni di  divisibilità  si  comportano  come  un  unico  numero. 

Qualunque  numero  intero  a  è  divisibile  per  le  quattro  unità 
e  per  i  suoi  quattro  associati  (compreso  a).  Se  non  esistono  altri 
divisori  di  a,  allora  si  dirà  che  a  è  un  numero  indecomponibile, 
od  anche  un  numero  pHmo,  perchè  nel  campo  di  Gauss  (come 
nel  campo  razionale)  ogni  numero  indecomponibile  presenta  la 
proprietà  essenziale  dei  numeri  primi:  di  non  poter  dividere  un 
prodotto  di  più  fattori  senza  dividere  almeno  uno  di  questi  (*). 
Quando  a  non  è  primo  si  dirà  un  numero  composto. 

Si  osservi  subito  che  il  numero  2,  primo  nel  campo  reale,  è 
invece  composto  in  quello  di  Gauss,  perchè  si  ha 

2=:(l  +  i)  (l-/)  =  _-j(l -[-/)« 

e  nessuno  dei  due  fattori  (coniugati)  1 -|- /,  1 — i  è  un'unità. 
Però  questi  due  fattori,  non  essenzialmente  distinti,  perchè  asso- 


(*)  Nei  campi  d'integrità  superiori  invece  in  generale  accade  la  se- 
parazione fra  i  caratteri  d' indecomponibilità  e  di  numero  primo,  come 
presto  si  vedrà  (Cf.  $  25). 
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ciati,  sono  primi  nel  campo  di  Gauss,  come  avviene  in  generale 
a  causa  della  proprietà  a),  di  ogni  intero  a  la  cui  norma  sia  un 
numero  primo  reale  p  (*). 

Un  intero  a -\- ih  dicesi  pari  quando  è  divisibile  per  2,  cioè 
quando  a,ft  sono  insieme  pari.  Si  dirà  che  a -|- io  è  semipari 
quando  è  divisibile  per  1  -\-  i^  ma  non  per  2,  il  che  avviene  sol- 
tanto quando  a,  6  sono  insieme  dispari.  Chiameremo  infine  impari 
l'intero  a-\-ih  se  non  è  divisibile  per  1-j-i,  cioè  quando  rt,  6 
sono  l'uno  pari  l'altro  impari. 

Un  numero  m:=za^ih  impari  si  àìrk  primario  quando  sia 

rt=l(mod4),       6  =  0(mod2). 

Facilmente  si  osserva  che  in  ogni  quaderna  di  interi  impari 
associati  ne  esiste  uno  ed  uno  soltanto  primario.  Difatti  in  una 
tale  quaderna 

a  -\-ib ^     —  è-f-ifl,     —  a  —  ih ,     h  —  ia 

due  soli  hanno  la  parte  reale  dispari  (e  il  coefficiente  dell'imma- 
ginario pari),  poniamo  p.  e. 

rt  -}-  i 6 ,      —  a  —  ih 

ed  è  a  ^  1  (mod  4),  ovvero  a  ^  3  (mod  4).  Nel  primo  caso  è  pri- 
mario a  -\-  ih  ^  nel  secondo  —  a  —  ih. 

§  15. 

Algoritmo  del  massimo  comun  dirisore. 

Decomposizione  in  fattori  primi. 

E  noto  che  nell'  aritmetica  ordinaria  dei  numeri  reali  le  leggi 
di  divisibilità  dei  numeri,  della  loro  decomposizione  unica  in  fat- 
tori primi  ecc.  possono  tutte  fondarsi  sull'  algoritmo  euclideo 
delle  successive  divisioni  per  la  ricerca  del  massimo  comun  divi- 


(*)  Se  Ncf.  =p  e  fosse  a  =  ^f  ,  con  JV^-<aVa,  il  numero  reale  N^.>1 
dividerebbe  p. 
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sore  di  due  numeri.  Tutte  le  volte  quindi  che  in  un  campo  d'inte- 
grità di  numeri  vale  un  algoritmo  analogo,  sussistono  anche  le 
stesse  leggi  di  divisibilità  come  nell'aritmetica  ordinaria,  il  teo- 
rema della  decomposizione  unica  in  fattori  primi  ecc. 

Noi  andremo  ora  a  stabilire  che,  in  particolare  nel  campo  di 
Gauss,  sussiste  appunto  un  algoritmo  delle  successive  divisioni, 
e  in  virtù  di  questo,  e  delle  proprietà  b)  e)  per  la  divisibilità  (che 
valgono  in  ogni  campo  d'integrità\  valgono  le  leggi  stesse  di 
divisibilità,  decomposizione  unica  in  fattori  primi  come  nell'arit- 
metica ordinaria. 

Siano  a,  P  due  interi  complessi  qualunque  di  Gauss  (j3  4=  0) 
e  sia  p.  e. 

.Va  ^  .V|^ . 

Avendosi 

^—"^  ((3„  coniugato   di  p) , 

se  consideriamo  l'intero  a^„  =  a  -\-  ib  e  dividiamo  nel  modo  ordi- 
nario a  eb  per  l'intero  reale  A^|3,  così  però  che  i  resti  r,  s  delle 
rispettive  divisioni  siano   positivi  o  negativi,  ma  non  eccedano 

in  valore  assoluto  —  A"j3,  potremo  scrivere 
E  allora,  posto 


avremo 


da  cui 

(1)  «=Py  +  ?u      con  i3i 


a  ,    r  -\-i  s 

i'-\-  is 


Po  • 
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Questo  numero  |:ii=:«  —  ^y  ®  manifestamente  intero,  e  per  la 

sua  norma 

r--\-8' 


N^, 


N^     ' 


essendo  [r|,  \s]  non  superiori  a  ^  iV|3 ,  vale  la  limitazione 

Abbiamo  cosi  il  risultato  fondamentale  : 

Se  a,  p  sono  due  interi  di  Gauss  ed  è  Na  ^  N^,  si  può  trovare 
un  terzo  intero  y  tale  che  sia  N{a — ^y)^^  N^. 

Ora  se  nella  (1)  non  è  (3i  =  0  (se  non  è  a  divisibile  per  p)  si 
prosegua  nel  medesimo  modo  dividendo  P  per  (3,,  cioè  si  trovi 
tin  altro  intero  Yi  tale  che  sia 

P  =  P.Y.  +  P.,    con    iVp,<i-A-p^, 

©  quando  sia  P2  ={=  0  si  continui  colla  divisione  di  ^■^  per  %^  ecc. 

L'  operazione  ha  certamente  un  termine   perchè  i  numeri  interi 

positivi 

N^,     A^p,,     iVp,,.., 

formano  una  serie  decrescente  in  cui  ciascun  termine  non  supera 
la  metà  del  precedente,  e  questo  termine  arriva  con  un  resto 
p„  =[=  0  che  divida  il  precedente.  Se  scriviamo  la  relativa  catena 
limitata  di  eguaglianze 


(I) 


«  =  |3y  +  P. 


,        iVP.^giVp 


Ì^^,^:^N^, 


|3,.,  =  P,..  Yn.»  +  P.-1  ,       A^|3n.  <  2  ^^-' 

P»-»=P„.lY«.i+P»        ,  A'Pn<|-iV^P„.l, 
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vediamo  ciie  ogni  divisore  comuae  di  a  e  di  P  divide  per  la 
prima  anche  p,,  indi  per  la  seconda  (3,,  ecc.  in  fine  divide  ^,. 
D'altra  parte,  risalendo  la  catena  (I),  è  chiaro  che  j3„,  dividendo 
^„.i ,  divide  per  T  ultima  ^,.. ,  indi  per  la  penultima  (3..,.  ecc.,  e 
in  fine  dunque  divide  tanto  a  che  p.  Cosi  p,  è  un  divisore  co- 
mune di  a,  p,  che  contiene  qualunque  altro  divisore  ed  ha  quindi 
la  massima  norma  possibile;  esso  di  cesi  per  ciò  il  loro  masòìmo 
comun  dici-soì'e,  e  naturalmente  è  determinato  solo  a  meno  di  un'u- 
nità, cioè  può  sostituirsi  con  uno  qualunque  dei  suoi  tre  asso- 
ciati. Se  p,  è  un'  unità,  allora  a,  P  diconsi  primi  fra  loro. 

Un'  altra  fondamentale  conseguenza  deduciamo  dalla  catena 
I)  scrivendola  in  senso  inverso 

P»  =  P-i  —  P-i  Y«-t ,  P,-i  =  P-j  —  P«-i  Y-ì ,  •  •  •  l^s  =  pi  —  P:  Y  J 
(3,=  P-p,Y,,     f3,  =  a  — {3y. 

Se  si  elimina  (3,.i  fra  le  prime  due  viene 

P,  =  P,..—  Yn.,(P„,—  P.-,Y-,)  =  (14-  Y-.  Y-i)  P-3  -  r,..  P,.s, 

che  dà  P„  come  combinazione  lineare  intera  a  coefficienti  interi 
di  Gauss  di  p,.j ,  p,., 

e  qui  introducendo 

P«-S  --—  Pn-4  P«-3  Y«-S  ) 

risulterà 

P.  =  r  p..,  -i-  |i'  P^  (X',  II'  interi). 

Così,  risalendo  per  la  catena  (I),  troviamo  da  ultimo  che  p,  è 
una  combinazione  lineare  intera,  a  coefficienti  interi  di  Gauss, 
di  a,  p.  Di  qui  il  risultato  in  vista: 

«Se  i  due  interi  complessi  a,  p  hanno  U  massimo  comun  divism'e 
h,  è  risolubile  in  numeri  inteH  di  Gauss  ^,  r|  l'equazione 

a^  +  PTl  =  ò; 
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in  particolare  se  a,  (5  sono  primi  fra  loro  è  solubile  l'altra 

(2)  a5-+p^)=.l. 

Ne  segue  subito  il  principio  fondamentale  per  la  teoria  della 
divisibilità: 

Se  a,  (3  sono  interi  primi  fra  loro,  e  y  un  terzo  intero  qualunque, 
ogni  divisore  comune  di  ay  e  ^  divide  anche  j3,  y. 

Difatti,  risoluta  in  interi  ^,  i]  la  (2),  si  ha 

e  questa  dimostra  che  ogni  divisore  comune  di  (ay,(5)  divide  y. 
E  in  particolare  si  ha  che:  se  un  numero  (3  divide  un  prodotto  ay 
ed  è  primo  con  uno  dei  fattori  a,  divide  necessariamente  l' altro  y. 

E  poiché  ogni  numero  primo  m;,  confrontato  con  un  intero 
qualunque  a,  o  lo  divide  o  è  primo  con  esso,  segue  di  qui  come 
nel  campo  reale: 

Un  numero  primo  jr  che  divida  il  prodotto  di  più  interi  a,  p,  y . . . 
divide  almeno  uno  dei  fattori. 

Osserviamo  ora  che  qualunque  intero  u,  se  non  è  già  un 
numero  primo,  ammette  un  divisore  primo.  Tale  è  in  ogni  caso 
un  divisore  jt  della  più  piccola  norma  possibile,  poiché  se  ji  fosse 
ulteriormente  decomponibile  in  jtr=jti-T:, ,  il  divisore  jr,  di  u 
avrebbe  Nki<^N k. 

Dai  principii  fondamentali  sopra  esposti  risulta  ora,  come  nel- 
l' aritmetica  razionale  : 

Ogni  intero  a  di  Gauss  è  r'isolubile  nel  prodotto  di  fattoì'i  pnmi  ; 
questa  decomposizione  è  essenzialmente  unica,  salvo  a  sostituire  ad 
uno  o  piti  dei  fattori  primi  un  suo  associato. 

Per  presentare  la  decomposizione  sotto  forma  unica  basterà 
p.  e.  convenire  che  ciascun  fattore  primo  impari  di  a  si  assuma 
sotto  forma  primaria. 


/  numeri  primi  nel  campo  di  Gauss  67 

§  16. 
I  nameri  primi  uel  campo  di  C^aiiss. 

Resta  che  determiniamo  i  numeri  primi  nel  campo  di  Gauss, 
per  la  qual  cosa  osserviamo  in  primo  luogo  che  qualunque  intero 
m  di  Gauss  divide  infiniti  numeri  razionali,  fra  i  quali  certamente 
Nm  ed  i  suoi  multipli.  Dopo  ciò  è  facile  vedere  che:  se  .t  è  un 
numero  primo  nel  campo  di  Gauss,  il  più  piccolo  numero  reale  p 
divisibile  per  :i  è  primo  nel  campo  razionale.  E  infatti  se  p  non 
fosse  primo,  risolvendolo  in  fattori  primi 

p  =  q.r..., 

si  avrebbe  che  .-t,  primo  per  ipotesi,  dividendo  il  prodotto  qr... 
dividerebbe  uno  dei  fattori,  poniamo  q ,  che  sarebbe  <^  p  contro 
l'ipotesi. 

Segue  di  qui  che  per  avere  tutti  i  numeri  primi  complessi, 
basta  prendere  i  numeri  primi  nell'ordinario  campo  razionale  e 
risolverli  (eventualmente)  nei  loro  fattori  primi  complessi. 

Intanto  il  numero  2  dà  luogo,  come  si  è  visto,  all'unico  numero 
primo  complesso  1  -{-i  (o  1  —  /)  che  è  semipari.  Ogni  altro  numero 
primo  zx.  di  Gauss  è  di  necessità  impari,  e  se  j?  è  il  numero  primo 
reale  di  cui  :t  è  divisore,  la  norma  di  .t  divide  Xp^p*  e  per  ciò 
due  casi  soli  sono  possibili: 

A\t  z=  ^ ,       Xti  =  p* . 

Nel  primo  caso,  essendo  p=z7c:tQ,  anche  :to  conitigato  di  w,  è 
primo  ma  distinto  da  .i,  e  p  è  il  prodotto  di  due  fattori  primi 
coniugati,  ciascuno  dei  quali  dicesi  di  primo  grado. 

In  questo  caso  j)=:  JV:t,  come  somma  di  due  quadrati  (l'uno 
pari  r  altro  dispari),  è  certamente  ^  1  (mod  4).  Nel  secondo  caso, 
avendosi 


158  Capitolo  JI  —  §  16 

i  numeri  p  e  .t  sono  associati,  e  p  stesso  è  un  numero  primo 
complesso  che  si  dice  allora  di  .secondo  grado.  Vediamo  intanto 
che:  /  numeri  pigimi  reali  q  che  sono  ^3  (mod  4)  restano  primi 
(di  2.°  grado)  anche  nel  campo  di  Gauss. 

I  numei'i  primi  non  reali  nel  campo  di  Gauss  sono  dunque 
fattori  di  numeri  primi  reali  p^  1  (mod  4).JV[a  sussiste  anche  la 
proprietà  inversa: 

Ogni  mimerò  primo  reale  p  ^  ì  (mod  4)  si  scompone,  nel  campo 
di  Gauss,  nel  prodotto  di  due  fattori  (primi)  coniugati  .-t  jt^ . 

Questa  equivale  al  noto  teorema  di  Fermat  che:  ogni  numero 
primo  p^  ì  (mod  4)  è  la  somma  di  due  quadrati,  teorema  che  si 
deduce  dai  primi  elementi  deila  teoria  delle  forme  quadratiche. 
Ma,  a  questo  punto,  osserviamo  che  bastano  i  primi  principii  sopra 
svolti  nel  campo  di  Gauss,  in  unione  al  teorema  dell'aritmetica 
razionale  che  quando  j;^  1  (mod  4)  è  —  1  residuo  quadratico  di  ^ 

0  { :^:  -j-  1   per  dedurre  il  teorema  sopra  citato  (*).  Esistendo 

infatti  un  intero  reale  H  tale  che  |''  -f- 1  sia  divisibile  per  p , 
basta  osservare  che  il  prodotto 

è  divisibile  per  p  per  concluderne  che,  nel  campo  di  Gauss,  p 
non  può  essere  primo,  perchè  divide  il  prodotto  di  due  fattori 
senza  dividere  né  l'uno  ne  l'altro,  e  per  conseguenza _^;  è  decom- 
ponibile nel  prodotto  di  due  fattori  coniugati  a-\-ib^a  —  ^6, 
cioè  ]}  =  a^  -\-  b'  (*  *). 


(*)  Più  oltre  (§   17)  V.  una   seconda   dimostrazione   indipendente  dal 

carattere    f 1  =  -h  1 . 

\  P  J 
{**)  Per  trovare  uno  di  questi  fattori  basterà  p.  e.  còli' algoritmo  del 

§  15  cercare  il  massimo  comun  divisore  dei  due  numeri  p,  ^-{-i-  Si  potrà 

prendere  come  è  noto 


^=  1.2.  3...^^  (modi)). 
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Concludiamo  quindi: 

/  numeri  primi  nel  campo  di  Gauss  nono  di  due  specie,  e  cioè: 
1°  i  numeri  primi  reali  q^'ò  (mod  4),  2."  i  fattori  pì'imi  complessi 
a  -\-ih  dei  numeri  primi  reali  p^l  (mod  4),  ai  quali  è  da  aggiun- 
gere il  numero  primo  singolare  1  -\-  i,  al  cui  quadrato  è  associato 
il  numero  pinmo  reale  2. 

Come  applicazione  di  questi  risultati  cerchiamo  se  un  numero 
reale  w,  che  supporremo  dispari,  può  scindersi  nella  somma  di 
due  quadrati  primi  fra  loro 

ed  in  quanti  modi  ciò  è  possibile. 

Scrivendo 
(1)  m=^{a  -\-  ih)  (a  —  /"/>» , 

vediamo  che  i  fattori  primi  di  a  -\-  ib  (o  di  a  —  ib)  non  potranno 
essere  della  prima  specie  cioè  numeri  reali  ^^3  (mod  4),  perchè 
allora  q  (reale)  divieterebbe  tanto  a  che  b  contro  l'ipotesi,  e  i 
fattori  primi  di  a -\- ib  saranno  quindi  complessi.  Ne  segue  in- 
tanto: condizione  necessaria  per  la  decomponibilità  di  rw  in  una. 
somma  di  due  quadrati  primi  fra  loro  è  che  m  abbia  soltanto  fat- 
tori primi  jD  ^  1  (mod  41  Suppongasi  ora  la  condizione  soddi- 
sfatta e.  indicando  con 

i  -fattori  primi  diversi  di  m  (tutti  ^1  (mod  4)),  abbiasi 

m=p,     p^     ...p,     . 

Decomponiamo  ciascun  numero  j9  nei  suoi  fattori  primi  com- 
plessi coniugati  re ,  jr  : 

*  ^,  =  jr^  jt, ,      p,z=z  .-r,  zi^,  ...p,=i  71,71^. 

Nella  decomposizione  supposta  qualunque  fattore  primo  :i  o 
dividerà  a -{- ib ,  o  dividerà  a — ib,  e  se  n:  divide  p.  e.  a -\- ib , 
allora  tc  dividerà /i  —  ib:  ma   non   può    essere  a -{- ib  divisibile 
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ad  un  tempo  per  k  e  per  ji ,  che  allora  sarebbe  anche  divisibile 
per  p=zjt:x.,  ed  a,h  sarebbero  divisibili  per  p,  contro  l'ipotesi 
che  siano  primi  fra  loro.  Se  ne  conclude  che  a-\-ih  o  sarà  divi- 
sibile per  Jt,^',  o  lo  sarà  per  jc,^',  e  siccome  si  passa  dall' un  caso 
all'altro  cangiando  a-\-ih  nel  coniugato  a  —  ih,  potremo  sen- 
z'altro supporre  a-\-iì)  divisibile  per  :it,*' .  Allora  pel  secondo 
fattore  di  a-\-ih  relativo  a  p/-^  potremo  scegliere  a  piacere  o 
jtj'a  o  Ji2*2,  cosi  per  terzo  o  it^'-^  o  Jts^'  ecc.  Si  conclude  che;  vi 
sono  2"'  modi  essenzialmente  diversi  per  formare  a-\-ih,  ossia  per 
decomporre  m  nella  somma  di  due  quadrati,  primi  fra  loro,  e 
quindi  : 

Se  il  numero  dispaiai  m  contiene  r  fattori  primi  diverd,  tutti 
^  1  (mod  4) ,  esso  è  decomponibile  in  2'"'  modi  diversi  nella  somma 
di  due  quadrati  primi  fra  Iwo. 

Esempio 

1105  —  5. 13. 17  =  (1  +  2/)  (1—2/)  (3+2/)  (3  —  2/)  (1+4/)  (1—4/) 

a  +  /6  =:  (1  +  2/)  (3  +  2/)  (1  +  4/) ,  (1  +2/)  (3  +  2/)  (1  —  4/), 

(1  +  2/)  (3  - 2/)  (1  +  4/) ,  (1  +2/)  (3  —  2/)  (1  —  4/) 

1 105  =z  SS'  +  4-^  =  9^  +  32'^  —  31'^  +  12'^  =c  23*  +  24'' . 


§  17. 
Congruenze  nel  campo  di  Gauss. 

Se  m  è  un  intero  di  Gauss 

mz=a  -\-ibj 

ed  a,  (3  due  altri  interi  qualunque,  si  diranno  a,  p  congrui  fra 
loro  (mod  m),  e  si  scriverà  a  ^  ^  (mod  w),  quando  la  differenza 
a  —  j3  sia  divisibile  per  m.  Siccome  le  proprietà  delle  ordinarie 
congruenze  nell'aritmetica  razionale  dipendono  dalle  leggi  fon- 
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daraentali  di  divisibilità  che  valgono  inalterate,  come  si  è  visto, 
nel  campo  di  Gauss,  cosi  anche  in  questo  campo  potremo  appli- 
care i  medesimi  principii  senza  ulteriormente  insistervi.  In  par- 
ticolare si  osservi  :  due  numen  a ,  ^  cangimi  (mod  m)  hanno  col 
modulo  m  lo  stesso  massimo  comun  divisore. 

La  prima  questione  da  risolvere  è  ora  la  seguente  :  Dato  l'in- 
tero m  di  Gauss,  quanti  numeri  incongrui  esistono  (mod  m)  ? 

Per  rispondervi,  si  consideri  che  tutti  i  numeri  x  -\-  iy  cpngrui 
con  uno  fisso  a-j-i^,  rispetto  al  modulo  m=za-\-ih,  hanno  la 
forma 

•  « 4- »>  =  («  -f  **)  (^  +  ''")  -1-  «  ^  «P , 

dove  t,  u  percorrono  tutti  gli  interi  reali,  e  separando  il  reale 
dall'immaginario  si  ha 

,,.  \    x=zaf  —  hu-{-  a 

ì    t/  =  bt-^au-]-^. 

Se  8  indica  il  massimo  comun  divisore  di  a,  6,  dalla  seconda 
delle  (1)  sarà  y  determinato  solo  (mod  8),  onde  potremo  prendere 
^,  M  in  guisa  che  y  risulti  eguale  ad  uno  dei  5  numeri 

0,1,2, ...8—1, 
poniamo 

?/o  =  6  f,  4-  rt  ?/„  -L  p  . 

Tutte  le  altre  coppie  (#,«)»  che  danno  lo  stesso  valore  y^  ad 
y,  sono  date  da 

con  Q  intero  arbitrano,  e  di  qui  abbiamo  -» 

xz=zat^—hUa-{-a-{ ^ q  , 


ossia 


a?oH T-Q       {x^—at„ — OUo-\-a). 
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Dunque  x  è  determinato   solo  rispetto  al  modulo  ,  e  dispo- 

nendo di  f ,  M  (cioè  di  q),  si  può  fare  x  eguale  al  minimo  resto 
positivo  di  «0  rispetto  al  modulo  ^^— .  Ma  t/u,  variando  tt,  j3,  può 
percorrere  8  valori  distinti,  e  per  ciascuno  di  questi  x  ne  per- 
corre  — -— ,  onde  esistono   precisamente  6X     ^    =N7n  numeri 

incongrui  (mod  m)  : 

Rispetto  al  modulo  m=za-[-ib  esìstono,  nel  campo  di  Gauss, 
precisamente  Nm  numeri  incongìmi. 

Un  caso  particolare  notevole  si  ha  per  a ,  h  primi  fra  loro, 
nel  qual  caso  8  =  1,  e  si  può  fare  yo  =  0)  onde  formano  un  si- 
stema completo  di  resti  {moà  a -\- ih)  i^)  gli  interi  reali 

0,1,2,...A^?«  — 1. 

Siano  ora  A^  B  due  interi  fissi  di  Gauss,  dei  quali  A  sia  primo 
col  modulo  m,  e  nel  binomio  Ax-\-B  si  faccia  percorrere  ad  x 
un  sistema  completo  di  resti  (mod  m)  ;  allora  anche  Ax  -\~  B  per- 
correrà un  sistema  completo  di  resti.  Difatti,  supposto 

Ax-\-  B^  Ax  -{-  B  (mod  m) , 
ne  segue 

A{x'  —  x)^0  (mod  m) , 

ed  m ,  essendo  primo  con  A ,  dividerà  la  differenza  x'  —  x . 
In  particolare  ne  risulta  che  una  ed  una  sola  volta  riuscirà 
Ax-\-  B  ^0  (mod  m) ,  cioè  : 

La  congruenza  lineare  Ax-\-  B^^O  (mod  w),  se  A  è  primo  col 
modulo  m ,  possiede  una  ed  una  sola  radice. 

Questo  vale  in  particolare  quando  il  modulo  m  è  un  numero 
primo  Jt,  che  non  divide  A. 

Indichi  ora  f(x)  un  polinomio  in  x  di  grado  n 

f{x)  =  «0  £C"  -j-  a^X"'^  -f~  •  •  •   "f"  ^n.\  ^  -f-  ^n 


(*  )  S' intende  uq  sistema  completo  di  numeri  incongrui. 
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i  cui  coefficienti  siano  interi  di  Gauss,  in  particolare  il  primo  «„ 
non  sia  divisibile  pel  numero  primo  .1.  Come  nell'aritmetica 
razionale,  sussiste  allora  il  teorema  : 

Im  congruenza  di  grado  n  rispetto  al  modulo  primo  :z 

(2}  rto  ^"  -\-  «I  *"'  4"  •  •  •  "h  ^"-i  ic  -|-  a„  ^  0  (mod  :i) 

(ao=}=0)(mod.T) 

possiede  al  massimo  n  radici  incongrue. 

Siccome  abbiamo  visto  che  la  proprietà  sussiste  per  una  con- 
gruenza lineare  (n  -=  1),  basterà  provare  chf.  se  è  vera  per  le 
congruenze  di  grado  n  —  1 ,  è  vera  anche  per  quelle  di  grado  n. 
Sia  a  una  prima  radice  della  (2)  e  dividendo  f(x)  per  x  —  a  si 
abbia 

fix)  =  {x~ayfAx)-hf(<t), 

con  fi(x)  di  grado  n  —  le  primo  coefficiente  =ao. 

Essendo  per  ipotesi  fio)  ^  0  (mod  ;r),  si  ha  identicamente  per 
qualunque  .r 

f{x)  ^{x  —  a)  /;  [x]  ^  0  (mod  .-t) , 

ed  ogni  ulteriore  radice  (3  di  f{x)-^0,  avendosi  (P  —  a) /"i  (p)  ^  0 
(mod  j-t)  ed  essendo  (3  —  a  non  divisibile  pel  numero  primo  :r, 
rende 

/;((3)  =  0(mod:nc), 

cioè  è  radice  di  /'^^;a;)^0.  Se  dunque  la  /*(£c)^0  di  grado  « 
avesse  piìi  di  n  radici,  la  seconda  /",  (x)  ^  0,  di  grado  n  —  1 ,  ne 
avrebbe  più  di  n  —  1 ,  contro  l' ipotesi. 

Il  teorema  è  cosi  dimostrato  e  ne  risulta  che  se  una  con- 
gruenza f{x)^0{mod  m)  di  grado  n  ha  più  di  n  radici,  il  mo- 
dulo m  è  necessariamente  un  numero  composto.  Di  qui  si  può 
trarre  una  nuova  dimostrazione  del  fatto  (§  16)  che  un  numero 
primo  reale  p^l  (mod  4),  considerato  nel  campo  di  Gauss,  è 
decomponibile;  poiché  la  congruenza  (di  Fermai) 

ay'^  1  (mod  p)^ 
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oltre  le  ^  —  1  radici  incongrue 

l,2,3,...i.-l, 

possiede  qui  la  nuova  x-=zi. 

Suppongasi  ora  che  la  congruenza  (2)  di  grado  n 

/"(«)  =  0  (mod  --t) 

abbia  tante  radici  quante  unità  nel  grado,  e  d'altra  parte  il  poli- 
nomio f{x)  si  decomponga  nel  prodotto  di  due  polinomii  ff{x) 
\|)  {x)  della  stessa  specie 

f{x)T=(^{x).^]^{x), 

dei  rispettivi  gradi  r,*,  talché  r-|-,sfr=n;  dimostriamo: 
Ciascuna  delle  congimenze 

(3)  q)  (a?)  ^  0  (mod  jc)  ,      i['  {x)  ^  0  (mod  jt) 

ha  tante  radici  quante  unità  nel  grado,  cioè  r  la  prima,  s  la  seconda. 

Difatti  se  a  6  una  qualunque  radice  di  f{x)  ^0,  il  prodotto 
<p  (a)  \|>  (a)  è  divisibile  pel  numero  primo  jr,  che  divide  per  ciò 
uno  dei  due  fattori,  onde  a  è  radice  di  una  (almeno)  delle  con- 
gruenze (3),  e  manifestamente  poi  ogni  radice  di  una  delle  (3)  è 
radice  di  /'(a;)^O.E  allora  se  ?•'  è  il  numero  delle  radici  della 
prima  (3),  e  si  avesse  r'  <  r ,  le  rimanenti  n  —  r'  ^  n  —  r  >  *  di 
f{x)^0  sarebbero  radici  della  \\>(x)^0  di  grado  s,  ciò  che  è 
assurdo. 


§  18. 
La  fanzionc  O  (m)  di  0auss  e  il  teorema  di  Fermat. 

Fra  gli  Nm  numeri  incongrui  (mod  m)  ve  ne  saranno  alcuni 
primi  con  w;  indichiamone  il  numero  cui  simbolo  ^  {ni),  e  cer- 
chiamo l' espressione  di  questa  funzione  numerica,  corrispondente 
a  quella  dell'  aritmetica  razionale  cp  (m). 
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Premettiamo  il  seguente   lemma.  Supponiamo   dati  ;•  moduli 
arbitrarii 

primi  fra  loro  due  a  due  ed  altri  r  numeri 

e  dimostriamo  che  esiste  sempre,  rispetto  al  modulo 

r/i  =  wi,  m, . . .  m, 

prodotto  degli  r  moduli,  uno  ed  un  sol    numero  x  che   soddisfa 
alle  congruenze  simultanee 

(1)  ar  =  Pi  (mod  w,) ,      x  ^  P,  (mod  m^) , . . .  a?  ^  P,  (mod  w,) . 

Procedendo  per  ciò  come  nell'  aritmetica  razionale,  osserviamo 

,      .  .    m       m  m  .  .  .     . 

che  1  numeri  — ,    — .... —    sono    rispettivamente    pnmi    con 
w»!      Tilt  m,  *^ 

Wi,  «li, .. .  wi,  e  possiamo    quindi   prendere  r  numeri  x,,x^,  ...x, 

che  soddisfino  alle  congruenze  separate 

m  1ÌÌ  7fi 

(2)  — a;,=E  1  (mod  m,).   — a?.- ^  1  (mod  w,), . . .  —  «,  ^l(modw,). 
7n,  nif  Tìir 

Verifichiamo  che  il  numero  a:  dato  dalla  formola 


(3)  x  =  —  x,  (3i  -| X,  p,  -f  . . .  -j X,  p,  (mod  m) 

m^  ììi,  '    w,      "^ 

soddisfa  alle  congruenze  simultanee  (1).  Questo  è  immediato,  per- 
chè p.  e.  rispetto  al  modulo  nii  essendo  — ,  — .... —  multipli 
di  m,,  la  (3)  si  riduce  a 

m       ^  , 

x^  —  a;,  8,  (mod  w,) , 

cioè  per  la  prima  (2)  precisamente  alla  prima  (1).  D'altra  parte 


76  Capìtolo  II  —  §  18 

poi  se  x'  è  un'aitra  soluzione  delle  (1),  la  differenza  x'  — .-/;  è 
divisibile  pei  singoli  moduli  mi,  m,,  . . .  m^  primi  fra  loro  due  a 
due  e  per  ciò  pel  loro  prodotto  m,  onde  x' ^  x  (mod  m),  ciò  che 
completa  la  proprietà  enunciata. 

Ora  si  osservi  che,  dato  un  qualunque  numero  x  (mod  m),  vi 
corrisponderà  un  unico  sistema  di  valori  di  (3i,  ^a,  ...  [3,,  rispetto 
ai  singoli  moduli  m, ,  m.j., .. .  m^,  e  viceversa,  e  il  numero  x  potrà 
scriversi  sotto  la  forma  (3).  Siccome  (3i  può  assumere  Nm^  valori 
(mod  m.j),  e  così  via,  ne  segue  intanto  la  proprietà  ben  nota 

Nm  =:  Nm^ .  Nm.^ ...  N  m^. 

Ma  ora  diciamo  di  più  che:  nella  forraola  (3)  risulterà  x  primo 
con  m  allora  ed  allora  soltanto  che  ciascun  (3,-  sia  primo  col.  rispet- 
tivo modulo  m,.  E  infatti,  se  x  è  primo  con  m,  è  anche  primo 
coi  singoli  moduli  v??,.,  e  per  ciò  (3<  è  primo  con  rrif.  Se  al  con- 
trario X  non  è  primo  con  m,  sia  jc  un  loro  fattore  primo  comune, 
il  quale,  dividendo  w,  dividerà  uno  ed  uno  solo  dei  moduli  ???,-, 
poniamo  Wi,  ed  allora  essendo  a;  ^  |3,  (mod  nij  anche  (3i  ammette 
il  divisore  n,  e  non  è  primo  con  m, . 

Di  qui  segue  che  per  ottenere  dalla  (3)  i  $  (m)  numeri  primi 
con  m,  basterà  far  percorrere  a  ciascun  (3,-  i  $  (w<)  numeri  primi 
con  w,.;  ne  risulta  questa  proprietà  fondamentale  della  funzione 
numerica  O  (m)  : 

Se  m  .si  scinde  nel  prodotto  di  r  fattori  pigimi  fra  loro  due  a  due 

m  =^  mi  .  m^ .  m^ . . .  m^ , 
si  ha 

(4)  <^  (m)  =  $  (w,) .  <I)  (m,) ...  $  (m,) . 

-  Dopo  questo  risultato,  il  calcolo  di  ^{m)  può  ridursi  manife- 
stamente al  caso  che  m  sia  una  potenza  :;t"  di  un  numero  primo 
jt ,  nel  qual  caso  si  risolve  subito  colle  osservazioni  seguenti. 
Immaginiamo  scritto  un  sistema  completo  (Q)  di  Nn"  numeri 
incongrui  (mod  Jt"),  dai    quali   basterà  togliere    quelli   divisibili 


s 


La  funzione  i   ijaass  e   il  teorema  di  Fermai  TT 

per  .Tei  rimaneun    ^^uruuiio  i  <I>  (--t"j   numeri    domandati.   Ma   se 

-4      P,    <r,nr,    Ane^    nnni--.-i     iìi     'Q';    fii  visibili    per    JT  ,    Ì    qUOzientl 

rr    '        n: 

sono  incongrui  (mod  n:"'\;  :  e  viceversa  due  numeri  incongrui 
(mod  ;i"  '),  moltiplicati  per  n ,  danno  numeri  incongrui  (mod  n;"). 
Per  ciò  vi  sono  in  (Q)  precisamente  JVit"'  numeri  divisibili  per  Jt, 
e  di  primi  con  jr"  ne  restano  quindi 

i 5  )  (^  {k")  =  X  .-t"  —  .V  71"-'  ~ i xW-r)"  (  1  —  ^ry-  )  . 

Combinando  le  formole  (4),  (6),  e  detti  .Tj ,  .t;. ,  . . .  .-r,  i  fattori 
primi  distinti  di  m,  si  lia  subito  di  qui  la  for;DQoIa  generale  pel 
calcolo  della  funzione  numerica  ^  (lU)  : 


(I) 


*W  =  A-™(l--_,!j(l-J^)...(l-J^) 


Ed  ora  veniamo  all'  estensione  ai  campo  di  Gauss  del  teorema 
di  Fermat  (Eulero)  per  ogni  numero  A  che  sia  primo  col  modulo 
w».  Nel  binomio  Ax  facciamo  percorrere  a  x  i  ^  im)  numeri 

rli  mi  sivtPma  completo  di  resti  primi  con  m  e  avremo  $  {m)  numeri 

tutti  primi  con  m  incongrui  fra  loro,  e  perciò  congrui,  in  altro 
ordine,  con  Xi,  as,,  .  . .  x$(„).  Facendone  il  prodotto,  risulta 

A  'I'  -' .  A'  =  X  (mod  m), 
dove 

A  —  ajj  x^ . . ,  x^  ;„) , 

-iccome  X  e  primo  con  m,  ne  segue,  dividendo  per  X,  il    teo- 
rema di  Fermat  generalizzato  ; 

(II)  ^$(")  ^  i  j32Q(j  ^^^^  pgj.  ^  primo  con  m. 

In  particolare,  se  m  è  un  numero  primo  Jt,  ed  i4  è  un   qua- 
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lunque  numero  non  divisibile  per  jr,  essendo  <t>{n)=:Nn —  1,  si  arr 
(II*)  ^-""'-'  =  l(mod:c), 

ed  in  ogni  caso,  (anche  per  A  divisibile  per  ir): 

A'^'^A  (mod  :t). 

« 
§  19. 
Besti  di  potenze.  Caso  di  un  modulo  primo. 

Dimostriamo  ora  rapidamente  come  al  campo  di  Gauss  s 
estendono  facilmente  i  risultati  dell'aritmetica  razionale  pei  rest 
di  potenze,  per  l'esistenza  delle  radici  primitive  rispetto  ad  ui 
modulo  primo  jt,  ecc.  (*). 

Sia  A  un  intero  (di  Gauss),  primo  col  modulo  w,  e  conside 
riamo  (mod  m)  la  serie  delle  sue  successive  potenze 

(1)  ^i«r=l,^,^%^%..., 

che  sono  tutti  numeri  primi  con  m,  ed  al  massimo  potranno  es 
sere  O  (m)  incongrui,  onde  segue  che  da  un  certo  punto  in  pò 
si  ripetono  (mod  m)  i  medesimi  numeri.  Con  un  solito  ragiona 
mento  (**)  si  prova  che  nella  serie  (1)  la  prima  a  riprodurs 
(mod  m)  è  la  -4°  =  1,  e  sia  8  il  minimo  esponente,  razionale  inter( 
e  positivo,  pel  quale  avviene  che 

^*  ^  1  (mod  m)  ; 

allora  si  dirà  che  A  appartiene  (mod  m)  all'esponente  8,  e  in  ta 
caso  le  5  prime  potenze 

1,A,A\...A^' 


(*)  Questo  non  è  che  un  primo  e  più  semplice  caso  di  teorie  analogh 
per  1'  aritmetica  generale  dei  corpi  algebrici  (V.  pivi  oltre  Gap.  VI,  ^  74^ 

(**)  Da  A'^'  s  A'  (mod  m)  segue  J.""  =  1,  ove  indicando  con  A^  il  nu 
mero  socio  A,  cioè  tale  che  J.  -ij  s  1 ,  si  moltiplichi  per  A^'  . 
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sono  incongrue  (mod  m),  dopo  di  che  si  riproducono  (nei  due 
sensi)  periodicamente.  Anche  qui  per  potenze  A"  con  esponente 
negativo  — n  intendiamo  la  potenza  J."i  del  numero  socio  -4,,  e 
valgono  le  leggi  fondamentali  per  le  potenze  con  esponenti  interi, 
positivi  o  negativi,  in  particolare 

Se  ora  n  è  un  esponente  intero  qualunque  ed  r  il  suo  minimo 
resto  positivo  (mod  8),  talché 

n  =  qÒ-\-}',       U  ^  r  <  8 
si  ha 

A'  =A'^-'  =  {A^}"  .A'=A', 

onde  segue:  Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  due  potenze 
A' ,  A*'  siano  congrue  (mod  m)  è  che  gli  esponenti  n,  n'  siano  congrui 
rispetto  all'esponente  8  cui  A  appartiene. 

In  particolare  risulta  ^"^1  (mod  m)  allora  e  allora  soltanto 
che  l'esponente  n  è  multiplo  di  8.  E  siccome  in  ogni  caso  pel 
teorema  (II)  di  Format  ^*(«)^  1  (mod  w),  risulta: 

a)  U esponente  8  cui  appartiene  A  è  sempi'e  un  divisore  di  0(m). 

Ed  ora  dimostriamo  le  successive  proposizioni 

^)  Se  A  appartiene  (mod  ni)  all'esponente  8  la  potenza  A"^  di  A 

appartiene  all'esponente  —essendo  g=(r,  8)  il  massimo  comun  dim- 

■sore  di  r,  8. 

Difatti  se  A'  appartiene  all'esponente  o  è 

A'"  =  1  (mod  m) , 
indi 

ro^O  (mod  8), 

ossia 


r  ./       , 8\ 

-  a^Olmod  -1. 


e  perciò  a  multiplo  di  —  ;  e  d'altronde  è  già 


(A^)'  —{A^y  =  1  (modw) 
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Da  [ìì  si  La  in  parLicolare  che  se  r  divide  h  (indi  v,-=:^rj.  al- 
lora A''  appartiene  all'esponente  — . 

Y)  Se  i  due  numeri  A ,  A'  appartengono  agli  esponenti  h ,  h'  primi 
fra  loro,  il  loro  prodotto  A  A'  appartiene  all'esponente  prodotto  88'. 
Sia  intatti  d  l'esponente  cui  appartiene  A  A' ^  indi 

^^^"^=  1  (mod  m), 

e   questa,  introducendo   il   numero  A^  socio   di  ^l(^^li^l),  che 
appartiene  ancora  all'  esponente  8,  si  scrive 

A''^  =  ^i"  (mod  m) . 

Ma  A'  appartiene  a  8'  ed  A^  a  8,  onde  per  la  (3)  il  numero 
A'^  appartiene  a  un  divisore  di  8'  e  l'eguale  a  destra  Af  a  un 
divisore  di  8  :  questo  esponente  comune  è  dunque  =  1,  essendo 
8,  8'  primi  fra  loro.  E  allora  avendosi 

^«^  =  1 ,       A"  =  1 , 

è  d  multiplo  comune  di  8,  8',  cioè  del  prodotto  8  8'.  D'altra  parte 
si  ha  già 

{A  A'f^'  =  {A^f  .  {A'y  =  1  (mod  m) , 
e  quindi 

d  =  hh\  e.  d.  d. 

Consideriamo  ora  i  O(rti)  numeri  A  primi  con  m,  ciascuno  dei 
quali  apparterrà  per  a)  ad  un  esponente  8  divisore  di  0  (m) ,  e 
dimostriamo  V  ulteriore  proprietà  : 

8)  Se  d  è  il  massimo  degli  esponenti  a  cui  appartengono  i  $  (m) 
numeri  A  (mod  w),  ogni  altro  ò  è  un  divisore  di  d. 

Suppongasi  che  A  sia  uno  dei  numeri  appartenenti  al  mas- 
simo esponente  e?,  e,  se  è  possibile,  ve  ne  sia  un  altro  A'  appar- 
tenente ad  un  esponente  8  non  divisore  di  d.  Esisterà  allora  in 
8  almeno  un  divisore  primo  p  che  entrerà  in  8  ad  una  potenza 
maggiore  che  non  in  d,  diciamo  alla  potenza  p^^'  in  8,  alla  p'  in 
d,  ove  sarà  s  positivo  o  nullo,  r  positivo.  Poniamo 

8=:jp'^'.8,,       dz^p'.dy 
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ove  8, ,  di  non  saranno  più  divisibili  per  p . 
A  causa  della  (3)  i  numeri 

B'  =  A'^' ,      B  =  A^' 
appartengono  rispettivamente  agli  esponenti 

che  sono  primi  fra  loro.  Per  la  y)  il  prodotto  BB'  appartiene 
dunque  all'esponente 

p^^'di:=^p^d]:>  d^ 

ciò  che  è  contrario  all'ipotesi. 

Le  proprietà  dei  resti  di  potenze  finora  stabilite  valgono  per 
moduli  m  composti  qualunque,  ed  allora  in  generale  l'esponente 
massimo  d,di  cui  è  parola  nel  teorema  5),  divide  <I)(w),  ma  non 
raggiunge  questo  valore  massimo.  Nel  caso  che  lo  raggiunga, 
ogni  numero  A  appartenente  a  O  (m)  si  dirà  una  radice  primitiva 
del  modulo  m.  Ora  dimostriamo  che  questo  è  sempre  il  caso  (come 
in  aritmetica  razionale)  quando  il  modulo  m  è  un  numero  primo  Jt: 

Ogni  numero  primo  jt  nel  campo  di  Gauss  possiede  radici 
primitive. 

Bisogna  provare  che,  in  questo  caso,  pel  massimo  esponente 
d  si  ha 

rf  ==  O  (:t) ,  « 

E  infatti  la  congruenza  binomia 

ic''  =  1  (mod  ji) 

è  allora  soddisfatta,  a  causa  della  proprietà  6),  da  tutti  i  <I>  (jt) 
numeri  non  divisibili  per  .-r,  e  pel  teorema  al  §  17  sulle  con- 
gruenze a  modulo  primo,  è  quindi 
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D'altronde  d  divide  0(jt)  e  per  ciò  d  =  0(jt),  ed. d.  L'esistenza 
di  radici  primitive  rispetto  ad  un  modulo  primo  n  nel  campo 
di  Gauss  è  cosi  dimostrata,  ed  ora  dal  teorema  ^)  segue  che  di 
tali  radici  primitive  g  ne  esistono  cp  (<I>  {k)  ). 


§  20. 
Tabelle  d'indici  rispetto  ad  un  modulo  primo  jc. 

Essendo  n  un  numero  primo  nel  campo  di  Gauss,  prendiamo 
una  qualunque  delle  >  q)  (<I>  (:ji)  )  radici  primitive  ^  di  cui  sopra  ab- 
biamo dimostrata  l'esistenza.  Come  nell'aritmetica  razionale,  nelle 
0(at)  potenze  di  g 

(1)  /  =  1,   g.   g\...g^'-'-' 

abbiamo  tutti  i  $  (jt)  numeri  possibili  (mod  ji),  non  divisibili  per 
jt,  e  si  estende  quindi  immediatamente  la  teoria  degli  indici 
con  tutte  le  sue  conseguenze.  Qualunque  numero  a,  non  divisi- 
bile per  Jt,  sarà  congruo  con  una  delle  potenze  (1),  sia 

a^g^^  (mod  jt), 

e  l'esponente  a,  che  è  determinato  solo  rispetto  al  modulo  0(jt), 
si  dirà  anche  qui  l'indice  di  a  in  base  g: 

a  =  ind„  a. 

Scelta  una  radice  primitiva  g  (mod  jt),  si  potrà  con  questa 
base  costruire  una  tabella  d' indici,  il  cui  uso  è  perfettamente 
simile  a  quello  delle  analoghe  tabelle  in  aritmetica  razionale  (*), 
in  particolare  per  la  risoluzione  di  una  congruenza  lineare 

Ax^B  (mod  Jt) , 


(•)  V.  p.  e.  Dirichlet-  Dedekind.  Zahlentheorie,  «§  30,  31. 
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ove  si  calcolerà 

inda;^ind£  —  ind  ^  (mod  4>  (jt)  ) 

e  dalla  tabella  si  avrà  x.  Cosi  pure  per  l' esame  di  una  congruenza 
binomia 

(1)  af  =  D  (mod  tc)       {D  ^  0) 

si  sostituirà,  prendendo  gli  indici,  la  congruenza  lineare  rispetto 
a  ind  X 

ind  a;  ^  ind  Z>  (mod  O  (;i)) , 

e  la  (1)  sarà  solubile  {D  sarà  residuo  n"*"  di  tc)  allora  e  allora 
soltanto  che  ind  D  sia  divisibile  pel  massimo  comun  divisore  5 
di  «  e  di  0(jr),  e  soddisfatta  questa  condizione,  la  (1)  avrà  6  ra- 
dici. La  condizione  di  solubilità  della  (1)  si  può  anche  scrivere, 
indipendentemente  dalla  teoria  degli  indici  : 

(2)  D  '"    =1  (mod  rt). 

Quanto  alla  formazione  effettiva  di  queste  tabelle,  dovremo 
distinguere  (lasciando  da  parte  il  caso  ovvio  in  cui  7i=:l-\-t) 
il  caso  di  7t  complesso  di  1.°  grado  con  N{n)=p  e  p  numero 
primo  reale  ^  1  (mod  4),  ovvero  .t  reale  =^q^3  (mod  4)  (§  16). 

a)  Se  A^(jt)=:j>^  1  (mod  4),  allora  x(§  17)  qualunque  numero 
è  congruo  (mod  :x)  con  un  numero  reale,  e  in  particolare  formano 
un  sistema  completo  di  resti  (escluso  zero)  i  numeri    " 

1,2,3, ...p-1. 

D'altronde,  per  due  tali  numeri  reali,  ha  manifestamente  lo 
stesso  significato  la  congruenza 

a^b  (mod p) 
come  l'altra 

a^b  (mod  n:) , 

e, per  ciò:  le  radici  primitive  reali  g  di  un   numero  primo  p^l 
(mod  4)  sono  anche  radici  primitive  l'ispetto  al  modulo  complesso  Jt. 
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Segue  che  le  tabelle  costruite  per  questo  caso  nel  campo 
reale  servono  anche  come  tabelle  d'indici  nel  campo  di  Gauss. 

h)  Se  jr  =  5  =  3  (mod  4),  A^:t  =  q\  O  (;t)  —  g'^  —  1 ,  si  ha  nel 
campo  di  Gauss  un  sistema  completo  di  resti  (escluso  lo  zero) 
dal  numero  complesso 

a-\-i^ 

facendo  percorrere  ad  u,  [^  i  valori  0,  l,2,...g — 1  esclusa  la 
(u,  (3)  =  (0,  0).  In  questo  caso  nessun  numero  reale  «  può  essere 
radice  primitiva,  perchè  già 

a'~'  ^  1  (mod  g), 

e  quindi  l'esponente  cui  appartiene  (mod  g')  ogni  numero  realea 
è  un  divisore  di  q —  1.  Similmente  per  ogni  numero  puramente 
immaginario  i  |3  si  ha  già 

{i  P)*('-'>  =  1  (mod  q) , 

l'esponente  cui  appartiene  ì (3  è  quindi  un  divisore  di  2(g — !)(*)• 
Le  radici  primitive  esistono  qui  dunque  solo  fra  i  numeri  com- 
plessi a  -j-  f  (3  in  cui  tanto  a  che  j3  sono  e[e  0  (mod  q).  Per  la 
loro  ricerca  effettiva  non  si  hanno  regole  generali,  ma  si  deve 
procedere  per  tentativi,  convenientemente  diretti.  Trovata  una 
radice  primitiva,  si  potrà  disporre  la  corrispondente  tabella  d'in- 
dici costruendo  un  quadro,  ripartito  in  Nq^=q^  caselle  quadrate 
numerate,  nel  senso  orizzontale  e  verticale,  coi  numeri 

.0,1,2, ...q-l, 

corrispondenti  ai  valori  possibili  per  a  e  per  (3  ;  nella  casella 
all'incrocio  della    verticale    segnata   inferiormente  con  (a)  colla 


{*)  Ne  segue  :  ogni  numero  reale  ha  un  indice  multiplo  di  q-{-l;  un 

numero  puramente  immaginario   ha  un  indice  multiplo  di  =— — .  L'indice 

,2 

di  —  1 ,  in  qualunque  base,  è  ^— - —  . 
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orizzon.tale   segnata    lateralmente  a  sinistra  con  (|3)    si    scriverà 
l'indice  corrispondente  al  numero  a -j- '  r*-  Così  p.  e.  per 

q  =  3,       q  —  7, 
si  hanno  le  corrispondenti  radici  primitive 

e  le  tabelle  d'indici  qui  sotto  riportate: 

g  =  3,       0(5)=z8 

(2) 
(1) 
(0) 

(0)  (1)  (2) 

q  =  7,       ^{q)  =  48 


2 

6 

* 

3 

1 
0 

5 

7 
4 

(6) 

12 

46 

13 

41 

23 

19 

10 

(5) 

44 

7 

30 

3 

46 

42 

26 

(4) 

4 

11 

33 

38 

2 

16 

6 

(3) 

28 

29 

39 

26 

14 

9 

36 

(2) 

20 

1 

18 
43 

21 

27 

6 

31 

(1) 

36 

34 

47 

17 

37 

22 

(0) 

4: 

0 

32 

40 

16 

8 

24 

(0)     (1)     (2)     (3)     (4)     (5)     (6) 

Illustriamo  con  alcuni    esempi  numerici  l'uso    delle    tabelle. 
Le  congruenze  lineari 

[2-\-i)x  =  2i (mod  3),       (5  -f  3  «)  x  =  2  -j-  i  (mod  7) 

«i  risolvono  calcolando  dalle  tabelle  addotte  rispettivamente 

ind  a:  =  2  —  7  =  3  (mod  8) ,      ind  a;  =  43  —  9  =  34  (mod  48) , 
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da  cui,  osservando  le  tabelle: 

X  =  1  4- 2  2  (mod  3)  o  a?  =  1 -|- 2  (mod  7) . 

Ancora  la  congruenza  binomia 

a;^=l-f2j(mod3) 

è  solubile  (perchè  5  è  primo  con  $(3)  ==8)  ed  ha  una  sola  radice, 
che  troviamo  calcolando  ind  x  da 

6  ind  a;  ^  3  (mod  8) 

ind  x^l    , 
e  perciò 

a;  =  2  4-2. 
La  congruenza 

x*=3-f42  (mod7) 

è  solubile  perchè  ind  (3  -}-4/)=:::38  è  pari,  ed  ha  dunque  due  ra- 
dici (opposte),  che  si  calcolano  da 

2  ind  £C  =  38  (mod  48) 

ind  £c  =  19,  43, 
indi  le  soluzioni 

a;  =  5-f6i,    2 -f  2  (mod  7) . 

Osserviamo  che  se  in  questi  risultati  separiamo  ogni  volta 
il  reale  dall'immaginario  si  ottengono  teoremi  nel  campo  reale 
(mod  q)  relativi  a  congruenze  simultanee  in  due  incognite,  lineari 
o  di  grado  superiore. 

Cosi  la  moltiplicazione  (mod  q)  per  un  numero  fisso  a  -j-  i  ^  di 
un  numero  qualunque  x-\-iy 

x'  -f  iy'  z={a^i  |3)  {x  -f  iy) 

equivale  alla  sostituzione  lineare  omogenea  (mod  q) 

[    x' ^  ax  —  (3  V 

s)  ,    «    ,       (°^«^3)- 
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Il  periodo  di  questa  sostituzione  S  sarà  precisamente  l'espo- 
nente cui  appartiene  nel  campo  complesso  a-\-i^(inod  q),  e  se 
a~{-i^  è  radice  primitiva  la  S  avrà  il  periodo  =q'  —  1  (*)• 


§  21. 

D 


Residui  quadratici.  Simbolo 


Se  ;i  è  un  numero  primo  (impari)  di  Gauss  e  Z)  un  altro  intero 
qualunque,  non  divisibile  per  ;t,  si  è  già  detto  che  D  chiamasi 
residuo  quadratico  di  ^-r,  se  è  solubile  la  congruenza  x^^D  (mod  ;t); 
altrimenti  si  dice  non  residuo. 

Per  significare  il  carattere  quadratico  di  D  rispetto  al  numero 
primo  Jt,  Dirichlet  ha  introdotto  il  simbolo  (analogo  a  quello  di 
Legendre)  : 

D 


al  quale  si  attribuisce    il    valore  -{- 1  se  D  e   residuo,  il  valore 
—  1  se  è  non  residuo. 

A*  causa  della  (2)  §  20,  se  D  è  residuo  sarà 


-v(rj-i 


D    '     =-fl(modjt); 
e  siccome  in  ogni  caso,  pel  teorema  di  Fermat 

I>-'^'^'^^-'=l(mod:t), 


cioè 

-V(-)-» 


/        A(-)-l  \       /        .V(Tr)-l  \ 

[D    ■'     —iI[d'     -i-l)  =  0(modji), 


(*)  La  totalità  delle  sostituzioni  S  del  testo  è  manifestamente  un  gruppo 
G  commutativo  di  ordine  q-  ~  1,  e  l'esistenza  di  radici  primitive  signi- 
fica che  G  è  ciclico. 
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si  vede  che  quando  D  e  non  resìduo  si  ha  invece 


D    *     =  —  1  (mod  3i) . 

Così,  come  in  aritmetica  razionale,  si  ha  pel  carattere  quadra- 
trico  il  criterio  (di  Eulero) 


-V(«)-l 


D 


.V(lt)-1 


(mod  Tc) 


D    •     =  — 1 


se 

D 

» 

D 

71 

=  4-1 


=  -I. 


Tutto  ciò  può.  anche  confermarsi  elementarmente  come  segue» 
Prendasi  un  sistema  completo  di  resti  (mod  jc),  escluso  lo  zero^ 
e  siano 

|A,,m,...ji,        rz=^(n)=:zNn  —  \. 

Ad  ogni  numero  (x<  ne  è  associato  un  secondo  tale  che 
fi,  Hfc  =  Z>  (mod  zi) 

e  due  numeri  \i  cosi   associati  sono  sempre  distinti  se  Z)  è  non 

—  1,  gli  *'  numeri  ^  si  dividono 


residuo.  Pertanto,  quando 


in  ^  coppie  di  numeri  associati  e  il  prodotto  dei  numeri  in  ela- 
fi 

scuna  coppia  è  ^i>,  onde  si  ha 

y(7r)-i 

(mod  :rt),       se 


(1) 


Hi  (Xj . . .  H,  =  D 
D 


D 


Quando  invece 


=  -h  1,  la  congruenza  a?*  ^  D  (mod  jt)  ha, 

due  e  due  sole  radici  e  fra  i  numeri  \i  ve  ne  sono  due  soli 
(opposti)  H,  —  fx  ciascuno  dei  quali  coincide  col  proprio  associato^ 
sicché  il  loro  prodotto  è  ^  —  M-*  ^  —  D  (mod  n)  e  si  ha  quindi 
in  questo  caso 

D 


-V(::)-i 


(2) 


Hi  H, . . .  jx^  ^  —  D    *     (mod  Jt),      se 


=  +  1 
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Intanto  siccome  !>=:  1  è  certamente  re^^iduo,  la  (2)  ci  dà  subito 
il  teorema  (di  Wilson) 

H,  ti,  . . .  u,  =  —  1  (mod  :r) , 
e  sostituendo  nelle  (1),  (2)  risulta  il  criterio  d'Eulero 

D 


Z>    *     ^  +  1  (mod  n:),  secondo  che 

od  anche 

D 


=  ±1, 


n 


D    '     (mod  -T[) . 


n  simbolo    — 
71 


gode,  come    subito   si   vede,  delle   proprietà 


analoghe  a  quelle  del  simbolo  di  Legeudie,  in  particolare  delle 
due  fondamentali 


I) 


n) 


A 


B 


,      se  A^  B  (mod  Jt) 


A.B.C..: 

7t 

= 

A 

B 

' 

[CI 

Del  resto  Dirichlet  ha-ridotto  il  calcolo  del  simbolo 


D 


nel- 


l' aritmetica  di  Gauss  a  quello  di  Legendre  (o  al  generalizzato  di 
Jacobi)  in  aritmetica  razionale  colle  considerazioni  seguenti. 

a)  Sia  dapprima  :t  un    numero   primo  reale  5^3  (mod  4)   e 
pongasi  D  =  a-hi^.  Se  è  solubile  la  congruenza 


(3) 


X*  ^  a  H-  t  p  (mod  jc) , 


scindendo   X  nella   sua   parte   reale   ed   immaginaria    col   porre 
X=zf-^iu^  sarà  solubile  in  aritmetica  razionale  il  sistema 


(4) 


(   2tu=  p 


(mod  q) , 
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e  viceversa  se  questo  è  solubile,  è  solubile  la  (3). 
Ora  dalle  (4)  deduciamo 

{f  -h  uy  E=  «'  -^  p*  (mod  g), 

onde  si  vede  che  da 


(5) 
«egue 

(6) 


a  4-/3 


=  +1 


=  4-1 


Inversamente   proviamo   che   dalla   (6)   segue  la  (5).  Se  dap- 
prima a  ^  0  (mod  q\  sussiste  la  (6)  ed  il  sistema  (4)  diventa 


e  siccome  qui 


M  =  +  f,      2f  =  + |3  (mod  g), 
-1^ 


=  —  1  si  può  sempre  soddisfare  alla  seconda 


congruenza  scegliendo  una  delle  due  determinazioni  di  segno. 

Supponiamo  ora  a  ^  0  (mod  q).  Valendo  la  (6),  si  può  trovare 
un  numero  s,  determinato  a  meno  del  segno,  tale  che  sia 


Cloe 


s*  ^  a*  -f-  P*  (mod  q\ 
(«— |3)  (.• -f  (3)  =  a*  (mod  g). 


I  due  numeri  s — p,é-4-(3  hanno  dunque  lo  stesso  carattere 
quadratico  (mod  q)  e  possiamo  supporre  che  sia 


f-^)=(^)—^ 


perchè,  se  accade  il  contrario,  basta  scegliere  —  s  in  luogo  di  *. 
E  allora  determinando  due  interi  q),^i)  tali  che  si  abbia 


avremo 


q)*  =  *-l-j3,       i[>- =  .9  —  p  (mod  g), 
qj*  ■\!if-  ^  a*  (mod  g), 


indi 
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cp  i|)  ^  +  a  (mod  q). 


D 
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Possiamo  inoltre  assumere  9,  i|'  tutti  due  dispari  o  tutti  due 
pari,  e  allora  i  due  interi 


(p  +  Tp 


u  = 


2 


a-fip 


soddisfano  le   (4).  Cosi  dunque   il    simbolo   di  Dirichlet 

per  n  reale  ^  3  (mod  4)  si   riduce   al   simbolo  di  Legendre  colla 
formola 

«..K..       .v-,„.  wi]       (Nm 

(I) 


:^i=m'  ° 


6)  Sia  ora  :x.z=a-\-ih  un  numero  primo  complesso  di  l.»  grado, 
che  sarà  lecito  supporre  scritto  sotto  forma  primaria  (§  14),  con 
a  dispari,  h  pari,  e  sarà  in  tal  caso 

con  p  numero  primo  reale  ^  1  (mod  4).  Per  esaminare  qui  la 
solubilità,  o  meno,  della  congruenza 

X*  ^  D  (mod  Ji), 

xicordiamo  che,  in  questo  caso,  ogni  numero  è  congruo  (mod  ;i) 
oon  un  numero  reale  (§  17),  e  per  ciò  possiamo  supporre  nella  (a) 
tanto  D  che  x  reali.  Ma  allora  il  numero  reale  x* — D  divisibile 
per  :r,  lo  è  anche  pel  coniugato  ;t,  e  quindi  per  7i:t=p,  sicché 
la  solubilità  della  (a)  nel  campo  di  Gauss  porta  la  solubilità  nel 
campo  reale  della 

(6)  x*  =  D  (mod  p) , 

•  poiché  da  questa  segue  in  particolare  la  (a)  ne  concludiamo  : 

D 


Se   D  è   reale  si   ha 
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Abbiasi   ora   uu  uumero   complesso   qualunque    u-[-^P  .(nou 
divisibile  per  jr)  e  si  cerchi  il  carattere  quadratico  di 


Basterà,  sottraendo  da  a-\-i^  un  multiplo  di  a-\-ih 

{a-\-ih)  {t-\-iu)       {t^u  razionali  interi), 
ridurlo  ad  uu  numero  reale  D  e  si  avrà  per  la  precedente 


a  +  è(3 


Ma  da 

si  trae 


a  -f  i |3  —  (a  -)-  ih)  {t  -f-  iu)  —  D 


6<  -f-  aw  =  (3 
—  at-\-hu^=:  D  —  a 

e  queste,  risolute  rapporto  a  i,  w,  essendo  a^-\-¥z=ip^  danno 

jpt=^aa-\-h^  —  aD 
)   puz=a^  —  ha-\-hD 


cioè 


aD^  aa-\-b^ 


(e) 


bD  =  ba  —  a^ 
La  prima  di  queste  ci  dà 

faa  -\-  b^\       la 


(mod  p)  (*) . 


P       )       \P 
ma  siccome  pz=  à^  -\-b',  è  p^¥  (mod  a)  e  il  simbolo  di  Jacobi 


P 


(con  a  per  ipotesi  dispari)  ha  il  valore  -f- 1 ,  onde  pel  teo- 


rema di  reciprocità,  essendo  i?  ^  1  (mod  4),  risulta  anche 


il=  +  i- 


(*)   Siccome   a  +  tp,  indi  D,  non  è  divisibile   per  u,  i  due   binomii 
oa-|-&S,  6a  —  «^  non  sono  congrui  a  zero  (mod  u). 


Residui  qxiadratici.  Simbolo 

La  precedente  (e)  resta  quindi 


D 


93 


Mf) 


ed  otteniamo  la  seconda  formola  di  Diriciiiet 
a  -f-  i  p 


(li) 


a  -\-  i  b 


:=  { — — '      (supposto  a  dispari). 


Si  osservi  che,  cangiando  in  questa  b  in  — b,  pel  carattere 
quadratico  dello  stesso  numero  a-j-?P  rispetto  al  numero  primo 
coniugato  si  ha 


a+/p 


a  —  ib 


a  a  —  ò  (3 


indi  moltiplicando 


u4-i^ 


-(■ 


à'\y- 


Ma  da  a* -|- ^*  =i>>  segue 

a-  a*  —  b- 1^*  ^  a*  (a*  -\-  (3*)  (mod  p), 


er  ciò 


Fa  +  ip" 

.V(a-f  zP) 


Un  numero  qualunque  m  ha  dunque,  rispetto  ai  due  fattori 
primi  coniugati  :i,  tt  di  j)  =^  "^  -t  ,  caratteri  concordanti  o  discor- 
danti secondo  che  A^w  è  residuo  o  non  residuo  di  j). 


§  22. 
Il  teorema  di  reciprocità  nel  campo  di  Gauss. 

Come  in  aritmetica  razionale,  anche  qui  per  la  teoria  dei 
residui  quadratici  si  pone  il  problema  foiKÌamentale  :  dato  un 
numero  D  trovare  tutti  i  numeri  pnmi  impari  jt  di  cui  D  è  residuo 
(o  rum  residuo).  Esso  si  riduce  essenzialmente  ai  tre  casi  elementari 

D  =  i,       Z>=l  +  «,       D  —  a-\-i^, 
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dove  a  -j-  i  P  indica  un  numero  primo  impari,  clie  potremo  sempre 
assumere  sotto  forma  primaria,  poiché  ogni  numero  D  si  scom- 
pone in  prodotti  di  numeri  primi  della  forma  addotta  e  di  loro 
potenze. 

Basterà  dunque  saper  calcolare   successivamente  i  valori    dei 
tre  simboli 

a) 


i 

71 

,          &) 

,       c) 

[a+pej 

7C 

dove  71-=:  a -\-ib  è  un  numero    primo   impari,  che   si    assumerà 
ancora  sotto  forma  primaria. 

a)  In  questo  caso   si  ha  immediatamente  dal  criterio  d*  Eu- 
lero (§  21) 


^  i        (mod  jt) 


ossia 
(III) 


(-  1)  ^    , 


formola  che  risponde  alla  questione. 
Si  osservi  che  se  :rt  è  di  2.*^  grado 

N7i  =  q\       3  ^3  (mod  4), 

i  e  sempre  residuo  quadratico  (il  suo  indice  è  pari,  come  risulta 
anche  dal  §  20).  Se  jt  è  di  1.°  grado  Nti  ==p^l  (mod  4),  allora 
i  è  residuo  se  jp  ^  1  (mod  8),  non  residuo  se  ^  ^  5  (mod  8). 

b)  Pel  carattere  quadratico  di  1  -[-  i  rispetto  al  modulo  primo     < 
Jt  =  a -[- 2  6 ,  reale  o  complesso,  sussiste  la  formola 

(IV) 


1  +  i 


a  -{-  ib 


=  i-l) 


E  infatti  se  dapprima  a-\-  ib  e  reale  =  —  q,  con  q^3  (mod  4), 
dalla  (I)  si  ha 

-  (-  1)   ^    , 


1+i 


che  coincide  colla  (IV). 


Il  teorema  di  reciprocità  nel  campo  dì  Gauss  95 

In  secondo  luogo  se  a-\-ib  è  complesso  (primario)  e  p=za^-\-b*, 
sarà  per  la  (II) 

l-^i]_(a-\-b} 


a  -\-  ib 

Ora,  avendosi  2p  =  {a  —  bf  -\-  {a-\-  6)%  risulta 
2p^{a  —  b)-  (mod  a-\-b) 

ed  il  simbolo  di  Jacobi  ( — p-r\  ba  il  valore  -1-  1,  cioè 

\a  -f  ò; 


\a-\-b) 


-i^. 


[a-\-bj       \a-\-b 
PeJ  teorema  di  reciprocità  si  ha  dunque 


ro-r  6)1-1 


Cioè 


i-\-n_ 


a-\-ib 


(o-6^-l 


(-1) 


cbe  è  la  (IV). 

e)  Per  il  calcolo  in  fine  del  simbolo 


a  -\-  ib 

con  a-f-^P}  aA^-ìb  numeri  primi  impari  (primari)  serve,  come 
in  aritmetica  razionale,  il  teorema  di  reciprocità  che  assume  qui 
la  forma  semplice  (Gauss) 


(V) 


fa-f-ipl 

= 

rt  -f-  è  6 

a  -\-ib 

_a  +  ipj 

Per  la  dimostrazione  sono  da  suddistinguersi  tre  casi  : 

1.^  Se  a-]-«(5j  a-\-ib  sono  tutti  due  reali,  la  (V)  si  riduce  a 
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che  sussiste  ia  effetto  avendo  per  la  (I)  i  due  simboli   il   valore 
comune  -|-  1. 

2.0  Se  a  -f-  i  (3  è  reale  =  —  g ,  con  q~S  (mod  4)  ed  a  -f  ib  è 
complesso  -con  norma  p  =  a'  -\-  6'  =  1  (mod  4),  la  (V)  si  scrive 


(i 

= 

a  -\-ib' 

a  ~\~  ib 

.    q 

Per  verificarla  si  osservi  che,  a  causa  della  (I) 


a  -j-  i  b 

e  per  la  (II) 

Q 

faqX /aX    /q\        /q 

~\p)~\p)    \p)~  [p 

[a-i 

-ib 

perchè,  come  sopra  si  è  visto,  [-J  m  -[-  1 .  Resta  dunque  da  veri- 


ficare che 


il  che  segue  dal  teorema  ordinario  di  reciprocità. 

3.0  Se  in  fine  a-]-/ (3,  a-\-ib  sono   ambedue  complessi   (pri- 
.  marii),  pongasi 

con  p,  P  numeri  primi  reali  ^  1  (mod  4).  Si  ha  per  la  (II) 


a-f /|3 


a  -\~ib 


aa-{-b^ 
P 


a  -f-  i  & 


a  -j-  i  p 


a  a  +  ò  p 


P 


e  d'altronde  avendosi 

pP=:{au-\-b^Y-{-{ba  —  a^f 

pP={ba  —  a^f    (mod  a  a -[- 6  P). 


risulta 


Questo  modulo  aa-\-b^  è  dispari  (primo  con p,  P)  onde  segue 
l'eguaglianza  dei  due  simboli  di  Jacobi 


.^_    _ 


aa-\-b^j       \aa-f6|3/' 


P 
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ed  invertendo  col  teorema  di  reciprocità  risulta 
(aa  -^  6p\ (aa  -^b^'^ 


ciò  che  dimostra  la  (V)  anche  in  quest'ultimo  caso. 

§  23. 
Analisi  inde  ter  mina  ta  di  primo  grado  nel  campo  di  (xauss. 

Prima  di  passare  alla  considerazione  di  ulteriori  campi  di 
integrità  (campi  quadratici),  sarà  opportuno  che  ci  fermiamo  a 
considerare  l'estensione  al  campo  di  Gauss  delle  proprietà  ele- 
mentari aritmetiche  esposte  nei  primi  paragrafi  del  Capitolo  I 
(§§  1  a  5)  pel  campo  razionale.  Se  ben  si  esamina  il  punto  di 
partenza  del  §  1  per  l'ampliamento  delle  matrici  aritmetiche,  si 
osserva  che  tutto  è  fondato  sulla  risolubilità  in  interi  (nel  campo 
razionale)  dell'  equazione 

(1)  c,Xi-{-c,a.\ -{-... -{-c^x„  =  Ò, 

quando  5  sia  il  massimo  comun  divisore  dei  coefiBcienti.  Ma  questa 
proprietà  è  un^  conseguenza  dell'altra,  corrispondente  al  caso 
/ir=2,  dipendente  del  fatto  che  nel  campo  vale  un  algoritmo 
euclideo  per  le  successive  divisioni.  Siccome  anche  nel  campo  di 
Gauss  vale  l' algoritmo  euclideo  (§  15),  cosi  anche  la  (1)  è  solu- 
bile nel  campo  di  Gauss  sotto  le  «stesse  condizioni  (*).  Ed  ora,  se 
percorriamo  di  nuovo  le  dimostrazioni  sviluppate  nei  detti  §§'  1-5, 
applicandole  a  numeri  interi  del  campo  di  Gauss  e  sostituendo 
al  valore  assoluto  del  numero  il  suo  modulo  (o  la  norma),  facil- 
mente vediamo  che  esse  restarfb  valide  coi  corrispondenti  can- 


(*)  Più  in  generale  le  deduzioni  seguenti  sussistono  in  tutti  i  campi 
d'integrità  clie  posseggono  un  algoritmo  analogo  (del  massimo  comun 
divisore). 
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giamenti.  Basterà  dunque  che  qui  riassumiamo  le  principali  di 
queste  proprietà,  limitandoci  agli  enunciati. 
1.0  Abbiasi  una  matrice  rettangolare 


(1) 


«2,  a.,.,  .  . .  a,„ 


con  m  linee  ed  n  >  m  colonne  di  caratteristica  m,  i  cui  elementi 
a.-fc  siano  interi  di  Gauss,  e  sia  d  il  massimo  comun  divisore  (deter- 
minato a  meno  di  un'unità)  dei  suoi  minori  d'ordine  m: 

La  matrice  si  può  completare,  coW  aggiunta  di  n  —  m  righe  di 
convenienti  interi,  a  determinante  =:  d, 

2.*^  Nel  campo  di  Gauss  sia  proposto  il  sistema  di  m<w  equa- 
zioni lineari  (indipendenti)  in  n  incognite 

{     «a  iC,  -[-  «la  «^2  -j-  •  •  •  ■-}-  «i«  ^n  =  ^i 
,    «21  Xi  -f-  a,,  a;,  +  . . .  -f  a,^  x„  =  h 


Quale  è  la  condizione  afiS.ncliè  il  sistema  sia  solubile  in  interi? 
Procedendo  come  al  §  2,  si  vede  che  la  condizione  corrisponde 
sempre  al  teorema  di  Capelli  e  cioè  consiste  in  questo  che: 
La  matrice  incompleta  (1)  del  sistema  e  la  completa 

«11       «12    •   •  •  «In        "-1 


«mi      «« 


*'m»      "-m 


l^n 


debbono  avere  lo  stesso  massimo  comun  diviswe  dpei  minori  d'ordine  m. 

Soddisfatta  la  condizione,  nella  soluzione  generale  delle  (2) 
entrano  n  —  m  parametri  arbitrarli  suscettibili  di  assumere  tutti 
i  valori  interi  complessi. 

E  qui  si  osservi  che,  scindendo  nelle  (2)  ciascun  coefficiente 
«,7,,  e  ciascuna  variabile  £c,-,  nella  sua  parte  reale  ed  immaginaria, 


^inalisi  indetertninata  di  primo  grado  nel  campo  di  Gauss  99 

si  rientra  in  un  problema  del  campo  reale  al  §  2  con  2w  equa- 
zioni in  2n  incognite  e  si  potrebbero  applicare  le  condizioni  di 
risolubilità  sotto  forma  reale,  che  riuscirebbero  diversamente  for- 
mulate. Ma  è  anche  da  osservare  che  le  2  m  equazioni  lineari 
reali  ora  dette  sono  costruite  in  modo  aifatto  speciale  ;  ed  ap- 
punto l'algoritmo  immaginario  serve  a  dare  alle  condizioni  di 
risolubilità  la  forma  più  opportuna  (*). 

3.«>-Si  abbiano  m  <  w  forme  lineari  indipendenti 


2«.AÌ»fc       («  =  1,2, 


m] 


a  coefficienti  interi  nel  campo  di  Gauss. 

Mediante  una  sostituzione  lineare  intera  nelle  x  unimodulare 
(con  determinante  eguale  ad  un'unità),  si  potrà  dare  al  sistema 
delle  m  forme  la  seguente  fgrma  ridotta  (cfr.  §  3) 

Ui  z=  Ci  x\ 

U.2  —  C21  X  1  — [—  C^X  2  ■      " 


**m C,„,  X  1  -j-  C,„2  ^  s  ~p  •  •  •      I      ^m,m-l  ^  mi  "1      ^m^  m 

dove  gli  interi  e, ,  c^ . . .  c„  nella  diagonale  principale  sono  tali  che 

Ci  C2 . .  .  C„  ::^  a , 

essendo  d  il  divisore  della  matrice  dei  coefficienti  (massimo  comun 
divisore  dei  minori  d'ordine  m).  Inoltre  i  coefficienti 

Cri }  Cr2  j  '  •  •  c,,,.i       (r  =:  2 ,  3 ,  . . .  wì) 

possono  ridursi  rispetto  al  modulo  c^  e  ciascuno  di  essi  è  quindi 
suscettibile  di  NCr  valori  diversi.  Due  sistemi  di  m  forme  cia- 
scuno sono  equivalenti  allora  ed  allora  soltanto  che  i  corrispon- 
denti sistemi  ridotti  coincidano. 


{*)  P.  e.  nel  caso  più  semplice  ?i  =  1  di  una  sola  equazione 

(a  -j-  i  6)  (x  -}-  i  </)  =  *  +  *  P 
la  condizione  sotto  forma  complessa  è  che  a-|-  /p  sia  divisibile  per  a-\-ìh',  sotto 
forma  reale  che  i  binomii  aa-j-ft^,  ha. —  a^  siano  divisibili  per  N{a-\-ih), 
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4.°  Dato  un  sistema  di  n  forme  lineari  aritmetiche  indipen- 
denti (nel  campo  di  Gauss) 

/!•  =  2j  ^ ••''  ^"      (i  —  1 ,  2, . . .  'n) 

si  pone,  come  al  §  4,  la  nozione  di  congruenza  di  due  forme  li- 
neari F,ìb  (a  coefficienti  interi)  rispetto  ai  moduli  /"i, /i,  . .  .  ^„, 
quando  cioè  F — $  si  può  scrivere  come  aggregato  lineare,  a 
coefì&cienti  interi,  dì  fi,  f^, . . .  f„.  Esiste  un  numero  finito  di  classi 
di  forme  (modd /",,/!,,... /"„)  e  questo  numero  è  dato  dalla  norma 
del  determinante  1)  delle  forme  f^,  f,,  .  .  .  f„.  Per  avere  le  N D 
classi,  si  cangierà,  con  una  sostituzione  lineare  intera  unimodu- 
lare  eseguita  sulle  /),  questo  sistema  di  forme  nel  sistema  ridotto 
{B)  §  4,  dove  gli  interi  in  diagonale  sono  tali  che 

f'n  e,, . . .  c„„  =  i), 

e  quelli  secondarli  di  ogni  colonna  possono  ciascuno  sostituirsi 
con  un  coefficiente  congruo  rispetto  al  coefficiente  "principale  c,^. 
Si  avranno  allora  i  rappresentanti  delle  ND  classi  da 

F=  Y,  -x-,  -\- y^x, -{-... -\-  y„x„ 

facendo  percorrere  a  ciascuna  y,  un  sistema  completo  di  A^c„ 
resti  rispetto  al  modulo  c„. 

5."  Le  sostituzioni  aritmetiche  unimodulari  (a  determinante 
unità)  nel  campo  di  Gauss  formano  un  gruppo  infinito  G.  Se  si 
considerano  tutte  le  sostituzioni  aritmetiche  ?7di  un  dato  deter- 
minante D,  se  ne  può  considerare  l'equivalenza  a  destra  o  a 
sinistra  rispetto  al  gruppo  G  (cfr.  §  5),  e  si  trova  che  ogni  volta 
si  può  cangiare  la  U  in  una  equivalente  di  tipo  ridotto.  Il  nu- 
mero delle  ridotte  è  finito. 

Osserviamo  infine  che,  fondandosi  su  questi  risultati,  si  pos- 
sono riprendere  le  ricerche  del  §  6  s.  s.  sui  teoremi  di  Minkowski 
per  forme  lineari  a  coefficienti  complessi  qualunque,  dove,  nelle 
limitazioni  corrispondenti,  il  determinante  D  delle  forme  è  da 
surrogarsi  colla  sua  norma  ND. 
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§  24 
Xiiovi  campi  quadratici  con  algoritmo  euclideo. 

Dopo  il  campo  di  Gauss,  si  possono  considerare  alcuni  altri 
campi  quadratici  di  integrità  (dipendenti  da  irrazionalità  quadra- 
tiche), pei  quali  vale  ancora  un  algoritmo  euclideo  delle  succes- 
sive divisioni.  E  allora  per  gli  interi  del  campo  sussistono  le 
stesse  leggi  fondamentali  di  divisibilità  colla  decomposizione 
essenzialmente  unica,  ove  si  prescinda  da  fattori  unità,  di  ogni 
intero  del  campo  in  fattori  primi  ;  poiché  infatti  il  valere  un 
algoritmo  euclideo  porta  seco,  per  le  ragioni  stesse  addotte  al 
§  16  pel  campo  di  Gauss,  la  decomponibilità  unica  in  fattori 
primi,  e  l'identità  di  numeri  indecomponibili  e  di  numeri  primi. 
Diciamo  però  subito  che  se  il  sussistere  di  un  algoritmo  euclideo 
è  condizione  fiuffìciente  perchè  valgano  le  leggi  di  divisibilità  e 
la  decomposizione  unica,  tale  condizione  non  è  necessaria,  cioè 
esistono  campi  a  decomposizione  unica  sebbene  non  valga  un 
algoritmo  euclideo  (*). 

a)  Campo  delle  radici  cubiche  dell'unità: 

Dopo  il  campo  di  Gauss  K{i)  della  radice  quarta  /  dell'  unità, 
venne  considerato  da  Jacobi  e  da  Eisenstein  il  campò  d'integrità 
determinato  dalla  radice  cubica  j  dell'  unità 

"^~  2 

la  cui  introduzione  ha  lo  stesso  significato  per  la  teoria  dei  re- 
sidui cubici  come  quella  dei  numeri  di  Gauss  pei  residui  biqua- 


(*)  Tale  è  p.  e.  il  campo 


1-i-i  t/  19 
2 
pel  quale  noa  vale  un  algaritmo  euclideo  ma  sussiste  decomponibilità  unica. 


b  — — (a,  b  interi  razionali), 
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dratici.  I  naraeri  interi  di  questo  campo  quadratico  K(j)  sono 
i  numeri  della  forma 

con  a,  h  interi  ordinarii  e  formano  manifestamente  un  campo 
'd'integrità.  Come  nel  campo  di  Gauss  (§  14),  si  póngono  qui  i 
concetti  di  divisibilità,  di  unità  ecc.  Norma  di  un  numero 
iìi  z=z  a  -\-  hj  è  l' intero  razionale  positivo 

Nm  —  {a-\-hj)  (a  +  bj,)  {*}=za'— ah^b'=  {a  —  hf~{-ah.      . 

Ne  risulta  subito  che  in  K{j)  esistono  le  .s-ei  unità 

.±1,    ±i.      ±/, 
le  quali  coincidono  colle  radici  seste  dell'unità. 

Come  al  §  15,  si  stabilisce  che  vale  in  K{j)  un  algoritmo  eu- 
clideo, partendo  dall'osservazione  che  dati  due  interi  a,  P  di  K{j) 
con  N'a^ N!^  se  ne  può  determinare  un  terzo  y  tale  che  pel  resto 


si  abbia 


xVph<|A^P(**). 


(*)  Qui  è  ^0  =p. 

(**)  Procedendo  come  al  §  15,  si  couaideii 

e  posto 

a  Po  =  «  4-  &i  T 
si  dividano  a,  b  per  N^  in  guisa  che  i  resti  r,  s  non  superino  in  valore 

assoluto  —  N^  ',  così  pongasi 

Y  —  «1  -f  hj 


e  si  avrà 


Ma  N(r  +  $j)  =zr^^s^  —  r$<^  {N^f, 


e  COSI 


-^'Pi<|-^P 
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Valgono  cosi  i  teoremi  stessi  per  la  decomponibilità  come 
nel  campo  di  Gaiiss^  e  non  resta  più  altro  che  ricercare  gli  effet- 
tivi numeri  pìnmi  ti  del  campo  K(j),  per  la  qual  cosa  basterà, 
come  al  §  16,  effettuare  la  decomposizione  in  fattori  nel  campo 
K{J}  dei  numeri  primi  ordinarii  p. 

In  primo  luogo  per  j)  =  3  si  ha  la  decomposizione 

3=z(l~J)(l-f), 
e  siccome 

i-f  =  -fa-j), 

nel  numero  3  entra  ^1  quadrato  1  — j,  che  corrisponde  al  fattore 
primo  1  -|~  '  ^^^  campo  di  Gauss. 

Supposto  ora  ^  4=  3,  potranno  presentarsi  i  due  casi  fcf.  §  16) 

X:iz=zp  o  yTczzip*.  * 

Nel  primo  caso,  posto-  jc  z=  a -\-bj,  deve  essere 

(1)  p  =  a*-\-b'  —  ab 

e  per  ciò  certamente  p  ^  l  (mod  3);  onde  se  ^  ^  —  1  (mod  3)  (in 
particolare  per  p  =  2),  il  numero  p  rimane  primo  (di  2.°  grado) 
nel  campo  K{j).  Ma  ora  viceversa  se  il  numero  primo  p  dispari 
del  campo  reale  è  ^  1  (mod  3)  e  per  ciò  anche 

p^  l  (mod  6) , 

considerando  la  congruenza  di  Fermat 

(2)  x"-'  =  1  (mod  p) 

nel  campo  K(j)f  questa  ha  oltre  le  j)  —  1  radici 

ì,2,...p-l 

anche  la  radice  j  (essendo  p  —  1  divisibile  per  6),  e  poiché  queste 
p  radici  della  (2)  sono  tutte  manifestamente  incongrue  (moòp) 
ne  segue  (cf.  §  16)  che  p  non  è  primo  nel  campo  K(j)  e  presenta 
dunque  il  primo  caso. 
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Riassumendo,  nel  campo  di  Jacobi-Eìsenstein  K(j)  abbiamo, 
oltre  il  numero  primo  singolare  1  — J,  queste  due  specie  di  nu- 
meri primi  : 

1)  /  numeri  primi  reali  della  forma  (Sn  —  1  e  il  numero  2. 

2)  I  fattori  primi  (complessi  coniugati)  dei  numeri  primi  reali 
della  forma  6n-{-  1. 

Rispetto  a  questi  è  da  osservare  che  alla  formola  (1)  si  può 
anche  dare  la  foròia 

4i?r=(2a-^ftf-f  36% 

onde  il  teorema  d' aritmetica  razionale  : 

Il  quadruplo  di  un  numero  primo  della  forma  6  n  -f- 1  si  può 
decomporre  (in  uno  ed  in  un  sol  modo)  nella  somma  di  un  quadrato 
e  di  un  triplo  quadrato, 

h)  Campo  iMMAGiNArio  K{i^  2  ): 

Come  interi  di  questo  campo  definiamo  i  numeri  della  forma 

a  =  a  -|-  « 6 1^  2       (a,  6  razionali  interi); 

essi  formano  manifestamente  un  campo  d' integrità.  La  norma  di 
a  è  il  numero  intero  positivo 

ed  esistono  due  sole  unità,  le  unità  reali  Hh  1.  Vale  un  algoritmo 
euclideo  di  successive  divisioni,  poiché  se  a,  (3  sono  due  interi  di 
K{if2^)  e  Na'^N ^,  si  può  trovare  un  terzo  intero  y  tale  che 
pel  resto 

3 

si  abbia  iV^Pi  <— A^(3(*).  In  questo  campo  /jr(i)/ 2  )  sussistono  dun- 


(*)  Considerato  anche  qui 

a  _  ago 

«  posto  • 

a%z=a-{-ìhf'2 
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que  le  ordinarie    leggi  di  divisibilità,  decomponibilità    unica  in 
fattori  primi,  ecc. 

Per  la  ricerca  dei  relativi  numeri  primi  si  osservi  che  il  nu- 
mero /  )'  2  ,  di  norma  =  2,  è  qui  il  numero  primo  singolare,  ed  è 

2  =  —  {i\''Y)\ 

Gli  altri  Jt  si  ottengono  decomponendo  i  fattori  primi  razio- 
nali dispari  p.  Se 

7t=:  a  -\-  ih 
è  primo  di  1.°  grado,  si  ha 

p  =  X:i  =  IV  -[-  2  ¥ 

ed  essendo  a  necessariamente  dispari,  il  numero  p^  rispetto  al 
modulo  8,  sarà  ^  1  se  ft  è  pari,  invece  ^3  se  ò  è  dispari.  Dunque 
ogni  numero  primo  reale  p  di  una  delle  altre  due  forme8n-|-5, 
Sn-\-l  rimane  indecomponibile  nel  campo  ^(i|/2),  ci.oè  è  un 
numero  primo  di  2.°  grado.  Ma  se  invece  ^  è  di  una  "delle  due 
prime  forme  Qn -\-l^Hn -\-^  avviene  certamente  il  primo  caso, 
^  cioè  p  è  decomponibile.  Questo  si  riconosce  osservando  che  in 
tal  caso  —  2  è  residuo  quadratico  di  p^  cioè  esiste  un  intero 
(razionale)  \  tale  che 


si  proceda  come  nel  caso  precedente,  e  si  avrà 

Po 
•  Ora,  essendo  r'^<^{N'^f,  s«<i  {N^)\  si  ha 
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sia  divisibile  per  p.  Ma  allora,  nel  campo  K{if2  ),  il  numero  p 
divide  il  prodotto 

senza  dividere  ne  l'uno  ne  l'altro  fattore,  ed  è  per' ciò  decom- 
ponibile. A  questo  risultato  corrisponde  il  teorema: 

Ogni  numero  primo  p  della  forma  ^n-\-l  o  Sn-\-^  si  decom- 
pone (in  uno  ed  in  un  sol  modo)  nella  somma  di  un  quadrato  e  del 
doppio  di  un  quadrato. 

e)  Il  campo  beale  K{^  '2  ): 

Qui  formeranno  il  campo  d'integrità  tutti  i  numeri  della  forma 

az=za-\-b]'  2   («,  h  razionali  interi) . 

Coniugato  di  a  chiamiamo  il  numero  a'  dato  da 

a'  —  a—h^^, 
» 
e  norma  di  a  (No)  il  prodotto  razionale  a  a' 

Na  =  a-—2b\ 

Mentre  nei  casi  precedenti  (corpi  immaginarli)  le  norme  erano 
sempre  numeri  positivi,  qui  possono  essere  positive  o  negative. 
Le  nozioni  di  divisibilità  ed  i  primi  teoremi-  relativi  (cfr.  §  14) 
si  pongono  come  per  gli  altri  casi  ;  ma  qui  per  la  prima  volta 
si  riconosce  l'esistenza  di  infinite  finità,  cioè  di  numeri  a  pei  quali 

Na  =  ±l. 
Intanto  una  di  esse  è  la 


colla  coniugata 


z=-=}'2-l, 


e 


e  dalle  sue  potenze  intere  con  esponente  intero  positivo,  nega- 
tivo 0  nullo  vengono  generate  infinite  unità,  che  possono  di  più 
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anche  cangiarsi    di    segno.  Così,  si    hanno  in  KiflT)  le   infinite 
unità 

+  g",    n—0,    +1,    +2,    +3,... 

che  sono   d'altronde    tutte    le   possibili  (*),  ed   ogni   intero  a  ne 
ammette  infiniti  associati 

*  +  a  8", 

che  rispetto  alla  divisibilità  si  comportano  come  un  unico  numero. 
È  facile  ora  vedere  che,  non  ostante  l'esistenza  di  infinite 
unità,  vale  in  questo  campo  reale  K{]'  2  )  un  algoritmo  euclideo 
di  divisioni.  Basta  per  questo  riprendere  il  procedimento  mede- 
simo usato  per  gli  altri  casi  e  riferirsi  ai  valori  assoluti  delle 
norme.  Dati  infatti  due  interi  a,  (3  in  K(Ì~2')  e  supposto 

(A'«1^|A^PI, 
possiamo  trovare  un  terzo  intero  y  tale  che  posto 

si  abbia  (A'|3,|  <|A"PI.E  infatti  si  scriva 

a  P'  =  fl  -f-  è  }'"2~ 


(•  )  L'  unità  £  scelta  come  fondamentale 

e  ==  M  +  1 

è  infatti  positiva  :>1  e  fra  tutte  le  unità  >!  è  quella  più  piccola,  per- 
chè V  equazione 

a»— 2  6*=  +  l 

ammette  come   soluzione   minima   positiva  a=:l.  6  =  1.  E  allora  se  a  è 
un'unità  qualunque  >-l,  si  ha  necessariamente 

a  ==  e" 

con  n  intero  positivo;  altrimenti  se  fosse 

e"  <-  a  <  e"^^ 
l'unità  a  e~"  sarebbe  compresa  fra  1  ed  £. 
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e  si  dividano  a,  h  per  (iV(3)  assumendo  i  resti  r,  .v  che  non  ecce- 
dano in   valore  assoluto  «l-^^li  =^i  avrà 


e  posto , 


ne  viene 


y=z±{a,-{-h,f¥), 


u~j3y  + 


},=:u-(3y=:  + 


e  siccome 


(3'         ' 

.si  ha  anche 

In  fine  cerchiamo  anche  in  questo  campo  i  numeri  primi, 
decomponendo  in  J5r(|^~2~)  i  numeri  primi  razionali  nei  loro  fattori. 

Il  numero  2  è  il  quadrato  del  numero  (primo)  y  2  ,  che  è  qui 
il  numero  primo  singolare.  Per  gli  altri  numeri  primi 

:r  =  a  4-  6  l'T 
avremo 

\N:jt\=p  o  |iVjtj=^'       {p  dispari) 

secondo  che  sono  di  1.»  o  di  2."  grado.  Nel  primo  caso,  avendosi 

(2)  ±p  —  a'—2b'       (a  dispari), 

è  necessariamente  ^  ^  +  1  (mod  8).  Se  dunque  j)  ^  Hh  3  (mod  8), 
si  presenta  il  secondo  caso  epe  ancora  primo  nel  campo  K\]l2). 

Al  contrario  se  ^^^  +  1  (mod  8),  essendo  (  — |  =-[-1,  esiste  un 

intero  |  tale 

I»— 2  =  0  (mod  ^), 
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cioè 

è  divisibile  per  p,  seuza  che  16  siano  i  due  fattori,  e  però  p  è 
decomponibile  in  K{^  2  ),  cioè  vale  la  (2)  (con  ambedue  le  deter- 
minazioni di  segno)  f*). 

§  25. 

Primi  casi  di  separazione  fra  imineri  iiidecompouibili 
e  numeri  primi. 

Passiamo  ora  a  descrivere,  dapprima  in  un  primo  e  più  sem- 
plice esempio,  il  nuovo  fenomeno  che,  a  differenza  dei  campi  fin 
qui  considerati,  si  presenta  in  campi  (quadratici)  superiori:  il 
fenomeno  della  separazione  fra  numeri  indecomponUìili  e  fattori 
primi  nel  campo.  Tale  fenomeno  si  nota  in  generale  nei  campi 
algebrici  superiori,  come  vedremo,  ed  osservato  la  prima  volta 
da  Kummer,  nei  campi  di  numeri  che  nascono  dal  problema 
della  divisione  del  circolo,  ha  dato  origine  alla  geniale  creazione 
dei  numeri  ideali  di  Kummer  ed  alle  successive  teorie  di  cui 
andremo  ad  occuparci  nei  prossimi  capitoli. 

Si  consideri  il  campo  quadratico  immaginario  K{i}fb)  costi- 
stituito  dai  numeri  della  prima  forma 

a  =  a  -|-  ^^  I  ó      (fl,6  interi  razionali), 

le  cui  norme  sono 

Na  =  a'^bh*. 

In  questo  campo,  l'equazione 

rt*  _>_  5  6*  —  1 

non  avendo  altre  soluzioni  che  «  ==  +  1,  6  =  0,  esistono  le  due 
sole  unità  +  1.  Posto  il  concetto  di  divisibilità  come  al  §  14, 
valgono  le  prime  leggi  «;  h)  e)  del  detto  §. 

(*)  Se  Ntz  =  ±p,  N{zr,)  =  ^p. 
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Un  numero  a  di   questo  campo  è  certamente  indecomponibile 
quando  siano  insolubili  le  equazioni 

dove  8  percorre  i  divisori  puri  di  Na  =  a^  -\-b¥{^).  Cosi  i  quattro 
numeri 

2,     3,     l^ifb  ,     l—ii~ò 

colle  rispettive  norme 

4,       9,       6 

sono  indecomponibili,  perchè  le  equazioni 

x'-\-by'=^,       «?*-[- 6/=  3 

non  hanno  soluzioni  intere.  Ma  questi  quattro  numeri,  pure  es- 
sendo indecomponibili  nel  campo,  non  hanno  ivi  il  carattere  di 
numeri  primi.  E  infatti  dalla  relazione 

2.3  =  (l+2}Ay)    {i  —  if^) 

si  vede  che  il  numero  2  (o  il  3),  pure  essendo  indecomponibile, 
divide  il  prodotto  di  due  fattori  l-f-*)^&>l  —  «Y^  senza  dividere 
ne  l'uno  ne  l'altro;  e  cosi  1  -f-«/6  (indecomponibile)  divide  il 
prodotto  2.3  senza  dividere  ne  2,  ne  3.  Anche  si  può  interpre- 
tare la  relazione  precedente  col  dire  che  il  numero  6  consente 
nel  campo  ^(if^ 6)  due  decomposizioni  in  fattori  essenzialmente 
distinte. 

Similmente  sono  indecomponibili  i  numeri 

7,       l-}-2^|/^,       l  —  2ifò, 

(essendo  insolubile  anche  l'equazione 

x'^by'  =  l), 
eppure  sussiste  la  relazione 

21=:z3.7  =  (l  +  22|/5)  (1  — 2i|/5). 


(*)  Se  a  =  pY'  Na.  —  N'^.N^,  posto   ^  =  x-fyi/5,  5  =  -??^.èS 
un  divisore  puro  «li  ^a. 
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Bastano  queste  semplici  osservazioni  per  constatare  che  nel 
campo  ^(z}^)  r  iudecomponibiiità  di  un  numero  non  ne  assicura 
il  funzionamento  come  numero  primo:  i  due  concetti  si  separano. 
E  cosi  in  particolare  è  certo  che:  nel  campo  Kli]^b)  non  può 
valere  un  algoritmo  euclideo  delle  dicisioni  successive,  poiché  l'esi- 
stenza di  un  tale  algoritmo  porta  seco  la  decomponibilità  essen- 
zialmente unica  per  ogni  numero. 

Che  le  circostanze  sopra  osservate  in  Kiifb)  si  presentino 
generalmente  lo  vediamo  per  campi  quadratici  immaginarli  con- 
siderando, come  esempio  abbastanza  generale,  i  campi- di  integrità 

« 

dei  numeri  a  della  forma 

a-=.a-\-  ih)' D        (a,  b  interi  razionali), 

dove  supponiamo  D  intero  positivo,  privo  di  fattori  quadrati  e 
contenente  almeno  due  fattori  primi  diversi  p,q,  talché 

D  =  p  q  r. . . 
Avendosi 

Na  =  a'-{-Db\ 

anche  in  questo  campo  K{if  D)  esistono  due  sole  unità  che  sono 
+  1.  Osserviamo  in  primo  luogo  che  se  P  è  un  qualunque  nu- 
mero primo  reale,  ove  P  sia  decomponibile  in  K{iy  D),  lo  sarà 
in  due  fattori  coniugati  x-\-iy]  D  ,  x  —  iy\  D  ,  cioè 

P  =  x'-{-Df{*). 


(*)  Supposto 

P  =:  (x  -h  i  y  fD)   {x'  -f  i  y  \'~D) , 
dovremo  avere 

XX'  —  Dyy'=:P 

xy'  -\-yx'=0, 

e  le  coppie  di  numeri  interi  {x,y),  {x',y')   saranno  composte  manifesta- 
mente di  numeri  primi  fra  loro.   Ma  allora  dall'ultima  segue  a;'  =  +  jc, 

±{x'-X-Dy*)  =  P, 
onde  (con  P  positivo)  vale  il  segno  superiore. 


112  Capitolo  II  —  §  25 

Ne  risulta  che  i  numeri  primi  2^,  5',  r. ..  componenti  I)  ssouu 
indecomponibili  in  A''(/ )'/)).  Ma  anche  i^Z)  è  indecomponibile 
perchè  supposto 

sarebbe 

N{iÌ~D)  =  D=pqr...  =  Na,N^, 

indi,  posto 

sarebbe 

D  —  AB 
e  posto  ancora 

az=  X  ^  iy]' D  , 
ne  risulterebbe 

A  =  x'-{~ABy' 

equazione  insolubile  in  interi  x,  y  (perchè  A  non  è  un  quadrato). 
Ed  ora,  avendosi 

—  {iÌl))-=:p,q.r..., 

è  chiaro  che  i  numeri  indecomponibili 

lì,q,r...iÌD 

non  funzionano  come  numeri  primi. 

Ma  anche  in  eampi  quadratici  reali  si  presenta  il  medesimo 
fenomeno  di  decomponibilità  non  piìi  unica,  pur  tenuto  conto 
che  in  questo  caso  esistono  infinite  unità.  Sia  ancora  D  un  nu- 
mero intero  positivo,  privo  di  fattori  quadrati,  e  si  consideri  il 
campo  d' integrità  reale  '' 

a  =:  «  -j-  6  |/'  Z)  , 
ove  le  norme  dei  numeri 

possono  essere  positive  o  negative,  ma  vale  sempre  il  teorema 
della  norma  del  prodotto  iV((3  y)  =  iV|3  .  Ny.  Supponiamo  inoltre 
che  D,  decomposto  in  fattori  primi,  abbia  p.  es.  una  delle  due 
forme 

a)Z>  =  2i),       b)D=pq, 
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dove  p^  q  indicano  numeri  primi  ^  5  fmod  8)  e  tali,  nel  secondo 
caso,  che  sia  p  non  residuo  di  q,  indi  anche  (pel  teorema  di  reci- 
procità) q  non  residuo  di  p.  Dimostriamo  che,  nel  corrispondente 
campo  reale  K{flD),  i  numeri 

2,   p,    q 

sono  indecomponibili  ma  non  primi. 

Affinchè  un  numero  a  sia  decomponibile  in  K{\  D)   occorre 
che  esista  almeno  un  divisore  (3  di  a,  con 

l<|.Vp|<UVa|, 

ed,  essendo  X^  =:  6  un  divisore  di  A"a,  occorre  che  {Xa\  ammetta 

almeno  un  divisore  puro  8  pel  quale  abbia  soluzioni  intere  x,  y 

V  equazione 

±h  —  x'—Dy\ 

Se  dunque  in  a)  il  numero  2   o  ^  fossero  decomponibili,  do- 
vrebbero essere  solubili  le  equazioni 

+2^  =  a?-  —  'ìp  y*. 

Ma,  essendo  p^b  (mod  8),  è  Hh  2  non  residuo  di  J3  e  la  prima 

è   insolubile.  Nella   seconda   sarebbe  x  divisibile   per  p^  diciamo 

x:=px'  e  resta 

+  l=2?a;'*— 2y*, 

indi 

—  2  1/-  ^  +  1  (mod  p) , 

eli^       ,   _.  iesimameute  assurda  a  causa  di 

'-h  2\ 


(¥)=- 


1. 


Similmente  nel  caso  b)  la  decomponibilità  p.  e.  di  p  porterebbe 
la   solubilità  in  interi  della  equazione 

±p  =  x'  —  pqy*, 
indi  della  congruenza 

X'  ^  -j^  p  (mod  q) 

mentre   (=^1  =  (-1  ==  —  1  per  ipotesi. 
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In  fine  si  osservi  che  anche  l'intero  ^D  è  indecomponibile, 
perchè  essendo 

\NÌlD\=D  =  2p,  o  —pq 
si  presentano  le  stesse  incompatibilità.  Ma  ora,  avendosi 

{}l~DY  —  2p       in  a) 
{]'Wf=pq       in  6), 

ci  troviamo  nuovamente  davanti  a  due  decomposizioni,  essenzial- 
mente distinte,  di  uno  stesso  numero  D  in  fattori  indecomponi- 
bili diversi. 

§  -26. 
Prima  introduzione  del  concetto  di  ideale  secondo  Dedekind. 

Si  è  visto  come,  già  nei  campi  di  integrità  quadratici,  gene- 
ralmente accade  che,  pur  valendo  le  prime  leggi  per  la  divisibi- 
lità dei  numeri,  si  introduce  la  separazione  fra  numeri  indecom- 
ponibili e  numeri  primi;  e  tanto  più  questo  vedremo  verificarsi 
nei  campi  algebrici  superiori.  Tali  difficoltà  che  minacciavano 
cosi  fin  da  principio  di  rendere  vana  l'opera  di  estendere  l'ari- 
tmetica razionale  ai  campi  superiori,  furono  invece  per  Kummer, 
come  già  sopra  abbiamo  accennato,  l'occasione  di  creare  nel  campo 
dei  numeri  radici  n""  dell'  unità,  i  suoi  numeri  ideali  che  non  esi- 
stono propriamente  nel  corpo,  bensì  \\i  corpi  ampliati,  e  servono 
a  ristabilire  perfettamente  le  leggi  ordinarie  della  divisibilità. 

È  merito  principale  del  Dedekind  e  del  Kronecker  di  avere 
raggiunta  l'estensione  dei  risultati  di  Kummer  a  tutti  i  corpi 
algebrici,  costituendo  cosi  un'aritmetica  generale  dei  corpi  alge- 
brici. Noi  seguiremo  nella  esposizione  di  queste  teorie  la  via  di 
Dedekind,  il  quale  sostituì  alla  nozione  di  Kummer  di  fattori 
ideali  (aggiunti  al  campo)  l' altra  di  sistemi  di  infiniti  numeri 
effettivamente  esistenti  nel  campo  e  detti  da  Dedekind  ideali. 
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Sarà  opportuno  che,  prima  di  passare  alle  teorie  generali, 
spieghiamo,  sugli  esempì  più  semplici  considerati  fin  qui,  la  no- 
zione fondamentale  di  ideali.  Consideriamo  uno  qualunque  dei 
campi  di  integrità  di  cui  ci  siamo  occupati,  sia  il  campo  ordi- 
nario razionale,  o  il  campo  di  Gauss  o  di  Jacobi-Eisenstein,  o 
un  altro  qualunque  dei  campi  quadratici  introdotti.  Se  nel  campo 
prendiamo  un  numero  qualunque  a  (non  nullo)  e  consideriamo 
tutti  i  suoi  multipli  nel  campo  (tutti  i  numeri  del  campo  divi- 
sibili per  a),  questi  costituiscono  un  sistema  ./  di  infiniti  numeri, 
nel  quale,  per  le  leggi  di  divisibilità,  si  riconoscono  subito  le 
proprietà  seguenti  : 

a)  La  somma  o  la  differenza  di  due  numen  di  J  è  sempre  un 
numeì'o  di  J. 

ò)  Il  prodotto  di  ogni  numero  di  J  pei'  un  qualunque  numero 
del  campo  d' integrità  è  ancora  un  numero  di  J. 

Chiamiamo  ideale  del  campo  d' integrità  ogni  sistema  di  infi- 
niti numeri  del  campo  che  goda  delle  due  proprietà  a)  e  h). 
L'ideale  ./  si  àìrh, pnncipale  se,  come  quelli  sopra  costruiti,  consta 
di  tutti  i  numeri  del  campo  divisibili  per  un  numero  fondamen- 
tale a.  Ma  può  anche  benissimo  darsi  (e  questo  anzi  è  il  caso 
generale)  che  un  ideale  J",  colle  proprietà  a)  e  6),  non  consti  dei 
multipli  di  uno  stesso  numero  a;  in  tal  caso  si  dirà  che  l'ideale 
J  è  non  principale,  od  anche  secondario. 

Intanto  però  riconosciamo  subito  che  fra  i  campi  di  integrità 
nei  quali  esistono  solo  ideali  principali  si  trovano  tutti  quelli 
che  ammettono  un  algoritmo  euclideo  delle  successive  divisioni,  come 
il  campo  razionale  ed  i  campi  (§  14) 

K{i),       KiJ),      K{i\'2),       K{\'2). 

Suppongasi  infatti  di  avere  un  ideale  ./  in  un  tale  campo  e 
consideriamo  le  norme  di  tutti  i  numeri  di  J^  escluso  lo  zero, 
anzi  se  si  tratta  di  un  campo  reale  (ove  le  norme  possono  anche 
essere  negative),  si  considerino  ì  loro  valori  assoluti  [ya].  Questi 
sono  numeri  ordinarli   interi   positivi  e   per  ciò  fra  di  essi   ve 
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ne  è  certo  uno  minimo,  diciamo  W2.  Se  (1  è  un  numero  di  J 
tale  che 

|.V|3|  =  m(*), 

è  facile  vedere  che  J  consta  di  tutti  e  soli  i  multipli  di  (1  Che  li 
contenga  tutti  è  una  conseguenza  già  della  proprietà  h),  e  basta 
mostrare  che  se  a  è  un  altro  numero  di  J  sarà  a  divisibile  per 
1^.  Intanto,  pel  significato  di  ?«,  è  certamente 

|xYal>m>:|A"P|; 

e  poiché  vale  per  ipotesi  nel  campo  un  algoritmo  euclideo,  po- 
tremo trovare  un  numero  y  del  campo  tale  che  posto 

sia 
indi 

Dunque  (>i  è  necessariamente  nullo,  u=;:["5y,  cioè  a  multiplo 

di  p,  e.  d.  e. 

E  qui  è  bene  da  avvertire  che  mentre  tutti  i  campi  con  algo- 
ritmo euclideo  posseggono  soltanto  ideali  principali,  non  ne  segue 
affatto  che  in  ogni  campo  con  soli  ideali  principali  debba  sus- 
sistere un  algoritmo  euclideo  (**). 

Piuttosto  l'esistenza  di  ideali  secondarli  nel  campo  è  indis- 
solubilmente legata  (come  si  vedrà)  alla  separazione  pei  numeri 
del  campo  dei  due  concetti  di  numero  indecomponibile  e  di 
numero  primo.  Per  ora  limitiamoci  a  constatare  che  nei  casi, 
considerati  al  paragrafo  precedente,  ove  una  tale  separazione 
avviene,  esistono  anche  ideali  non  principali. 

1.0  Nel  campo  K{i\'b),  ove  p.  e.  il  2  è  un  numero  indecompo- 
nibile ma  non  primo,  si  considerino  tutti  i  numeri  a-{-ibfò  nei 


(*)  Se  il  corpo  è  reale,  di  tali  numeri  ^  ne  esistono  infiniti  diflferenti 
per  un  fattore  unità  (associati). 

(**)  Cf.  quanto  è  detto  al  principio  del  §  24  nota  (pag.  101). 
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quali  a^b (mod  2).  Essi  formano  un  ideale  poiché,  come  subito 
si  riscontra,  sono  soddisfatte  le  proprietà  «),  b)  caratteristiche  per 
un  ideale  (*);  ma  questo  ideale  che  contiene  in  particolare  tatti 
i  multipli  di  2,  cioè  l'ideale  principale  generato  dal  numero  2, 
non  è  un  ideale  principale.  E  infatti,  se  fosse  principale,  la  norma 
del  numero  generatore  a  dovrebbe  dividere  le  norme  di  tutti  i 
suoi  numeri,  in  particolare  Xu  dividerebbe  i  due  numeri 

.V2=:-i,       _V(l-f  0'5)  =  6 

e  sarebbe  dunque  Xa  =  2 ,  ossia 

ciò  che  è  assurdo.  Similmente  formano  un  altro  ideale  non  prin- 
cipale (contenente  tutti  i  multipli  di  3)  i  numeri  a-\-ib\b  nei 

quali 

a^b  (mod  3), 

ed  ancora  costituiscono  un  ideale  non  principale  (contenente  i 
multipli  di  7)  i  numeri  del   campo  K{i]ò)  pei  quali 

«  =  36  (mod  7),  ecc. 

2.0  Nel  campo  K{i\'D)  con  D^i^p.q.  >•...  (§  25)  p,  e.  il  nu- 
mero primo  razionale  p  è  indecomponibile,  ma  non  primo  nel 
campo.  Corrispondentemente  costituiscono  un  ideale  ./  i  numeri 
della  forma 

a  =1  px  —-  i\  D  y       (rt  ^  0 (mod p) ), 


{*)  Per  la  a)  basta  osservare  che  da  a  =  6  (luod  2  i  a'  s  6'  i  ruoti  2  i  segue 
a ^ a' =  h^b' (mod  2).  Per  la  &),  formando  il  prodotto 

a'-\-ib'f5={a-Jrihf5)  (a  +  t^J^) 

di  a  -h  1 6  )  5  con  a  =  6  (mod  2)  per  un  qualunque  numero  a-j- 1  ^  |  5,  si  La 

^    a'  =  ax  —  5  6p 

indi,  rispetto  al  modulo  2  : 

a'  =  a  (a  +  P)  =  6'  (mod  2). 
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che  contiene  in  particolare  tutti  i  multipli  di  p.  Ma  l'ideale  non 
è  principale,  perchè,  se  lo  fosse,  la  norma  del  suo  numero  gene- 
ratore a  dovrebbe  dividere  Np=zp^  e  N{i}j D)-=zpqr .. .,  cioè 
sarebbe  Na=:p,  ciò  che  è  assurdo  (§  26). 

3.°  Dei  campi  quadratici  reali  al  paragrafo  precedente  consi- 
deriamo p.  e.  il  campo  K(f2p)  nel  quale  i  due  numeri  '2,  p  sono 
indecomponibili  ma  non  funzionano  come  numeri  primi.  Corri- 
spondentemente abbiamo  i  due  ideali  J',  J'  costituiti  dei  numeri 
della  forma  ^ 

J)  2x-\-Ì~2p.y 

(a?,  y  razionali  interi) 

J')  px^f2p.y 

i  quali  contengono  rispettivamente,  il  primo  i  multipli  di  2,  il 
secondo  i  multipli  di  p,  ma  non  sono  principali.  E  infatti  la 
norma  N'a  del  numero  generatore  dovrebbe  nel  primo  caso  divi- 
dere i  due  numeri 

N2  =  4      ^{f2p)  =  —  2p 


nel  secondo 


e  sarebbe  dunque 


Np  =  p'       N(^  2p)  =  —  2p 


A^a  =  +  2,  nel  primo  caso 
A^a  ^-\^p,  nel  secondo , 

mentre  le  equazioni 

+  2  =  x'—2py'' 

•^p  z^x"'  —  2py* 
non  hanno  soluzioni  intere. 
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Proprietà  fondamentali  dei  numeri  algebrici.  Corpi  algebrici  finiti. 

Polinomi  a  coefBcienti  razionali  -  Decomposizione  in  fattori  irridu- 
cibili -  Numeri  algebrici  -  Numeri  interi  -  Campo  totale  d'integrrità 

-  Decomponibilità  illimitata  -  Corpi  finiti  -  Norma  di  un  numero 

-  Discriminante  di  n  numeri  -  Basi  del  corpo  -  Basi  del  campo 
d' integrità  -  Base  minima  -  Decomponibilità  limitata  nei  corpi 
finiti  -  I  corpi  quadratici  -  Loro  base  e  numero  fondamentale  -  Le 
unità  nei  corpi  quadratici  -  Esempi  di  corpi  cubici  -  Gli  n  corpi 
coniugati  E. ,  K^,  . . .  Kr.  e  la  corrispondenza  dei  loro  numeri  -  Il  nu- 
mero fondamentale  B  ha  sempre  valore  assoluto  >  1 . 


§  27. 
Polinomi  a  coefficienti  razionali. 

I  polinomi  in  una  variabile  x  che  avremo  da  considerare  nel 
seguito  saranno  quasi  sempre  funzioni  razionali  intere  della  x 
con  coefficienti  dati  da  numeri  razionali  ordinarii,  e  questa  con- 
dizione s'intenderà  sempre  tacitamente  ammessa,  salvo  dichia- 
razione contraria. 

Dagli  elementi  dell'algebra  (calcolo  letterale)  licordiamo  le 
proprietà  fondamentali  seguenti. 

Se  f{x),fp{x)  sono  due  polinomi  dei  rispettivi  gradi  m,  n  ed 
è  m>n,  la  divisione  ordinaria  di  f{x)  per  cp{x)  porge,  in  modo 
unico,  la  relazione  fondamentale 

(1)  /"(a?)  =  (pix)q  (x)  +  ì\  (x), 
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dove  il  polinomio  q{x)  (quoziente)  è  di  grado  m  —  w,  e  l'altro 
ri  (a;)  (resto)  è  di  grado  <w  —  1.  Se  il  resto  ri{x)  è  identica- 
mente nullo,  allora  cp(ic)  divide  f{x). 

Dalla  (1)  segue  che  ogni  polinomio  5^(5?)  il  quale  divida  simulta- 
neamente f{x),  cp(£c),  divide  anche  cp(x),  ì\{x),  ed  inversamente. 

Su  questa  osservazione  è  basata,  come  in  aritmetica  (*),  la 
ricerca  del  massimo  comun  divisore  dei  due  polinomi  f(x),  cp{x) 
per  la  catena  delle  divisioni  successive 

f{x)z=q{x)q){x)-\-r,{x) 

cp{x)  =  q,{x)r,{x)-{-r,{x) 

(I)  \     rjx)=:q,{x)r.,{x)-^rs{x) 


r..2  {x)  =  q..,  {x)  r...  (a?)  -f  r,  {x) , 

dove  l'ultimo  resto  r,{x)  (che  divide  il  precedente  r,.i{x))  rappre- 
senta appunto  il  massimo    comun    divisore  di  f{x),cp{x).  Risa- 
lendo per  questa  catena  d' eguaglianze  ne  risulta  un'  eguaglianza 
della  forma 

r,ix)  =  A{x)f{x)-\-B{x)cp(x), 

dove  A{x),  B{x)  sono  due  polinomi  (a  coefficienti  razionali).  Il  mas- 
simo comun  divisore  (a  meno  di  un  fattor  costante)  non  è  altro 
che  il  polinomio  di  minimo  grado  d{x)  pel  quale  sussiste  appunto 
un'identità  della  forma 

a)  d{x)  =zA  (x)  f{x)  -j-  B  (x)  q)  {x)  ; 

poiché  allora  r,{x)  divide  d{x)  e,  avendo  grado  non  inferiore,  coin- 
cide con  d{x)^  salvo  un  fattore  costante. 

Se  il  massimo  comun  divisore  di  f{x)^  ^(*)  è  una  costante 
(un  numero  razionale  che  può  farsi  =  1),  i  due  polinomi  f{x),  ^>{x) 
si  diranno  primi  fra  loro.  Per  abbreviare,  chiameremo  radici  di 
un  polinomio  f{x)  le  radici  della  equazione  /'(a5)  =  0.  Ogni  even- 


(*)  Cf.  quanto  è  detto  al  $  15  per  l'algoritmo  euclideo  nel  campo  di  Gauss, 
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tuale  radice  comune  di  f{x),  cp(;r)  è  anche  per  la  a),  radice  di 
<:?(«),  e  viceversa;  non  esistono  radici  comuni  quando  i  due  poli- 
nomii  sono  primi  fra  loro. 

Un  polinomio  f{x)  si  dice  riducibile  se  può  decomporsi  nel 
prodotto  di  due  effettivi  polinomi  /",(«),  fi{x)  (non  costanti)  a 
coefficienti  razionali  : 

f(x)  =  t\  ^}  f,  {x)  ; 

altrimenti  si  dirà  f{x)  irnducibile.  Come  si  possa  in  ogni  caso^ 
con  un  numero  finito  di  prove,  constatare  l'irriducibilità  di  un 
polinomio  dato,  ovvero  effettuare  la  sua  decomposizione  in  fat- 
tori irriducibili  si  vedrà  ora  subito  (§  29).  Qui  osserviamo  prima 
la  proprietà  fondamentale: 

A)  Se  un  polinomio  G  {x)  ha  una  radice  a  comune  col  polinomio 
irriducibile  f[x),  ammette  tutte  le  sue  radici,  ed  è  G{x)  divisibile 
per  f{x). 

Difatti  il  massimo  comun  divisore  d{x)  di  G{x)^  f[x)  ammette 
pure  questa  radice,  e  non  può  quindi  essere  una  costante:  esso 
divide  d' altronde  f{x)  irriducibile  e  coincide  dunque  (salvo  un 
fattore  costante)  con  f{x).  Segue  di  qui,  in  particolare,  che  un 
polinomio  irriducibile  f{x)  non  può  avere  radici  comuni  con  un 
polinomio  di  grado  inferiore,  e  non  può  quindi  avere  radici  mul- 
tiple, che  sarebbero  comuni  al  polinomio  derivato  f  {x). 

B)  Se  un  polinomio  irriducibile  f{x)  divide  il  prodotto  di  due 
altri  polinomii  A  (x),  B  (x),  divide  almeno  uno  di  questi. 

E  infatti  con  uno  almeno  di  essi  avrà  f{x}  una  radice  a 
comune. 

Segue  da  B)  che  la  decomposizione  di  un  polinomio  riduci- 
bile F{x)  nel  prodotto  di  polinomi  irriducibili 

F{x)=zf,ix).fAx)...fAx) 

è  essenzialmente  unica,  salvo  che  si  possono  moltiplicare  fi{x)j. 
ft{x)  ..,  f^x)  per  fattori  costanti  arbitrarii  (razionali)  Ci,c^...c. 
così  che  sia  c^c.^ . . .  c,-=l.  La  dimostrazione  è  la  stessa  come  in 
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aritmetica  razionale  per  la  decomposizione  unica  di  un  intero  in 
fattori  primi,  giacche  appunto,  nel  campo  dei  nostri  polinomii, 
quelli  irriducibili  funzionano  come  i  numeri  primi  in  aritmetica. 


§  28. 
Polinomi  a  coefficienti  razionali  interi.  Teoremi  di  Oauss. 

Fra  i  polinomi  a  coefficienti  razionali  studiamo  particolar- 
mente, nel  presente  paragrafo,  quelli  a  coefficienti  interi  per  sta- 
bilire alcune  proprietà  fondamentali  dovute  a  Gauss  (Disquis- 
arithmeticae). 

Se 

f{x)  =  a»  X"  -|-  a,  a?"''  -]-...-[-  ««-i  ^  -h  ^» 

è  un  tale  polinomio,  dove  dunque  «o»  «!>.••  ««  sono  razionali  in- 
teri, e  indichiamo  con  5  il  massimo  comun  divisore  di  questi 
coefficienti,  si  dirà  anche  6  il  divisore  del  polinomio  /"(a?),  perchè 
appunto  6  è  divisore  di  tutti  i  valori  (interi)  che  assume  f{x) 
per  valori  interi  della  variabile  «;(*)  e  se  6=:1  il  polinomio  si 
dirà  primitivo. 

Cominciamo  dal  dimostrare  il  teorema: 

A)  Il  prodotto  C(x)  =:A{x).  B{x)  di  due  polinomi  interi  A(x), 
B{x),  a  coefficienti  interi,  ambedue  primitivi,  è  pure  (a  coefficienli 
interì)  primitivo. 

Poniamo 

(    A{x)-=:za^x"'-\-a^oc"'-'^-\-...-\-a„^x-\-a„ 
C{x)  =  CoX"+»-|-  c.x"'+'-'  -f- . . .  +  e,  «"•+''-'■  -h . . .  +  c„+„ , 


(*)  Sì  noti  che  la  serie  dei  valori  interi  /(x)  può  avere  anche  altri 
divisori  oltre  5.  Così,  per  p  primo,  il  binomio  af  —  x,  benché  qui  sia 
5  =  1,  assume  per  x  intero  valori  tutti  divisibili  per  p  (Fermat). 
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dove  sarà 

(      Co  :=  flo  ^0 

l     c,=:ao6i4-ai6o 

1     c^  =  aobt-{-aibi-^a,b„ 

1;  { 
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^     c„~n  =  a^Kj 


in  generale 

(1*) 


^i  =  ^arKr, 


coir  avvertenza  che  debbono  qui  assumersi  nulle  le  a^  con  >•>  m, 
e  le  b,  con  *  >  « . 

Dimostriamo  che,  ove  il  polinomio  prodotto  C{x)  non  fosse 
primitivo,  lo  stesso  accadrebbe  di  uno  almeno  dei  fattori  A  (x),  B  (x). 
Se  C{x)  non  è  primitivo,  esisterà  un  numero  primo  p  che  divi- 
derà tutti  i  coefficienti  e,  e  basterà  provare  che  p  dividerà  neces- 
sariamente o  tutti  i  coefficienti  a,  o  tutti  i  b.  Questa  è  una  con- 
seguenza della  legge  di  formazione  dei  coefficienti  e  nel  quadro  (1). 
Intanto  poiché  p  divide  Co^=a^bo,  dividerà  almeno  uno  dei  due 
coefficienti  flo,  ^o  poniamo  «o-  E  allora,  se  non  sono  già  tutti  i 
coefficienti 


-divisibili  per  2^,  poniamo  che,  a  cominciare   dal  primo  a^.  siano 
divisibili  per  p 


ma  sia 


«OJ«I>  •••«t-M 


ajfc,Eb  0  (mod  p)       1 


m. 


Si  considerino  le  formole  del  quadro  (1)  come  congruenze 
^mod  p),  dove  i  primi  membri  sono  per  ipotesi  tutti  nulli.  Le 
prime  Jc  di  queste  congruenze  si  riducono  a  identità  e  le  seguenti 
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fi.io  a  Ck^u  dàuno 

«fc6o=0 


Siccome  a^zj-O  (modp),  se  ne  trae  successivamente 
è«  =  0,      6.  =  0,      ?>,  =  0,  ...6„  =  0(modp.), 

cioè  tutti  i  coefficienti  6  sono  divisibili  per  p,  e.  d.  d. 
Dal  teorema  ^)  segue  subito  come  corollario: 

B)  Se  i  due  polinomi  A{x),  B{x)  hanno  per  rispettim  divisori  i 
numeri  8.  8',  il  prodotto  A{x)B{x)  ha  per  divisore  il  prodotto  8  8'. 
Difatti  scrivendo 

A{x)  =  hA,{x),       Bix)  =  Ò'B,{x), 

i  polinomi  Ai{x)j  Bi{x)  sono  primitivi  ed  è  quindi  primitivo  il 
loro  prodotto  Ai{x)  Bi{x)^  onde 

A{x)B{x)  —  hò'.A,{x)B,{x) 

ha  per  divisore  8  8'. 

Da  queste  proprietà  fondamentali  segue  l' altra  importante  per 
la  ricerca  dei  fattori  irriducibili: 

C)  Se  un  polinomio  f{x)  a  coefficienti  interi  è  riducibile,  esso 
può  anche  decomporsi  nel  prodotto  di  due  polinomi  a  coefficienti  interi. 

E  lecito  manifestamente  supporre  f{x)  primitivo,  e  allora 
poniamo  che  si  abbia 

(2)  f{x):=^^{x).^{x), 

dove  q)  (a?),  ip  {x)  sono  polinomi  a  coefficienti  razionali.  Prendiamo 
due  interi  a,  (5,  tali  che  i  polinomi 
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riescano  a  coefficienti  interi,  e  moltiplicando  la  (2)    per  X=:ap 
avremo 

Se   Òi  è  il   divisore  di  /*,  (a?j,  ò^  quello   di   f.,^Xì,   si  ha  per  B) 
yz=bibi  e,  dividendo  per  N,  risulta 


t\x)  = 


'"^i 


f  ix)    f  (x) 
dove  i  polinomi    -^ — /-^ —  sono  a  coefficienti  interi,  il  che  dà 
òi  0* 

la  decomposizione  voluta. 

Non  lascieremo  di  osservare  che  le  proprietà  qui  dimostrate 
si  fondano  unicamente  sui  teoremi  di  divisibilità  nel  campo  razio- 
nale e  valgono  quindi  anche  se  i  coefficienti  dei  polinomi,  anziché, 
interi  razionali,  appartengono  ad  un  campo  d'integrità  ove  val- 
gano le  stesse  leggi,  p.  e.  ad  un  campo  d'integrità  con  algoritmo 
euclideo. 


§  29. 
Decomposizione  in  fattori  irriducibili.  Teorema  di  Eisensteiii. 

Si  è  già  accennato  al  §  27  che  la  questione  fondamentale  di 
decomporre  un  dato  polinomio  f{x)  (a  coefficienti  razionali  che 
possono  già  supporsi  interi)  nei  suoi  fattori  irriducibili  può 
sempre  risolversi  con  un  numero  finito  di  prove.  Questo  si  ottiene 
applicando  il  seguente  metodo  di  Kroneclcer.  Sia 

un  polinomio  a  coefficienti  interi.  Se  esso  è  riducibile,  potrà  decom- 
porsi, pel  teorema  C)  di  Gauss,  almeno  in  un  modo,  nel  prodotto 

(1)  f[X}=zAix).B{x) 

di  due  polinomi  A{x\B{x}  a  coefficienti  interi,  e  il  grado  r  di 


126  Capitolo  III  —  §  29 

lìì/ 

uno  almeno  di  essi  p.  e.  A{x)  sarà  <  —  .  Basta  dunque  limitarsi 

a  cercare  i  polinomi  A  (a;),  a  coefficienti    interi,  divisori  di  f{x) 
e  di  grado 

m 

Per  ogni  tale  grado  r  procediamo  nel  modo  seguente,  che 
utilizza  le  note  formole  d' interpolazione.  Scegliamo  r  -[-  1  numeri 
interi  distinti  ad  arbitrio 

n^i  n^., . . .  Tif^ 

così  però  che  nessuno  di  essi  sia  radice  di  f\x),  e  prendiamo  le 
r-\-l  funzioni  razionali  intere  di  grado  r  (a  coefficienti  razionali): 


{x  —  ìli)  (x  —  n.^)...(x  —  n,)  {x  —  rio)  (x  —  n,)  ...{x  —  n^) 

' {rio—  ni){no—  w.,) . . .  (n^—  n,)-  ^'  (Wi—  n,,)  (w,—  wj . . .  (Wi —  n,)' 


.  .  _ix  —  n,)  (a?  —  n.) ...  (a;  —  «,.,) 
"  ■  ^  {Ur  —  rio)  {rir  —  M,) . . .  {rir  —  w,.i)  ' 

così  costraite  che  in  generale  la  ^,-  {x).  (per  i  =:  0,  1 . . .  4')  prenda 

il  valore  1  per  £c=:n,- e  si  annulli  per  tutti  gli  altri  x-=^n^{^^i). 

Allora  qualunque  polinomio   ^){x)  di  grado  <r  si   esprime 

linearmente  ed  omogeneamente  per  le  ^^  (a?)  colla  nota  formola(*) 

rp  {x)  =  (p  («o)  Qo  {x)  +  qp  (Wi)  ^Ti  (a?)  -f  . . .  +  (p  {nr)gr  (x). 
In  particolare  pel  nostro  polinomio  incognito  A  (x),  avremo 

A{x)  =  A  (rio)  9o  {X)  +  A  (n,)  g^ix) -\- ... -^  A  (w,)  g,  [x) . 
Ma  per  la  supposta  formola  (1),  è 

fin,)  =  A{n,)B{n,)       i  =  0,1,2,  ...r 
ed  il  numero   intero  A(n,)  deve  perciò   essere  un  divisore  (posi- 


(*)  L'identità  è  manifesta  perchè  i  due  polinomii  a  destra  e  a  sinistra 
di  grado  <  r,  prendono  gli  stessi  valori  per  gli  r  -\-l  Talori  della  varia- 
bile «0 ,  »j  ,  . . .  »  r . 
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tivo  o  negativo)  dell'intero  f{n,)  non  nullo.  Le  forme  possibili 
per  A(x)  sono  dunque 

(2)  A  [x]  =  80  go  i-r)  -f-  ò.  ^,  (.x-)  -|-  . . .  +  8,  g,  (x) , 

dove  80  percorre  i  divisori  di  /"(Wo),  8,  quelli  di  /*(w,), . . .  8,  i  divi- 
sori di  f\^n,).  Per  tal  modo  la  (2)  dà  un  numero  limitato  di  forme 
possibili  per  A{x),  e  per  ciascuna  di  queste  sarà  poi  da  verificare: 
1.''  se  il  polinomio  A{x)  riesce  a  coefficienti  interi,  2.^  se  è  un 
divisore  di  /"(jc).  Coli' applicazione  successiva  di  questo  procedi- 
mento di  Kronecker,  è  chiaro  che  un  numero  finito  di  prove  basta 
ad  assicurare  l'irriducibilità  del  polinomio /"(ae),  o,  se  è  riducibile, 
ad  effettuarne  la  risoluzione  in  fattori  irriducibili. 

Come  complemento  a  queste  ricerche,  facciamo  ancora  vedere 
che  per  ogni  grado  m  esistono  iu  effetto  (infiniti)  polinomii  irri- 
ducibili. Si  conoscono  parecchi  modi  di  costruire  polinomii  irri- 
ducibili di  grado  assegnato,  fra  i  quali  il  più  semplice  è  dato 
dal  seguente  teorema  di  Eisenstein  : 

Un  polinomio  a  coefficienti  inferi 

f{x)  =  Coa?" -f-  e,  j-~-' -[-•••-[-  c„.i X  -f-c„ 

è  certamente  irriducibile  se  esiste  un  numero  primo  p  che  divide  tutti 
i  coefficienti,  escluso  il  primo  c^,  mentre  l'ultimo  c„  non  è  divisibile 
pel  suo  quadrato  p^. 

Suppongasi  al  contrario  che  f{x)  si  decomponga  nel  prodotto 
dei  due  polinomi  a  coefficienti  interi 

«0  X'  -\-  «1  «"*  -|-  .  .  .   4"  «ri  *  -f"  «r 

(>•-[-*=/«) 

60  X'  -p  6,  X'-'  -\-  ...  -'f-  6,.i  X  -{-  b, 

ed  avremo  (cf.  §  precedente) 

Cf,=zaob^,      Ci  =  flu6, -[-rti6,,,  .  .  .  c„z=za^b.. 

Siccome  p  non  divide  c^,  non  dividerà  ne  a^  né  60  ?  e  poiché 
c^=:.a^b,  è  divisibile  per  p^  ma  non  per  ^*,  uno  solo  dei  fattori 
a,,  6,  sarà  divisibile  per  j9,  poniamo  il  primo: 

a,  ^  0  (mod  p\       b,  E^  0  (mod  p). 
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Allora  essendo  «oEJi^O  (mod  ^),  a/^0  (mod^)  vi  sarà  un  coef- 
ficiente a^  di  massimo  indice  0  ^k  <Cr^  tale  che 

at  EJE  0  (mod  p),  a^^^  =  «,^,  =  . . .  =  a,  =  0  (mod  p) . 
Il  coefficiente  c^^,  di  f{x)  è  dato  da 

e  per  le  nostre  ipotesi  si  riduce,  rispetto  al  modulo  p^  a 

Cij,^  rt,.6, (mod^), 

onde,  essendo  a^,  6,  ambedue  non  divisibili  per  p^  lo  stesso  acca- 
drebbe di  q.^.,  contro  l'ipotesi. 

§  30. 
Prime  proprietà  dei  numeri  algebrici. 

Chiamasi  numero  algebrico  ogni  numero  6,  reale  o  complesso, 
che  sia  radice  di  un  polinomio  f{x)  a  coefficienti  razionali.  E 
qui,  vàriaìTdo  f[x)  per  un  fattore  costante,  potremo  anche  rendere 
il  primo  coefficiente  =  1,  ovvero  far  si  che  tutti  i  coofficienti  siano 
numeri  razionali  interi  senza  divisore  comune  (polinomi  f{x) 
primitivi). 

Naturalmente,  dato  un  numero  algebrico  0,  vi  sono  infinite 
equazioni  algebriche  (a  coefficienti  razionali)  a  cui  6  soddisfa, 
ma  fra  queste  ve  ne  ha  essenzialmente  una  sola  di  minimo  grado, 
l'equazione  irriducibile  per  6,  In  particolare,  si  osservi  ohe  ogni 
numero  razionale  a  è  anche  un  numero  algebrico  e  l'equazione 
irriducibile  a  cui  soddisfa  è  la  lineare  oc  —  a  :=  0. 

Grado  di  un  numero  algebrico  6  chiamasi  il  grado  n  dell'equa- 
zione irriducibile  f(x)=zO  a  cui  soddisfa;  in  particolare  i  numeri 
algebrici  di  1.''  grado  sono  tutti  e  soli  i  numeri  razionali. 

Un  numero  algebrico  6,  di  grado  n  individua   perfettamente 
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altri  n  —  1   numeri  algebrici  8j,8s...8,,e  cioè  le  residue  radici 
della  corrispondente  equazione  f{x)=^0. 
Questi  n  numeri  algebrici 

6,,  6,,...  6„ 

diconsi  coniugati;  e  ciascuno  di  essi  appartiene,  come  radice,  al 
medesimo  polinomio  irriducibile,  e  individua  gli  n  —  1  rimanenti. 
Per  non  confondere  questa  denominazione  di  coniugati  di  un  nu- 
mero algebrico  0  coll'ordinaria  nozione  di  numero  complesso  coniu- 
gato (pel  quale  useremo  la  notazione  introdotta  6o  ovvero  l'altra  6), 
converremo  che,  quando  vorremo  in  particolare  riferirci  a  questo 
coniugato  9  (*),  si  parlerà  del  complesso  coniugato.  Per  l'insieme  dei 
numeri  algebrici  conrogati,  oltre  la  notazione  superiore  (61,62,  ...6„), 
si  useranno  anche  le  altre 

(0', 6",... 8'"^),  o  (e,e',6", ...e^»-»). 

Notiamo  che  :  se  un  polinomio  O  {x),  a  coefficienti  razionali,  si 
annulla  per  a?  =  6,  si  annulla  anche  per  x  =  8^''\  essendo  8 '^  uno 
qualunque  dei  coniugati  di  8.  Difatti  se  f{x)=zO  è  l'equazione  irri- 
ducibile cui  soddisfa  8,  il  polinomio  0(£c)  è  divisibile  per  f{x) 
(§  27,  A)). 

Veniamo  ora  alla  nozione  fondamentale  di  numero  intei'o  alge- 
brico, ponendo  la  definizione: 

Ogni  numero  8  che  soddisfi  ad  una  equazione 

(1)  g{x)  —  x'^-\-b,  a;-'  +  6,  as-»-]-  . . .  -|-  6„=  0, 

con  primo  coefficiente  r=:  1 ,  e  gli   altri  razionali  inten,  dicesi   un 
intero  algebrico. 

E  allora  è  facile  vedere,  coi  teoremi  di  Gauss,  che  in  tal  caso 
anche  1'  equazione  irriducibile  a  cui  8  soddisfa,  scritta  con  primo 
coefficiente  =  1,  ha  tutti  gli  altri  interi.  E  infatti  se  il  polinomio 


(*)  Il  polinomio /(x)  essendo  a  coeflQcienti  reali,  insieme  a  6  è  radice 
anche  6. 

9 


V 
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gix)  è  riducibile,  i  suoi  fattori  irriducibili  possono  assumersi  tutti 
a  coefficienti  interi  (§  28  C)  )  e  i  loro  primi  coefficienti  sono  tutti 
necessariamente  =1,  come  quello  di  g{x).  . 

Un  numero  algebrico  che  non  sia  intero  si  dirà  frazionario, 
E  qui,  per  ovviare  ad  un  facile  equivoco,  si  osservi  che  quando 
un  numero  algebrico  0  soddisfi  ad  un'equazione  come  la  (1) 

x--\-\  ic-'-f  ò,  a-^H-  . . .  -f  6„.  =  0, 

con  primo  coefficiente  =  1  e  gli  altri  razionali  ma  non  tutti 
interi,  non  se  ne  può  ancora  concludere  che  0  sia  frazionario,  se 
non  quando  l'equazione  stessa  sia  irriducibile (*). 

È  chiaro  che  un  numero  intero  ordinario  N  (razionale)  è  anche 
un  intero  algebrico,  come  radice  di  x  —  ÌV=0;  ma  appunto  perchè 
il  nuovo  concetto  di  intero  non  possa  trovarsi  in  contraddizione 
coU'antico,  conviene  rilevare  che: 

Ogni  intero  algebrico,  che  sia  al  tempo  stesso  ì'azionale,  è  un  in- 
tero ordinario. 

p  .... 

Suppongasi   infatti   che    sia   0=—   con  p,  q   interi    ordinari 

(5>0)  primi  fra  loro.  Sostituendo  nella  (1)  e  moltiplicando  per 


,>m.l 


q    ,  segue 

Il  numero  a  destra  è  un  intero  ordinario,  indi  quello  a  sinistra, 
e  poiché  q  è  primo  con  p  si  ha  necessariamente  q=:zl{**). 


(*)  Così  p.  e.  V  intero  algebrico  [  7  soddisfa  all'  equazione  cubica  con 
coefficienti  frazionarli 

x^A-  —  x^  —  7  u-  —  1=0. 

^  7 

(**)  Il  ragionamento  vale  anche  se  nella  (1)  i  coefficienti  h^jh^,  ...b„ 
in  luogo  di  essere  interi  ordinarii  sono  interi  di  un  campo  d' integrità, 
come  K(i),  K(j),  K{if2),  K(^2),  ecc.,  nel  quale  valga  un  algoritmo 
euclideo. 
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D'ora  innanzi  per  numero  intero  intenderemo  senz'altro  un 
intero  algebrico,  e  se  si  tratta  di  un  intero  ordinario  si  aggiun- 
gerà l'appellativo  di  razionale. 

Se  0  è  un  numero  intero  (algebrico),  esso  soddisfa  ad  un'equa- 
zione come  la  (1),  e  a  questa  soddisfano  anche,  per  quanto  pre- 
cede, tutti  i  suoi  coniugati.  Si  ha  dunque  la  proprietà  : 

a)  Se  %  è  un  intero  (algebrico),  anche  tutti  i  suoi  coniugati  sono 
interi. 

Sia  ora  8  un  qualunque  numero  algebrico  (frazionario)  e  sia 

ao6"-i- fli  6-'+ . . .  4- a..,  e -f  fl„=  0 

un'  equazione  a  coefficienti  razionali  interi  a  cui  8  soddisfa.  Si  con- 
sideri il  numero 

6'  =  «0  0  j 
che  soddisfa  all'  equazione 

6'-  -I-  a,  8'""'  +  a,  a,  8"»-*  -[-...-[-«.,  <"'  =  0  ; 

questa  ha  primo  coefficiente  =  1  e  gli  altri  razionali  interi,  e 
per  ciò  «0  9  è  un  intero  (algebrico).  Sussiste  dunque  il  teorema  : 

h)  Ogni  numero  algebrico  può  ridursi  intero  moltiplicandolo  per 
un  conveniente  numero  razionale  intero  (e  positivo). 

Ad  altre  proprietà  fondamentali  dei  numeri  algebrici  perve- 
niamo premettendo  la  dimostrazione  del  seguente  lemma: 

e)  Sia  0  un  numero  complesso,  e  suppongasi  che  esistano  r  numeri 
complessi  |i,^s,  •  •  •  sr?  non  tutti  nulli,  pei  quali  sussistano  le  r  relazioni 


(2) 


0  il  =  c„  ti  -t-  e.,  ^,  -|-  . . .  -}-  c„  i. 


con  coefficienti  c^  l'azionali.  In  tal  caso  il  numero  6  è  algebrico  di 
grado  r  al  massimo,  e  se  di  più  i  coefficienti  e.,,  sono  razionali  interi, 
allora  0  ^  intero  (algebHco). 
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E  infatti   l'eliminazione  delle  >  fra  le  (2)  dà  per  B  l'equazione 
di  grado  r\ 

C-n  ,  C,,  —   e  ,  .  .  .  C,,  =  0  , 

Cri ,       Cr, , c„ — e 

il  cui  primo  coefficiente  è  =( — 1)'  e  gli  altri  sono  razionali,  anzi 

interi  se  tali  sono  i  coefficienti  0,^. 

Ciò  premesso,  è  facile  dimostrare  il  teorema: 

d)  La  somma,  la  differenza  e  il  prodotto  di  due  numeri  algebrici 

(jt,  (3  sono  ancora  numeri  algèbrici  ;  se  di  più  a,  (3  sono  interi  anche 

a-)- (3,  a  —  (3  e  a^  sono  interi. 

Se  a,  (3  sono  dei  rispettivi  gradi  n,  w,  le  equazioni  irriducibili 

che  li  definiscono  si  scriveranno 

a"  -|-  «;  «""^  -f~  "••; '"*"'"  +  •  •  •  -f"  ^"  ^^  ^ 

colle  a,  h   numeri    razionali.  Posto   allora  rz^mn,  prendansi  gli 
r  numeri 

eguali,  in  un  ordine  qualunque,  agli  r  numeri 

1,  a, . . .  a-;  (3,  a  [3, . . .  a""»  f^; ;  rS  «  T';  •  •  •  «■"'  TN 

ossia 

(   2  =  0,  1,2,  ...??  — 1 

f  A-=:0,  1,2,  ...m— 1. 

Ogni  prodotto  a^  =  a'"*"* |3*'  è  un  altro  numero  H  se  /<«  —  1, 
e  per  i  ::=n  —  1 

a  i  =:  «"  13^=  ==  —  (3'^  (a^  a"-^ -[- «,  a"-* -f . . . -h  a„) 

è  un  aggregato  lineare  dei  numeri  |  con  coefficienti  razionali,  es- 
sendo tali  i  coefficienti  a,  e  in  particolare  interi  se  sono   interi 
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i  coefficienti  a.  La  stessa  osservazione  vale  per  un  numero  5  ^, 
onde  sussiste  la  formola 

7  =  1,2,... ;• 

dove  i  coefficienti  Cj,  sono  in  generale  razionali,  e  di  più  interi 
se  tali  sono  i  coefficienti  a  eh.  Siccome  poi  i  numeri  \  non  sono 
nulli,  si  vede  che  il  numero  a  Hh  (3  è  algebrico,  anzi  intero  se  tali 
sono  a  e  p.  Lo  stesso  vale  manifestamente  pel  prodotto  6  =  ap, 
e  il  teorema  d)  è  dimostrato. 

Se  si  osserva  che  l'inverso  —  di  un  numero  algebrico  p^=0  è 

P 
pure  algebrico  (soddisfacendo  all'equazione  reciproca),  si  ha  anche: 

e)  Se  a,  P  sono  due  numeri  algebrici  e  |5  non  è  nullo,  anche  il 

quoziente  ^  è  algebrico. 

Combinando  questi  risultati  elementari,  si  ha  l'altro  generale: 
Ogni  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti  razionali  interi,  di 
quante  si  vogliano  variabili  diventa  un  intero  algebrico  se  per  queste 
variabili  si  sostituiscono  dei  val^H  che  siano  interi  aìgdyrid. 

Si  noti  che,  nello  stabilire  questi  risultati,  si  è  fatto  uso  solo 
della  prima  definizione  per  un  intero  algebrico  6:  di  soddisfare 
ad  un'  equazione  come  la  (1),  e  ne  risulta  nuovamente  (senza  far 
uso  dei  teoremi  di  Gauss)  che  anche  l'equazione  irriducibile  a 
cui  soddisfa  6,  scritta  con  primo  coefficiente  =  1,  avrà  gli  altri 
coefficienti  interi  (razionali).  Difatti  questi  coefficienti  sono  le  fun- 
zioni simmetriche  elementari  degli  interi  coniugati  6,,0, ...0„ 
e  per  ciò  sono  interi  (razionali). 
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§  31. 
Ulteriori  proprietà  degli  interi  algebrici. 

Si  è  visto  che  gli  interi  algebrici  si  riproducono  fra  loro  com- 
binati per  somma,  sottrazione  e  moltiplicazione,  onde  formano  nel 
loro  insieme  un  campo  d' integrità.  Ma  per  gli  interi  algebrici 
in  generale  vale  una  proprietà  di  riproduzione  assai  più  ampia 
contenuta  nel  teorema: 

a)  Ogni  radice  6  di  un'equazione 

0- _|_  a  e— _|_  P  0«-*  _|, . . .  ^  y  —  0 

coii  primo   coefficiente  =  1,  e  gli  altri  a,  (3...y  interi  (algèhnci),  è 
àncora  un  intero  algebrico. 

Siano  ?ii,w„,...w,  i  gradi  rispettivi  di  a,j3,...Y  e 

a"i  -|-  a,  a"  1  ~'  -f~  ^^i  ""  '  ~*  ~h  •  •  •  ~h  ^"  ^^^ 


le  equazioni  che  definiscono  a,  p, . . .  y?  ciascuna  con  primo  coeffi- 
ciènte mi  e  gli  altri  «,&.... e  razionali  interi.  Poniamo 

e  consideriamo,  in  un  ordine  qualunque,  le  r  quantità 

l  z=:  a'»  P'» . . .  6' 
dove  gli  esponenti  percorrono  i  valori 

Zi  =  0, 1,2,  ...Wi— 1 

?,  =  0, 1,2,  ...w,— 1 


t  =0,1,2,  ...m  —  i. 
È  immediato  che  un  prodotto  0  ^  è  una  combinazione  lineare 
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intera,  a  coefficienti  razionali  interi,  di  |,,  5^. .  .^,.  ed    applicando 
il  lemma  e)  §  30,  si  vede  che  in  effetto  6  è  un  intero  algebrico. 
Dal  teorema  a)  deduciamo  ora  il  seguente  corollario: 

P)  Se 
(1)  f{x)  =  a,x''-{-u,x-'  +  . . .  4-  a,.,a:  -f-  a„ 

è  un  polinomio  con  coefficienti  interi  algebrici,  e  6  è  una  sua  radice, 
il  numero  ao0  è  intero. 

Difatti  posto  6'=:ao6,  si  ha  l'equazione  per  8' 

0'" -f-  a. 6'"-' -f  a, Uo 6'"* -f . . . -f  a, ao""'  =  0, 

che  ha  il  primo  coefficiente  =1,  gli  altri  interi,  onde  per  a)  il 
numero  8'  è  intero. 

Essendo  f{x)  il  polinomio  (1),  consideriamo  l'altro 

/'•(^)  =  ^  =  i^o^"'-rP.^-* +  •••+?-.-       - 

che  si  ottiene  dividendo  f{x)  pel  binomio  x  —  0,  e  dimostriamo 
che  anche  tutti  i  coefficienti  p  di  /",  (x)  sono  interi. 

La  proprietà  è  immediata  per  n  =  1  e  anche  per  nz=:2(*),  e 
basterà  provare  che,  se  è  vera  per  polinomi  di  grado  <  n  —  1, 
è  vera  anche  pel  grado  n.  Ora  il  polinomio 

f{x)  —  a,  x"'  (X  —  0)  =  qp  (x) 

è  di  grado  <n  —  1  e  i  suoi  coefficienti  sono  interi  per  P);  inoltre 
esso  ammette  la  radice  0,  sicché  per  l'ipotesi  ammessa 

q){x)  =  {x  —  Q)^{x)j 

con  \p(a;)  a  coefficienti  interi.  E  allora  pel  polinomio  f(x)  abbiamo 

f{x)  =  ix-Q))a,x-'-\-y^ix)\, 


indi 


f^i^)  =  ^^  =  ^oX-'-^y\>{x), 


che  è  un  polinomio  a  coefficienti  interi,  e.  d.  d. 


(*)  Nel  primo  caso  è  ^(,:=ao,  nel  secondo 

?o  =  ao.    §i=ai  +  ao8. 
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Questa  osservazione  ci  permette  di  estendere  il  teorema  (3) 
nel  seguente: 

Y)  Se  del  polinomio  fix)  a  coefficienti  interi,  dato  dalla  (1),  con- 
sideriamo un  numero  qualunque  di  radici  6,,  6^,...  6,,  dove  ciascuna 
sia   ripetuta  al   massimo  secondo   il   suo   ordine  di   moltiplicità,  il 

numero 

Oo .  6i  62 .  . .  6, 

è  anche  un  intero  (algebrico). 
Dall'identità 

fix)z=a,{x  —  Q,){x  —  Q,)...{x  —  Q,){x  —  Q,^,)...{x  —  Q„), 

applicando  ripetutamente  il  risultato  superiore,  segue  che  hanno 
coefficienti  interi  i  successivi  polinomi 

f(x) f(x)  f{x) 

l'ultimo  dei  quali  è 

ao(aj— eO(£c  — 02)...(a?  — e,). 

Il  termine  costante  di  questo 

(~rraoe,e,...6. 

è  dunque  un  intero,  e.  S.  d. 

Ed  ora  osserviamo  che,  nel  campo  d'integrità  di  tutti  gli 
interi  algebrici,  si  pone  la  nozione  di  divisibilità  precisamente 
come  nell'aritmetica  razionale.  Diciamo  che  un  intero  a  è  divi- 
sibile per  un  altro  p,  o  che  p  è  un  divisore  di  a,  se  il   numero 

et 

algebrico  —  è  un  intero  (*).  Per  le  ragioni  stesse  addotte  al  §  14, 

valgono  anche  qui  le  leggi  elementari: 


(*)  Qui  si  osservi  che  in  generale,  per  ricenoscere  se  un  dato  numero 
algebrico  è  intero,  occorre  soltanto  formare  l' equazione  irriducibile  che  lo 
definisce  ed  osservare  se,  scritta  con  primo  coefficiente  =:1,  ha  gli  altri 
coefficienti  razionali  interi.  In  ogni  caso  la  decisione,  secondo  il  $  29,  si  ha 
con  un  numero  finito  di  prove. 
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1)  Se  un  numero  intero  (3  divide  ciascuno  degli  interi  a,,a^.,  ...a, 
divide  anche  la  loro  somma. 

2)  Se  l'intero  a  è  divisibile  per  l'intero  (3,  e  questo  è  divisi- 
bile per  l' intero  y,  anche  a  è  divisibile  per  y. 

Ciò  premesso,  veniamo  alla  dimostrazione  di  un  teorema  finale, 
la  cui  importanza  fondamentale  per  la  teoria  degli  ideali  si  rico- 
noscerà più  tardi  (Gap.  V,  §  65).  Il  teorema  si  enuncia: 

5)  Se  due  polinomi  A{x)^  B{x) 

i    A{x)=i  Uo  x'"  -\-  a,  a?""'  -}-•••+«« 

hanno  coefficienti  a,  [5  interi  (algebrici),  e  nel  loro  prodotto 

C{x)  =  Aix)B{x)  =  Yoa?-  --f  Y.a;-— ^-f  . . .  +  y«+, 

tutti  i  coefficienti,  manifestamente  interi,  y©  j  Yi  ?  •  •  •  Ym  ^i.  sono  dinisibilf 
per  uno  stesso  intero  v,  allora  anche  ogni  prodotto 

i  2  =:0,  1,  2, . .  .m 

"''^Ma-  =  0,1,2,...« 
è  divisibile  per  v. 

Nel  caso  che  A{x\  ovvero  B{x),  si  riduca  ad  una  costante, 
la  proprietà  è  evidente,  e  per  ciò  supponiamo  w>0,  w>0.  Risol- 
vendo A{x),  B{x)  nei  loro  fattori  lineari,  abbiasi 

A  (X)  r=  tto  («  —  5x)  {X  —  1,)...{X  —  IJ 

B{x)  =  Po  (aJ  — ti,)  {x  —  y\i) ...(«  —  tiJ, 
ed  il  polinomio 

dM^(^  =  M«n{x-|,)n(x-,,.) 

avrà,  per  la  nostra  ipotesi,  coefficienti  interi. 

Indicando  dunque  con  |',  |"...  un  numero  qualunque  di  |,. 
con  1]',  ri"...  un  numero  qualunque  di  i],  ogni  prodotto 

— rr...ri'Ti"... 

sarà,  pel  teorema  P),  un  numero  intero. 
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a        8. 
Ora   —  e  —,  come  funzioni  simmetriche  elementari,  le  prime 

Cto  Po 

delle  '^,  le  seconde  delle  »],  hanno  la  forma 

«0  Po 

da  cui  moltiplicando  risulta 

V  —  ^^      V 

I  singoli  termini  della  somma  a  destra  sono  tutti  interi,  per 
l' osservazione  precedente,  e  il  teorema  8)  è  così  dimostrato. 

Si  osserverà  che  se  nel  teorema  8)  si  suppongono  in  parti- 
colare i  coefficienti  a,  (3  razionali  interi 

A{x)  =  «0  3?"+  «.  «""'H-  . . .  +  «m 
Bix)  =  b,  «"  -f  b,  x"'  -[-...  +  &„, 

ne  segue  che  il  massimo  comun  divisore  v  dei  coefficienti  e  del 
prodotto  dei  due  polinomi  divide  anche  tutti  i  prodotti 

.     Z  r=:  0,  1 ,  2,  . . .  W 

'    ^=0,1,2,  ...n. 

Ogni  fattore  primo  p  di  \  divide  conseguentemente  tutti  i 
numeri  a,  ovvero  tutti  i  numeri  6,  e  di  qui  si  possono  trarre 
nuovamente  i  teoremi  A),  B)  di  Gauss  al  §  28. 

•     §  32. 
Corpo  totale  del  numeri  algebrici. 

Un  sistema  di  (infiniti)  numeri  di  specie  qualunque 

a,p,Y,... 

che  si  riproducono  mediante  le  operazioni  razionali  dicesi  un 
campo  di  razionalità  (Kronecker).  Basta  per  questo  che  le  opera- 
zioni elementari  di  somma,  sottrazione,  moltiplicazione  e  divisione 
(esclusa  la  divisione  per  zero),  applicate  a  due  numeri  qualunque 


a,  6, 
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del  campo,  diano  di  nuovo  un  numero  del  campo,  ed  allora  qua- 
lunque funzione  razionale,  a  coefficienti  razionali,  di  un  numero 
qualunque  di  essi  dà  ancora  un  numero  del  campo.  In  luogo  della 
denominazione  di  Kronecker  di-  campo  di  razionalità  venne  pro- 
posta da  Dedekind  l'altra  piìi  breve  e  ormai  universalmente  accet- 
tata di  corpo,  die  useremo  sempre  in  seguito.  In  ogni  corpo,  in- 
sieme ad   un   suo   numero  qualunque  a  non   nullo,  è   contenuto 

per   definizione   anche  —  zrr  1 ,  quindi  anche  ogni  numero   intero 

positivo,  o  negativo,  e  insième  qualunque  numero  razionale.  L'in- 
sieme di  tutti  i  numeri  razionali  è  manifestamente  un  corpo,  ed 
anzi  il  meno  ampio  possibile,  come  contenuto  in  ogni  altro  corpo. 

È  chiaro  altresì  che  l'insieme  di  tutti  i  numeri  algebrici  è  un 
corpo,  ed  il  più  ampio  possibile  (nel  campo  algebrico).  In  questo 
massimo  corpo  i  numeri  interi,  riproducendosi  per  somma,  sot- 
trazione e  moltiplicazione,  formano  un  campo  d' integrità,  come 
già  sopra  si  è  detto,  e  si  pongono  le  prime  nozioni  e  i  teoremi 
fondamentali  sulla  divisibilità.  Esaminiamo  come  si  comportano, 
in  questo  campo  totale  d'integrità,  i  numeri  riguardo  alla  loro 
decomponibilità  in  fattori  ecc. 

Per  questo  dobbiamo  anzi  tutto  porre  una  nozione  di  fonda- 
mentale importanza,  quella  di  :  unità  algebriche.  Diremo  che  un 
numero  intero  algebrico  e  è  un'unità  se  esso  divide  il  numero 
1,  se  cioè  anche  —  è  un  intero,  per  conseguenza  un'unità.  Ogni 
unità  e  divide  anche  qualunque  altro  intero  a,  perchè 

a  1 

è  il  prodotto  di  due  interi,  indi  intero.  Il  prodotto  di  quante  si 
vogliano  unita  e,,  ej,...E,  e  un  unita,  perche  —.—  ..— 


C|       £)  ^r  ^1  ^3  ***  ^r 

intero.  Il  quoziente  —  di  due  unità  è  pure  un'unità,  come  prodotto 
delle  due  unità 

.',1, 
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e  iu  fine  anche  1'  estrazione  di  una  qualunque  radice  n"""  da  una 
unità  e  produce  ancora  un'  unità 

poiché 

è  un  numero  intero.  Insomma:  le  unità  algebriche  si  riproducono 
fra  loro  per  moltiplicazione,  divisione  ed  estrazione  di  radice. 

E  facile  trovare,  nel  campo  totale,  tutte  le  unità,  partendo  dal- 
l'osservazione che  ogni  equazione  a  coefficienti  razionali  interi 

(1)  «'"-f  «,«""-}-«,  a:'--- -[-... -frt„.,£C+  1  =0 

con  primo  coefficiente  =  1,  e  l'ultimo,  in  valore  assoluto,  ancora 
=  1  ha  per  radici 

8i ,  Sa ,  .  .  .  £.„ 

altrettante  unità,  avendosi 

8,  e, . . .  8„  —  +  1 . 

Ma  anche  risulta  che  in  questo  modo  si  ottengono  tutte  le 
unità,  poiché  se  l' unità  8  si  suppone  radice  dell'  equazione  irri- 
ducibile di  grado  n 

a;" -j- &,  ic"-* -j- ò,  «"-* -f  . . . -f  6,..  a; -}- 6„  =  0, 
la  sua  inversa  —,  che  è  pure  un  intero,  è  radice  dell'  equazione 

8 

reciproca  (egualmente  irriducibile)  a  coefficienti  interi 

e  il  primo  coefficiente  h„  è  quindi  certamente,  in  valore  assoluto, 
=r  1  (§  30)  (*).  Così  dunque  :  Si  ottengono  tutte  le  unità  algebriche 


(*)  L'  equazione 


deve  avere  coefficienti  interi,  e  per  ciò  6„  =  +l. 
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come  radici  delle  equazioni  a  coefficienti  interi  razionali,  con  primo 
ed  ultimo  coefficiente  eguale,  in  valore  assoluto,  a  1. 

Si  osservi  ora  che  se  due  interi  a,  fi  si  dividono  scambievol- 
mente r  un  l'altro,  il  quoziente  —  è  un'unità  e,  perchè 

Due  tali  numeri  u,  Jj  si  dicono  associati  e  si  comportano  nel 
medesimo  modo  in  tutte  le  questioni  di  divisibilità.  Ogni  numero 
intero  a  ha  infiniti  numeri  associati,  che  si  ottengono  moltipli- 
cando a  per  le  infinite  unità.  Pertanto  qualunque  intero  è  divi- 
sibile per  infiniti  altri,  e  cioè  almeno  per  le  unità  e  per  tutti  i 
suoi  numeri  associati,  ed  è  quindi  sempre  decomponibile,  in  infi- 
niti modi,  nel  prodotto  di  interi.  Ma  è  facile  vedere  che,  nel 
nostro  campo  totale,  ogni  numero  a  ammette  infiniti  altri  divi- 
sori essenziali,  che  non  sono  cioè  ne  unità,  ne   numeri  associati. 

Tali  sono  p.  e.  i  numeri 

*_  " 

jra,       1  a,  .  .  .)"a,.  .. 

che  non  sono  unità  (supposto  che  a  non  sia  un'  unità)  e  nemmeno   . 
numeri  associati  di  a.  Ed  anche  dunque  riguardando  come  essen- 
ziale la  decomposizione  di  un  intero  a  nel  prodotto  p.  e.  di  due 
fattori  p,  Y 

solo  quando  nessuno  di  questi  è  un'  unità,  vediamo  che  non  esi- 
stono, nel  campo  totale  degli  interi  algebrici,  numeri  essenzial- 
mente indecomponibili,  anzi  ha  luogo  per  ogni  numero  una  decom- 
ponibilità essenziale  illimitata. 

Le  circt)stanze  ora  notate  rendono  palese  che  il  campo  totale 
degli  interi  algebrici  è  troppo  ampio  perchè  in  esso  possano 
valere  le  leggi  fondamentali  dell'  aritmetica  razionale,  e  conviene 
quindi  considerare,  entro  di  esso,  dei  campi  infinitamente  più  ri- 
stretti, come  il  campo  razionale,  affinchè  quelle  leggi  possano  rista- 
bilirsi. Questo  si  ottiene  restringendosi  allo  studio  dei  corpi  finiti 
di  cui  ora  andiamo  a  trattare. 
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§  33. 
Corpi  finiti.  Numeri  generatori. 

Consideriamo  un  corpo  ^qualunque,  nel  senso  sopra  definito, 
e  prendiamo  dal  corpo  r  numeri  qualunque 

co,,         Ctì,,...(0,. 

Questi  r  numeri  si  diranno  linearmente  dipendenti  se  sussiste 
fra  di  essi  qualche  identità  della  forma 

(1)  Gj  co, -f- Cj  co, -|- .  .  . -f- e,  03,  =  0 

colle  e  numeri  razioiiali,  che  possono  manifestamente  rendersi 
interi  ed  anche  rendersi  primi  fra  loro.  Ove  non  esista  alcuna 
identità  della  forma  (1),  gli  r  numeri  coj  si  diranno  (linearmente) 
indipendenti.  E  allora  poniamo  la  seguente  definizione: 

Un  corpo  K  si  dirà  finito,  e  pì'ecis'amente  di  grado  n,  se  esistono 
nel  corpo  n  numeri  indipendenti,  mentre  invece  n  -\-  1  numeri,  scelti 
comunque  nel  corpo,  sono  linearmente  legati. 

Ora  osserviamo  che  se  6  è  un  numero  qualunque  del  corpo, 
appartengono  pure  al  corpo  gli  n  -f-  1  numeri 

1,6,  6%. ..6", 

fra  i  quali,  essendo  il  corpo  di  grado  w,  sussiste  certo  una  rela- 
zione lineare,  ossia  : 

Ogni  numero  8  di  un  corpo  di  grado  n  è  radice  di  un'equazione 
algebrica,  a  coefp,cienii  razionali  interi,  e  di  grado  n  al  massimo. 

Si  vede  intanto  che  i  numeri  di  un  corpo  finito  K  sono  di 
necessità  algebrici  e  di  grado,  al  massimo,  eguale  al  grado  del 
corpo  : 

Ogni  corpo  finito  è  un  corpo  algebrico. 
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La  stessa  cosa  segue  anche  dal  lemma  e)  §  30,  osservando  che, 
scelti  nel  corpo  n  numeri  indipendenti 

co,,  (Oi,  . . .  (0„ 

ed  essendo  0  un'altro  numero  qualunque  di  K.  ciascuno  degli  »? 

prodotti 

0a),(i=l,2,...w), 

come  tw -[- l)""  numero  del  corpo,  sarà  una  combinazione  lineare 
a  coefficienti  q^  razionali  delle  to 

k  =  n 

e  per  ciò  0  soddisfa  all'equazione  di  grado  n 

Cu        0,  Ci2  ....  C,„  I 


(2) 


Cji  C^-i        V.  C.^„ 


c . .  . .  c„.  —  0 


=  0. 


Naturalmente  può  darsi  anche  che  questa  equazione  sia  ridu- 
cibile, vale  a  dire  0  sia  di  grado  <c;  «. 

Se  il  grado  di  0  eguaglia  il  grado  n  del  corpo,  allora  0  si 
dirà  un  numero  primitico  del  corpo,  o  anche  un  numero  genera- 
tore del  corpo  perchè  allora,  essendo  gli  n  numeri  del  corpo 

1,  0,  0^..0''•* 

linearmente  indipendenti,  qualunque  altro  numero  co  di  ^  è  una 
combinazione  lineare  di  questi.  Risulterà  in  seguito  dallo  sviluppo 
della  teoria  (V.  Gap.  X,  §  114)  che  un  corpo  di  grado  n  possiede 
anche  dei  numeri  0  di  grado  n  (primitivi)  ;  ma  per  ora  ci  basta 
di  dimostrare  inversamente  come  da  un  numero  algebrico  6  di 
grado  11  venga  in  effetto  generato  un  corpo  di  grado  n. 
Sia  dunque 

(3)  f(x)  =  «0^"  +  «1  a^"'  +  •  •  •  +  ^-1  a^  -j-  «n  =  0 
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l'equazione  irrìdiicf.bile  di  grado  h,  a  coefficienti  razionali  interi 
(primi  fra  loro),  a  cui  6  soddisfa.  Nel  corpo  generato  da  6,  che 
indicheremo  con  7^(6),  qualunque  numero  a  ha  la  forma 

'■^(6) 


(4) 


B{Qy 


con  A{x),  B{x)  polinomi,  a  coefficienti  razionali  interi,  essendo  il 
denominatore  -S(6)  diverso  da  zero.  Il  polinomio  B{x)  è  per  ciò 
primo  col  polinomio  irriducibile  /"(a?),  perchè  se  avessero  radici 
in  comune,  sarebbe  anche  ^(6)  =0  (§  27,  A).  Ed  allora  potremo 
trovare  due  polinomi  cp  (a?),  ip  (a?)  a  coefficienti  razionali  tali  che 
si  abbia 

(p  {x)  f{x)  -^'^]^{x)B{x)  —  l. 

Ponendo  in  questa  identità  a?  =  6,  risulta 

e  dunque  dalla  (4) 

a:=0(e), 

essendo  O  {x)  un  nuovo  polinomio  a  coefficienti  razionali.  Ma  se 
dividiamo  <^{x)  per  f{x)  avremo 

^{x)=q{x).f{x)-\-r{x), 

dove  il  polinomio  r  ix)  sarà  di  grado  n  —  1  al  massimo.  Facendo 
in  quest'  ultima  a?  =;  6,  viene 

$(6)=z=r(6), 
onde  il  risultato: 

Qualunque  numero  u  del  corpo  K{Q)  può  porsi  sotto  lu  forma 

(I)  a  =  r{Q)  :z=  Co+  c,0  -f  c,e^-|-  .  .  .  +  c„..  8"-^ 

con  coefficienti  e  razionali. 

Questa  diremo  la  forma  normale  del  numero  a,  e  dalla  irri- 
ducibilità della  f{x)  segue  anche  che  essa  è  unica;  altrimenti  6 
soddisferebbe  ad  un'  equazione  di  grado   ■<  n. 


Corpi  finiti.  Numeri  generatori  145 

Se    ora    prendiamo   nel   corpo  ^(6)  n  -j- 1   numeri    qualunque 
0), ,  tOi , . . .  CD, ,  potremo  scrivere  per  la  (I) 


*=■— 1 

it  =  0 


.=  2^"--^*      (i=rO,l,2,...n), 


colle  e,»  numeri  razionali,  e  ne  risulta  subito  che  cOo.  «i, ...  co,  sono 
linearmente  dipendenti.  Poiché  infatti,  se  nelle  n  variabili  indi- 
pendenti iCo  j  a;, , . . .  £c„.,  si  considerano  le  n -j- 1  forme  lineari 

fi=^Cikix:k      (2  =  0, 1,2, ...«), 

k  =  o 

fra  di  esse  ha  luogo  certamente  almeno  una  relazione  lineare 
a  coefficienti  X  razionali  interi  non  tutti  nulli,  e  per  ciò  anche 
D' altronde,  per  l' irreducibilità  di  /"(a?),  gli  n  numeri  di  ^(6) 

i,6,e*...e'-' 

sono  indipendenti,  e  perciò  concludiamo  : 

Il  corpo  K{Q)  generato  da  un  numero  algebrico  di  grado  n  è 
effettivamente  un  corj^o  finito  di  grado  n{*). 

Ed  ora  domandiamo  :  se  dal  corpo  K{%)  si  estrae  un  numero  a, 
quale  sarà  il  suo  grado  f 

Tale  grado,  come  sopra  si  è  visto,  in  ogni  caso  non  supera  n 
ed  è  molto  importante  constatare  che: 

n  grado  di  ogni  numeì'o  a  del  corpo  Z"(6)  è  sempre  un  divisore 
di  n. 

Per  dimostrarlo,  poniamo  a  sotto  la  forma  normale  (I) 

a  =z  r  (6) 


(*)  Anche  un  numero  trascendente,  come  e,  k,  genera  un  corpo  j  ma 
questo  corpo  è  sempre  infinito  (proprietà  caratteristica  dei  numeri  tra- 
scendenti). 

10 
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e  indichiamo  con  6i=r6,  B^.-.B,  le  n  radici  della  (3)  f(x)z=iO, 
cioè  l'insieme  degli  n  numeri  coniugati  di  6.  Sia  ^^n  il  grado 
di  a  e 

l'equazione  irriducibile  di  grado  h  a  cui  a  soddisfa.  Siccome 
q)(a)r=  (p(r(6))  =  0,  si  può  dire  che  l'equazione  razionale  intera 
a  coefficienti  razionali 

cp(r(x))  =  0 

ammette  la  radice  6  dell'  equazione  irriducibile  f{x)  =z  0,  onde 
segue  (§  27)  che  le  ammette  tutte,  cioè  si  ha 

(5)  (p  (r  (6.)  )  =  0,       (p  (r  (6,)  )  =  0,  .  .  .  <p  (r  (6„)  )  ==  0. 
Ma  allora  consideriamo  il  polinomio  di  grado  n  in  x 

^{x)  =  )x  —  r  (0.)  {\x-r  (6,)  \...]x-r  (6.)  ( , 

i  cui  coefficienti,  come  funzioni  simmetriche  di  6,,6j,...0„,  sono 
numeri  razionali.  Se  gli  n  numeri 

(6)  r(0.),       r  (&,)...  r(X) 

sono  tutti  distinti,  siccome  per  le  (5)  sono  tutte  radici  di  qp(£i?)  =  0, 

il  grado  ^  di   qp  (x)  non  può  essere   inferiore  a  n  ed  è  dunque 

A  r=  TI.  In  questo  caso,  salvo  un  fattore  costante  razionale,  ^{x) 

coincide  con  fp(x). 

In  generale  proviamo  che  :  <^  (x)  è  una  potenza  esatta  di  cp  (x). 

Intanto,  essendo  le  radici  (6)  di  <!?{x)  per  le  (6)  anche  radici  del 

polinomio  irriducibile  (p(a?),  è  certamente  <!>{x)  divisibile  per  cp{x). 

Ma  d'altronde  tutte  le  radici  (6)  di  <l> {x)  sono  radici  ài  .fp{x)  e 

di  qui   appunto  segue  la  proposizione  ora  enunciata,  poiché  se 

indichiamo   con  [q)(£c)]'  la  pili  alta   potenza    di    cp{x)  che  divide 

$(«)  e  poniamo 

^{x)  =  [^>{x)Y.y]f{x\ 

necessariamente  "^[x)  è  una  costante.  Difatti,  in  caso  contrario, 
le   radici   di  i^(a;)  apparterrebbero  a  4>  (a;),  indi  anche  a  cp(a7),  e 
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T|)(£c)  sarebbe  nuovamente  divisibile  per  qp(ir)  contro  l'ipotesi. 
Cosi  è  dimostrata  la  formola 

(7)  <^(x)  =  c  [(p  {x)Y        (e  costante) , 

da  cui  intanto  pel  grado  «  di  $  (x)  si  ha 

n  =  hq, 

e  per  ciò  il  grado  ^  di  a  è  un  divisore  di  w,  come  si  era  asse- 
rito. La  stessa  formola  (7)  prova  che  gli  n  numeri  (6)  sono  q  a 
q  eguali. 

Si  osservi  che,  ponendo  a,=:  /•(0<),  per  «  =  1,  2, . . .  n,  i  numeri 

.         .  .  n 

ai,  Oj,.  ..a„  sono  i  coniugati  di  a,  ciascuno  ripetute  j-  volte,  se  h 

è  il  grado  di  a.  Essi  dipendono  solo  dal  corpo  K{Q),  anzi  dal 
numero  a  scelto,  e  non  variano  se  si  cangia  il  numero  (primitivo) 
6  generatore  del  corpo.  In  seguito  i  coniugati  di  un  numero  a 
in  /i(6)  si  indicheranno  spesso  con 


a,  a ,  a  ...  a 


(-1) 


Fra  i  numeri  del  corpo  quelli  di  1.°  grado  (^  =  1)  sono  tutti 
e  soli  i  numeri  razionali.  Se  il  grado  n  del  corpo  è  un  numero 
primo,  non  sono  possibili  che  i  casi 

cioè  :  In  un  corpo  K{%)  di  grado  primo  tutti  i  numen  sono  pìHmi- 
tivi,  salvo  i  numen  razionali. 

Con  ciò  non  è  affatto  asserito  che  se  il  grado  del  corpo  è  un 
numero  composto  esistano  nel  corpo,  oltre  i  numeri  razionali, 
altri  numeri  non  primitivi. 
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§  34. 
Norma.  Discrimiuante.  Basi  del  corpo. 

Se  a  =  r(6)  è  un  qualunque  numero  del  corpo,  e  con  u',  a"'--«^"''' 
indichiamo  i  coniugati  di  a: 

a  =  r(e),  a' =  r  (6'),  a"=  r  (0") . . .  a^"-'^  =  r  (6  "-'O, 

è  chiaro  che  le  funzioni  simmetriche  elementari  di  u,  u',  a"...  a^""*^, 
come  funzioni  simmetriche  delle  radici  0,  6', .  •  •  9^"''^  di  f{x)z=0, 
sono  numeri  razionali.  Fra  queste  sono  da  considerarsi  particolar- 
mente il  prodotto  di  tutte  le  a,  che  dicesi  la  norma  del  numero  a, 
e  si  indica  con  A^a  (o  N„{a)) 

(1)  A^a=:aa'a"...a^-'), 

e  la  somma  a-\-  a  -\-. ..-{-  é"^\  che  si  chiama  la  traccia  (Spur) 
di  a;  questa  si  indicherà  con 

(2)  r(a)  =  «-f-a'-f  a"-f  ...+  a^-'\ 

Come  si  è  detto,  A"^a  e  T{a)  sono  in  ogni  caso  numeri  razio- 
nali, di  più  interi  se  a  è  un  intero.  Dalle  definizioni  stesse  risulta 
poi  immediatamente: 

a)  La  norma  di  un  prodotto  di  più  numeri  del  corpo  eguaglia 
il  prodotto  delle  norme. 

h)  La  traccia  della  somma  di  più,  numeri  di  K{&)  è  la  somma 
delle  traccie. 

Anche  è  da  osservare  che  un  numero  a  non  nullo  ha  sempre 
norma  diversa  da  zero  (positiva  o  negativa),  e  se  il  numero  a  si 
moltiplica  per  un  numero  razionale  qualunque  h ,  risulta 

(3)  ] 

(    T{ha)  =  hTa. 
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Insieme  al  numero  (t,  appartiene  anche  al  corpo  il  numero 
(4)  6  (a)  =  (a  —  a')  (a  —  a") ...  (a  —  a^-^) 

prodotto  delle  differenze  fra  a  ed  i  suoi  coniugati  a', . . .  a^"''^  (i 
quali  ultimi  non  appartengono  in  generale  al  corpo).  Che  il 
numero  8  (a),  definito  dalla  (4),  e  detto  da  Hilbert  la  differente 
di  a,  appartenga  al  corpo  si  vede  subito  osservando  che  se  del 
polinomio  a  coefficienti  razionali 

4)  (x)  =z{x  —  u)  (x  —  a') . . .  {X  —  a'""'0 , 

già  considerato  al  §  precedente,  si  prende  la  derivata  O'  (x),  ri- 
sulta manifestamente 

8(a)  =  0'(a). 

Chiamasi  discHminante  del  numero  a,  e  si  indica  con  d{a\  il 
quadrato  del  determinante  di  Vandermonde 


1     1      ...1 


..  a' 


(■-1) 


(«-1)N1 


a%  a'^    ...(a(-'>)' 


a"'  a'"-* . . .  (a'"'0" 


che  è  poi  il  discriminante  dell'equazione  $(a*)=iO.  Anche  d{a) 
è  un  numero  razionale  (intero  se  a  è  intero)  ed  è  da  osservare 
che,  salvo  il  segno,  coincide  colla  norma  della  differente  6  (a),  e 
precisamente 

(6)  d(a)=:(— l)~^.V6a(*). 


(*)  Se  sì  forma  ^''5(a),  ciascuna  differenza 

viene   a   comparire   due   volte   con    segno   opposto  ;   e    vi    sono 
coppie  (r,  $), 


n(7i — 1) 
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Se  il  numero  a. è  di  grado  n,  tutte  le  differenze  u^'^  —  a^'^  sono 
differenti  da  zero,  e  per  ciò  sono  diversi  da  zero  Ò  (u)  e  d{a), 
che  si  annullano  invece  in  caso  contrario  (quando  a  non  è 
primitivo). 

Consideriamo  ora  n  numeri  del  corpo 

a,,  a2...a„, 

e    formiamo    il    determinante    di    questi    n    numeri    e    dei    loro 
coniugati 

ai       tta      a„ 

a',     a',     a' 


(n-l)        (n-I) 


a/" '■'a 


.  a 


(n-l) 


Il  quadrato  di  questo  determinante  si  indica  con  A  (ai,a2,...a„) 
e  si  chiama  il  discriminante  degli  n  numeri  a: 


(6)         A  (ai,aj. ..«„)  = 


a,       a^      ...  a, 
a',      a\     ...  a' 


„^(n.,)^^(„-lì 


.  .  a 


(ni) 


Si  osserva  facilmente  che  A(aj,a2,...a„)  è  un  numero  razio- 
nale, anzi  intero  se  gli  n  numeri  a  sono  interi,  bastando  per  ciò 
eseguire  il  quadrato  a  destra  in  (6)  per  colonne  che  allora  l'ele- 
mento generico  del  determinante  quadrato  è 

a,  a,  -{-  a',  «',+  ...  +  a/-'>  a,^"-^>  =  T{a,  a,) , 

cioè  un  numero  razionale  (intero  se  ai,a2...a„  sono  interi). 

In  particolare  se  6  è  il  numero  generatore  del  corpo,  il  discri- 
minante delle  n  potenze 

1,  e,6V...6'" 

A(l,e,6^...e"0=:^(8,— e.)^ 
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esso  coincide  col  discriminante  dell'equazione  fondamentale  (scritta 
con  primo  coefficiente  =  1)  ed  è  diverso  da  zero. 

In  generale  si  vede  che  :  77  discriminante  di  n  numeri  del  corpo 
A  (a, ,  a, , ...  a,)  è  diverso  da  zero  quando  gli  n  numeri  sono  linear- 
mente indipendenti  ed  e  miìlo  quando  sono  dipendenti.  E  infatti, 
esprimendo  i  numeri  a,  per  8  (§  33),  avremo 


con  coefficienti  c,t  razionali,  e  di  qui  risulta  similmente  pei    co- 
niugati 


a',  =  2  e,*  6'^' , . . .  a/"'  =  2  e,.  (6-^', 


onde  segue: 


a,     ttj     ...  a, 
a',    a',    ...  a' 


a^*^a^'\..a:"-'^ 


Cii    e,, . .  •  Cj, 

C^i     C^s  .  .  .  C-,„ 

Cn'.    Cftì  •  •  «  e,. 


1      0      ...  6"-' 
1      6'     ...  6'"' 

1    e  -^ . . .  (6^"-'^)"-' 


e  quadrando 

(7)  A(a.,a„...aJ=:(7'A(l,e,6»,...e-),  C=:[c,,l. 

Dunque  A  è  nullo  soltanto  quando  C=^0.  Ma,  in  tal  caso,  le 
n  forme  lineari 

fi  =  J^c,uX^      (i=l,2,...n) 

k 

sono  linearmente  dipendenti,  ed  esistono  n  numeri  ra2W)7iaZ/Xi,>.„...X, 
(non  tutti  nulli)  tali  che  identicamente  }.,/'i-}-Xj/', -["••• -|-^-»/'n  =  C), 
per  ciò  anche 

>.,  Oi  4- X,  a, -f  . . . -f- X. a„  r=  0, 

che  è  una  relazione  lineare  fra  a,,aj,...a„. 

Dalla  formola  (7)  risulta  anche  che  il  segno  del  discriminante 
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di  n  numeri  del  corpo,  linearmente  indipendenti,  è  invariabile, 
ed  è  quello  di  A(l,  6,  6*,.  •  .8"'),  cioè  del  discriminante  dell'equa- 
zione fondamentale.  Ora  nella  radice  quadrata  di  questo,  cioè 
nel  determinante 


(8) 


J  = 


1   1    . 

..1 

6    6'    . 

. .  6'"  ' 

6^   6'*   . 

. .  (6^-'))* 

6"-'8'"^ 

. .  (6'-"-'))-' 

se  si  cangia  i  in  — i,  e  quindi  ogni  radice  O'*"  di  f{x)  =  0  nella 
complessa  coniugata  Q^''\  avvengono  *  scambi  di  colonne,  ove  * 
indichi  il  numero  delle  coppie  delle  radici  complesse  di  f(x)=:0, 
e  per  ciò  pel  complesso  coniugato  .7  del  determinante  J  si  ha 

Dunque  J  è  reale  se  *  è  pari,  puramente  immaginario  se  ,<?  è 
dispari,  e  così  : 

Nel  corpo  K{Q)  n  numeri  qualunque  linearmente  indipendenti 
hanno  dùcriminante  positivo  se  il  numero  s  delle  coppie  delle  ra- 
dici complesse  dell'equazione  fondamentale  è  pari,  negativo  se  s  è 
dispari. 

Se  n  numeri  ai,aj,....a„  di  K{d)  hanno  discriminante 
A(ai,a,,. .  .aj  =[=  0,  e  sono  quindi  indipendenti,  si  dice  anche  che 
formano  una  base  del  corpo,  perchè  appunto  (§  33)  qualunque 
altro  numero  ca  del  corpo  si  esprime  linearmente  per  essi 

colle  h  numeri  razionali.  Si  hanno  così  infinite  basi  pel  corpo  e 
dall'una  si  passa  all'altra  con  una  sostituzione  lineare  a  coeffi- 
cienti razionali,  affatto  arbitraria,  purché  il  determinante  (modulo) 
della  sostituzione  sia  diverso  da  zero. 
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§  35. 
Basi  del  campo  d'integrità.  Basi  minime. 

D'ora  innanzi  fisseremo  particolarmente  l'attenzione  sui  nu- 
meri interi  del  corpo,  che  ne  formano  il  campo  d' integrità.  In- 
tanto il  numero  stesso  0  generatore  del  corpo  si  assumerà  intero^ 
come  è  lecito,  bastando  per  questo  moltiplicarlo  per  un  conve- 
niente numero  razionale  intero  (§  30  6)).  Cosi: 

L'equazione  fondamentale  iii'^iductbile  di  grado  n  a  cui  soddisfa  6r 

(1)  /•(a;)  =  a5"+«.a.-'-f-a,x-»-|-...-f  a.=  0, 

si  oj^sumerà  con  coefficienti  razionali  interi  e  il  primo  =r  1. 
La  base 

1,6,  6*,...  6-' 

del  corpo  K{Q)  sarà  per  tal  modo  formata  da  numeri  interi,  ed 
anche  ogni  altra  base  aj,  a,,.  ..u„  potrà  subito  ridursi  costituita 
di  numeri  interi  col  moltiplicare  a,,ai,...a,  per  uno  stesso  numero 
razionale  intero  r  tale  che 

co,  =  r Uj ,    oìi=-  raj,  ...  0)^=1  r a„ 

risultino  interi,  poiché  cOi ,  co.^ , . . .  co, ,  come  linearmente  indipen- 
denti, costituiscono  una  nuova  base(*).  Quando  nel  seguito  par- 
leremo di  basi  del  corpo,  intenderemo  sempre  che  si  tratti  di 
basi  intere,  ed  allora  i  loro  discriminanti 

A(CD,,CO,,...CO,) 

saranno  numeri  tutti  razionali  interi  e  dello  stesso  segno,  preci- 
samente del  segno  di  ( — 1)',  secondo  quanto  si  è  visto  sopra. 


(*)  Od  anche  perchè 

A  (roi,  raj, . . .  ra„  )  =  »"*"  A  (a,,  a„  . . .  a,  )  4  0. 
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Se  0),,  co,, ..  .a)„  è  una  base  (intera)  del  corpo,  tutti  i  numel-i 
a,  interi  o  frazionarii,  di  K{Q}  sono  dati  da 

(2)  a  =  Al  0),  4-  A,  coa  -j- . . .  -)-  A„  (D„ , 

dove  i  coefficienti  A,  percorrono  i  numeri  razionali  ;  e  ciascun 
numero  a  non  può  mettersi  che  in  un  sol  modo  sotto  la  forma 
(2),  appunto  perchè  o),,(Oj,. .  .co»  sono  linearmente  indipendenti. 
È  chiaro  che,  se  diamo  nella  (2)  alle  A<  valori  interi,  otterremo 
un  numero  intero  a  del  corpo  ;  ma  può  darsi  che  a.nche  valori 
frazionari  delle  hi  forniscano  numeri  a  interi  (*).  Ora  è  d'impor- 
tanza fondamentale  per  la  nostra  teoria  il  dimostrare  che: 

Si  possono  sempre  scegliere  (ed  in  infiniti  modi)  delle  basi  intere 
(cOi,  coj, .  ..tD„)  del  corpo  K(Q)  tali  che  nella  corrispondente  formola 

(I)  a  =  A,  o)i  -|-  ^1  co^  -{- . . .  -j-  ^n  co„ 

che  dà  tutti  i  numeri  del  corpo,  percorrendo  le  hi  i  numeri  razio- 
nali, gli  interi  a  del  corpo  si  ottengano  esclusivamente  quando  i  coeffi- 
cienti hi  assumono  valori  interi. 

Per  questo  a  ciascuna  delle  infinite  basi  intere  del  corpo 
associamo  la  considerazione  del  suo  discriminante.  Questi  discri- 
minanti 

A(cOi,  t02,...(o„) 

sono  numeri  razionali  interi  non  nulli  e  tutti  dello  stesso  segno, 
e  fra  di  essi  ve  ne  è  dunque  uno  di  minimo  valore  assoluto. 

Vi  sono  quindi  delle  basi  (in  numero  infinito)  che  conferi- 
scono al  valore  assoluto  del  discriminante  il  suo  minimo,  e  queste, 
come  facilmente  proviamo,  sono  le  basi  cercate.  Per  questo  pro- 


(*)  Ciò  è  evidente  a  priori  se  si  riflette  che  p.  e.  auche  i  numeri 

Qj  =  m  (jOi,     fìg  =  m (02'  •  •  •  ^n  =  "«  w„        (m  razionale  intero) 

formano  una  nuova  base  ed  allora,  prendendo  nella  corrispondente  (2)  per 
le  hi  delle  frazioni  con  denominatore  m,  si  ottengono  ancora  numeri  a 
interi. 


Basi  del  campo  d' integrità.  Basi  tninime  155 

viamo  che  se  o),,  co^, ..  .to„  è  una  base  (intera),  per  la  quale  la 
formola  (I)  fornisca  un  numero  intero  6  con  valori  frazionarii 
delle  hi,  il  valore  assoluto 

{A(a),,a),,...cD„)l 

non  ha  ancora  raggiunto  il  suo  minimo. 
Suppongasi  infatti  h^  frazionario,  sia 

con  m  intero  e  a  frazione  propria  positiva 

0<a<l. 
Il  numero 

cOi  =  a  —  w  co,  =  a  coi  -f-  ^»  Wj  -|- . . .  -{-  ^n  «« 

è  un  intero  del  corpo  che  può  sostituirsi  ad  co,  per  formare  la 
nuova  base 

co,,  co,,.  ..co„; 

questa  si  ottiene  dalla  prima  colla  sostituzione 

a,  /i,,  hs,...hn 
0  10  ...0 
0     0       1    ...0 

0    0      0    ...1 

di  modulo  a,  e  si  ha  quindi 

A  (coi,  co,, . . .  co„)  =:  a*  A  (co,,  co», . . .  coj. 

Essendo  a  <^  1,  il  valore  assoluto  del  discriminante  è  effettiva- 
mente diminuito. 

Siamo  così  giunti  a  dimostrare  l'esistenza  delle  speciali  basi 
cercate,  le  quali  si  diranno  basi  minime,  appunto  perchè  il  discri- 
minante assume  per  esse  il  minimo  valore  (assoluto)  possibile. 
E  nel  seguito  sottintenderemo  sempre,  parlando  di  basi,  che  si 
tratti  di  basi  minime. 
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È  facile  vedere  come,  nota  una  base  minima 

(0),,0>,,...(tì„), 

si  trova  qualunque  altra 

(<o,,o),,...a)„). 

Ciascun  numero  co,  della  nuova  base  sarà  dato  da  una  for- 
mola  (I)  con  coefficienti  h  razionali  interi,  scriviamo 

(3)  co,=  2^'fc^'^       (i=:l,2,...n), 

ove  i  coefficienti  c.^  della  sostituzione  saranno  razionali  interi. 
Indicando  con 

il  modulo  della  sostituzione  (3),  abbiamo 

A  (a7,,  (0,, . . .  co„)  =  C*  A  (o),,  coj, . . .  co„), 

e  quindi  la  nuova  base  (o),,  0)2,. .  .(o„)  sarà  minima  solo  quando 
C*  =  1  (*)  : 

Da  una  base  minima  nota  (ooi,  coj,. .  .(o„)  si  ottengono  tutte  le 
altre  operando  sui  numeri  della  base  una  qualunque  sostituzione 
lineare  omogenea  a  coefficienti  interi  e  a  determinante  =  -h  1. 

Il  discriminante  comune  delle  basi  minime  è  un  numero  razio- 
nale intero 

i)  =  A((o,,a),,...co„) 

positivo  o  negativo  (secondo  che  s  è  pari  o  dispari  (§  34)); 
questo  numero  ha  la  massima  importanza,  insieme  col  grado, 
per  la  costituzione  del  corpo  e  dicesi  il  suo  discriminante,  od 
anche  il  suo  numero  fondamentale. 

In  ordine  alla  formazione  delle  basi  minime  da  una 

((Di,a)2,...a)„) 


(*)  0  anche  da  ciò  che   la   sostituzione   inversa   della  (8)  deve  avere 
nuovamente  coefficienti  interi. 
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già  supposta  nota  aggiungiamo  ancora  le  osservazioni  seguenti, 
che  tornano  spesso  utili. 

Consideriamo  un  numero    qualunque  p  <  7?  di   numeri   interi 
del  corpo 

che  si  esprimeranno  per  la  base  con  formole  del  tipo 

(3j  =r  «j^  CO^ -j- flj,  CD, -{-... -f- flj,  {0„ 

p,  =  agjCo,4-a22C02  +  ...-|-a2„(o„ 

(4) 


«11 

«12- 

..«,„ 

«21 

«22- 

•  a,„ 

«P. 

a;,. 

"Clpn 

p^  =  a^,  cDj  +  «p,  (0,  -|- . . .  +  a^„  (o„ , 

dove  i  coefficienti  a.^  sono  razionali  interi. 

Quando  accade  che  ^^,  ^^^...^p  possono  fai'  parte  di  tuia    base 
minima?  Occorre  e  basta  per  questo  che  la  matrice 


(5) 


delle  (4)  possa  completarsi  (con  elementi  interi)  a  determinante 
=  +  1.  Secondo  il  §  1,  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  è 
che  sia  =  1  il  divisore  della  matrice  (5)  (il  massimo  comun  divi- 
sore dei  minori  d'ordine  p).  In  particolare  per  un  solo  numero 

1^1  —  h^(x)^-\-h^(ù^^...-^  h„0)„ 

occorre  e  basta  che  i  numeri  ^,  siano  primi  fra  loro.  Ora  hì  osservi 
che  fra  i  numeri  del  corpo  vi  è  sempre  il  numero  1,  e  supposto 

sono  certamente  h^,  7i^.  ..h^  primi  fra  loro  ;  altrimenti,  detto  6  il 

loro  massimo  comun  divisore,  sarebbe   intero  — .  Dunque  : 

Fra  i  numeri  di  una  base  minima  si  può  sempre  far  figurare 
il  nuìnero  1  e  prendere  p.  e.  (a^^=:\. 
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§  36. 
Ricerca  effettiva  della  base  minima. 

Generalmente  il  corpo  algebrico  K{b)  di  grado  n  viene  fis- 
sato coli' assegnare  il  numero  generatore  6,  mediante  l'equazione 
irriducibile  di  grado  n  (a  coefficienti  razionali  interi) 

(1)  /•(a-)i=:a;''+a,a;-'  +  a,a?'-'+...  +  a„=0, 

a  cui  0  soddisfa  (*).  Si  è  visto  che  il  corpo  K{Q)  possiede  delle 
basi  minime;  ma  come  si  trovano  queste  basi  minime,  e  come 
si  determina  in  conseguenza  il  numero  fondamentale  D  (discri- 
minante) del  corpo  ?  Non  sarà  fuor  di  luogo  far  vedere  che  questo 
può  sempre  conseguirsi,  per  un  corpo  assegnato,  con  un  numero 
finito  di  prove,  se  anche  il  procedimento  a  ciò  necessario  può  es- 
sere in  singoli  casi  molto  laborioso. 

Noi  conosciamo  intanto  la  base  (generalmente  non  minima) 

(2)  ^  1,   e,   &',...&"■' 

di  K{&),  e  sappiamo  anche  che  esiste  una  base  minima 

(3)  coi,    o},,...a)„, 

determinata  a  meno  di  una  sostituzione  aritmetica  unimodulare. 
La  prima  si  esprimerà  per  la  seconda  con  una  sostituzione  lineare 

(4)  e'-^==:2c,,a),      (i=l,2,...n), 
a  coefficienti  c.^  razionali  interi  di  modulo 


(*)  Nello  etesso  tempo  si  avranno  criterii  per  differenziare  la  radice  6 
dalle  altre. 
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non  nullo,  e  si  avrà 

A (1,  e,  0», . . .  8"')  =:  C* .  A («1 ,  co,, . . . 0),), 

ossia,  essendo  c?(0)  il   discriminante  del   numero  generatore  6  e 
D  il  numero  fondamentale  del  corpo: 

(5)  •    d{Q)  —  (^.D. 

Questa  formola  mostra  intanto  che:  il  numero  fondamentale 
D  divide  tutti  i  discriminanti  dei  numeri  primitivi  del  corpo  e  i 
quozienti  sono  quadrati  di  numeri  interi. 

Ora,  appena  data  l'equazione  (1),  si  può  calcolare  il  valore 
effettivo  di  d{Q){*),  che  è  il  discriminante  della  (1),  e  se  si  dà 
intanto  il  caso  che  questo  numero  d{Q)  non  contenga  alcun  fat- 
tore quadrato,  si  conclude  che  certamente 

D  =  d(Q) 


{*)  Praticamente  il  calcolo  si  fa  ricorrendo  alla  formola  (5)  $  34,  col- 
V  introdurre  la  differente 

(!)=/(  6) 

del  numero  0,  e  allora 

d(0)  =  (-l)    *     .Ntù. 
Per  calcolare  N(ù  essendo  già  O)  posto  sotto  la  forma  normale 

w  =  Tu  H- Ti.  0  +  Yi3  Q* -r . . . -f  Tm  0"S 
con  coefficienti  razionali  int«ri  yai  '^i  calcolano  (mediante  la  il))  anche 

w0=Y«+r««Q4-Yt3  0*-r-..  +  r««0"' 


tó0-'  =  Y-t+rn.e---..  +  r"6-' 

Scritte,  insieme  a  queste  forraole,  tutte  quelle  relative  ai  numeri  coniu- 
gati, e  formando  il  determinante  dei  numeri  a  sinistra,  ne  Tiene 

iVw  =  !Y,t!: 
e  osi 

d(e)  =  (-i)  »    ::ca\. 
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e  i  numeri 

1,  e,  e^...6-» 

formano,  in  tal  caso,  già  una  base  minima. 

In  generale,  calcolato  il  numero  c?(0),  se  ne  separi  il  massimo 
fattore  quadrato  M',  sia 

dove  N  (nucleo)  è  privo  di  fattori  quadrati.  Paragonando  colla 
(5),  sarà 

e  poiché  D  è  intero  ed  N  privo  di  fattori  quadrati,  necessariamente 
il  numero  (incognito)  C  sarà  un  divisore  del  numero  (noto)  M. 
Per  ciascuno  dei  divisori  C  di  M  [M  compreso)  dovranno  ese- 
guirsi le  prove  che  ora  andiamo  a  descrivere;  ed  il  massimo  G 
di  questi  divisori,  per  cui  la  prova  7'iesca  affermativa  sarà  quello 

cercato.  Avremo  allora  D  ==  — ^  e  le  formolo  (4)  daranno  la 
base  minima. 

Ora  per  ogni  singolo  divisore  C  di  M,  noi  possiamo  ancora, 
secondo  i  risultati  del  §  3,  immaginare  effettuata  una  sostituzione 
unimodulare  sopra  coi,  0O2,.  ..co„  in  modo  che  la  sostituzione  (4) 
assuma  la  forma  ridotta 

Ci     0     0  ...0 
e,,    e,     0  ...0 
(6)  I     e,,    e.,    e.  ...  0 


Cnl         C.o        C„«   ■   .   .  C. 


^nl      '^«2      '^nJ 


coi  coefficienti  e  interi  tutti  positivi  0  nulli  e  soddisfacenti  alle 
condizioni 

Ci  C^  Cj  .  .  .  C„  —  L/ 

i  i  =r  2,  3, . . .  w 

0<c,.<c,  ] 

(  s  =  l,2,...i  —  l. 
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Nel  caso  nostro  poi  si  ha  un'  ulteriore  semplificazione  perchè 
nelle  corrispondenti  formole  (4) 

/    l  =  c^co^ 
(7)  N    6^  =03^0)^  +  03,(0,4-030)3 


dovendo   o)i  =  —  essere  intero,  risulta  Ci=  1  0)1=  1.  I  tipi  (6)  poa- 

sibili,  assegnato  C\  sono  cosi  in  numero  finito  e,  per  ciascuno  di 
essi,  occorrerà  poi  esaminare  successivamente  se  i  numeri  o)„  o),  ...<o„ 
definiti  dalle  (7) 

6  —  c„  6*  —  Csi  —  c„  0), 

0),=  — ,        0),= ,.., 

sono  interi,  se  cioè  le  equazioni  irriducibili  a  cui  rispettivamente 
soddisfano,  scritte  con  primo  coefficiente  :=  1,  hanno  gli  altri  interi. 
Tale  esame  richiede  appunto  soltanto  un  numero  finito  di  ope- 
razioni. 

Costituita  una  base  minima  (o)i,o)j,.  ..o)J  del  corpo,  e  deter- 
minato così  il  suo  numero  fondamentale,  ad  ogni  numero  gene- 
ratore 6  (primitivo)  del  corpo,  compete,  secondo  la  formolà  (5), 
un  numero  razionale  intero  C  che  si  dirà,  con  Dedekind,  l'indice 
del  numero  6. 


§  37. 
Decomponibilità  limitata  dei  numeri  nei  corpi  fluiti. 

Riprendiamo  le  considerazioni  del  §  32  sulla  divisibilità  dei 
numeri  interi  algebrici,  sulla  loro  decomponibilità  in  fattori  ecc., 
ma  limitate  ora  ai  soli  interi  contenuti  in  un  dato  corpo  finito 
^(6).  E  prima  di  tutto   osserviamo  che,  se  a,  P  sono  due  interi 

li 
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a  *  . 

di  A'(0),ed  -  è  un  intero  algebrico,  esso  trovasi  in  ^(8),  e  per  ciò 

r 

è  un  intero  del  corpo  stesso.  Ne  segue  che,  nel  campo  d'integrità 
di  jfir(0),  valgono  le  leggi  elementari  di  divisibilità,  come  nel  campo 
totale  degli  interi  algebrici  (§  32). 

Dal  teorema  a)  §  34  sulla  noi-ma  del  prodotto  di  due  numeri 
segue  subito  : 

Se  di  due  numeri  a,  (3  del  corpo  /v  (6)  il  primo  a  è  divisibile  pel 
secondo,  è  anche  Na  divisibile  per  iVj3. 

Questo  dà  però  solo  una  condizione  necessaria,  ma  in  generale 
non  sufficiente (*)  per  la  divisibilità.  Per  riconoscere  l'effettiva 
divisibilità  di  a  per  p  si  può  naturalmente  applicare  il  metodo 
generale  e  formare  l'equazione  irriducibile  a  cui  soddisfa  il  nu- 
mero 03  :=:3- .  Ma  quando  del  corpo  ^(6)  sia  già  stata  trovata  una 
base  (minima) 

la  questione  si  risolve  nel  modo  più  semplice  direttamente.  Siano 

i 

(3  =  6,  coi  -|-  6j  CD,  -f  •  •  •  +  ^.  ««  =  2  ^'  "' 

due  numeri  interi  di  K{%)  espressi  per  la  base,  secondo  la  (I) 
§  35,  dove  dunque  i  coefficienti  a,  b  sono  razionali  interi  fissi. 

Supposto  iV(3  =}=  0,  il  quoziente  —  si  potrà  porre,  in  uno  ed  in 
un  sol  modo,  sotto  la  forma 

(1)  -=  05,  ùJ,J-;r,(o, -]-... -l-«„a)., 

colle  X  numeri    razionali,  e   la.   questione  è    di    calcolare    questi 


(*)  Si  considerino  p.  e.  due  numeri  primi  complessi  coniugati  nel 
campo  di  Gauss.  Essi  hanno  egual  norma  e  non  sono  divisibili  1'  uno  per 
V  altro. 
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numeri  incogniti  ;  sarà  a  divisibile  per  (ò  solo  quando  que»?ti  va- 
lori X  riescano  interi.  Ora  dobbiamo  avere  per  la  (1) 

(2)  Y^a,(à,=  (2  h  a»k)  .  (S  ^i  "')  =  2j  ^^^x  *^'  •  ^'  • 

-^1  k  i  k,l 

Ma  ogni  prodotto  co^  (i),  si  esprimerà  a  sua  volta  per  la  base 
con  formole  che  scriviamo 

i  =  n 

(A)  co»  co,  =  2  ci?  co,, 

dove  i  coefficienti  à^i  saranno  interi  razionali  dipendenti  dalla 
base  scelta,  e  si  potranno  dire  opportunamente  le  costanti  di 
compomzione  della  base  (ooi,  w,, . . .  coj.  Sostituendo  nella  (2),  avremo 

2  ^k  (m  ^l  «i  —  2  «•  ^^^i  1 

k,l,i  i 

od  anche,  ponendo 

(3.)  2c;?6,=rY,,  ^ 

k 

sarà 

l,i  t 

Queste,  essendo  le  o)i, co,,..  .w„  indipendenti,  si  risolvono  nelle 
n  equazioni  lineari  per  le  incognite  x 

(4)  2y«-3?,=  «.       (/  =  l,2,...n). 

Siccome  le  x,  sono,  certo  determinate  univocamente,  possiamo 
già  inferirne  che  il  determinante  |y„|  sarà  diverso  da  zero,  e  risol- 
vendo le  (4)  avremo  i  valori  delle  x,  generalmente  razionali,  che 
riusciranno  in  particolare  interi  allora  soltanto  che  sia  a  divi- 
sibile per  (3. 

Ma  conviene  ancora  osservare  che  il  non  annullarsi  del  deter- 
minante delle  v.j  proviene  da  questo  suo  importante  significato  : 

i?  detet-minante  |y,j|  non  è  altro  che  la  nm'ma  N^  del  numero  ^. 
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Ed  infatti  da 

segue 

cioè  per  le  (A)  e  per  le  posizioni  (2) 

formole  che  valgono  in  generale  per  tutti  i  coniugati 

da  cui  formando  il  determinante 


|3  tOj ,  j3  co.,  . . .  p  co„ 


=  /A(|3cOnpco„...po)„) 


si  ha  subito  appunto 


N^  = 


Yu       Yl2.--Yln 

Y21    Y2....Y2« 


Ynl       Yn-a.-.Y« 

Pel  significato  (3)  delle  y,,,  questa  si  scrive  in  generale 

A:  ;;  k 

(B)     i^(|,G,,-f  |,co,+...-f  |„co„)=     2  ^^'^^-^  Il  ^^V  i., ...  2  c^"^^* 
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e  dà  la  norma  di  un  qualsiasi  numero  |ia)i-[- ?,  co, -}-. .  .-|-|«f\  iii 
ir (6)  come  una  forma  aritmetica  di  grado  n  nelle  coordinate 
^ijb»)---Ì»  del  numero,  quale  determinante  i  cui  elementi  sono 
forme  "aritmetiche  lineari,  con  coefficienti  dati  dalle  costanti  é^^ 
di  composizione. 

Questo  risultato  ci  fa  subito  comprendere  la  natura  del  problema 
che  consiste  nella  ricerca  delle  unità  e  nel  corpo,  cioè  dei  numeri 
£  che  dividono  1,  e  quindi  ogni  altro  intero  del  corpo:  occorre 
per  questo  e  basta  che  sia 

E  se  pioniamo 

e  con  F„{li,t,,.  ..^J  rappresentiamo  la  forma  aritmetica  di  grado 
n  nelle  5,  data  dal  secondo  membro  della  (B)  risulta  che: 

La  ricerca  delle  unità  nel  corpo  K{Q)  di  grado  n  equivale  al 
problema  d' aritmetica  razionale  di  risolvere  in  iiumeH  interi  \  l'equa- 
zione di  grado  n 

(I)  ì^„(ì.,h;,...ì„)=±i. 

Le  mirabili  ricerche  di  Dirichlet,  che  esporremo  nel  prossimo 
Capitolo,  hanno  stabilito  il  risultato  di  capitale  importanza  per 
la  teoria  che  :  ogni  corpo  di  grado  n  (salvo  i  due  casi  del  corpo 
razionale  w  =  1,  e  quello  di  w  =  2  dei  corpi  quadratici  immagi- 
nari) possiede  infinite  unità. 

Da  un  numero  a  del  corpo,  moltiplicandolo  per  tutte  le  unità, 
si  ottengono  i  suoi  infiniti  numeri  assodati  che,  rispetto  alla  divi- 
sibilità, si  comportano  come  a.  Un  numero  a  che  non  ammette 
in  ^(0)  altri  divisori  all'infuori  delle  unità  e  dei  suoi  numeri 
associati,  si  dirà  indecomponibile  in  ^(6);  sarà  al  contrario  a 
decomponibile  quando  si  possa  risolvere  nel  prodotto  dei  due 
fattori  p,  Y  di  K{^): 
(5)  «=i3v, 

ciascuno  dei  quali  sia  diverso  da  un'unità,  cioè  sia 
IA^|3J>1,       UVy|>1. 
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Se  vale  la  (5)  è  anche  Naz=:  N^  .  Ny,  e  per  ciò  la  norma  di 
ogni  numero  decomponibile  è  un  numero  (razionale)  decomponi- 
nibile,  in  particolare: 

Se  la  norma  di  un  numero  a  di  K{&)  eguaglia  (in  valore  assoluto) 
un  mimerò  primo  ordinario,  il  numero  è  certamente  indecomponibile. 

Segue  di  qui  facilmente  che  :  ogni  numero  a  del  corpo,  o  è 
indecomponibile,  o  si  risolve  nel  prodotto  di  fattori  indecomponibili. 

E  infatti  se 

è  una  decomposizione  essenziale  di  a,  ciascuno  dei  numeri  (3,  y 
potrà  essere  alla  sua  volta  decomponibile  o  no.  Nel  caso  che  uno 
o  tutti  due  i  fattori  siano  decomponibili,  si  proseguirà  la  decom- 
posizione, e  così  via;  ma  siccome  le  norme  dei  singoli  fattori 
sono  divisori  di  Na  V  operazione  ha  certamente  un  termine  (*). 
Al  contrario  dunque  di  quello  che  accadeva  nel  campo  totale 
d'integrità  dei  numeri  algebrici,  dove  si  aveva  sempre  decom- 
ponibilità illimitata  (§  32),  nei  corpi  finiti  ^(0)  ha  luogo  per 
ogni  numero  una  decomponibilità  limitata. 

Anticipando  su  risultati  che  saranno  stabiliti  in  seguito,  e  in 
particolare  servendosi  del  teorema  (V.  §  55)  che  :  di  numeri  non 
associati  ad  un  numero  a  e  colla  stessa  norma  ve  ne  è  sempre  un 
numero  finito,  possiamo  meglio  precisare  che  la  decomponibilità 
di  un  numero  è  limitata  anche  in  un  secondo  senso  ben  piìi  ri- 
stretto, e  cioè  : 

Le  decomposizioni  essenzialmente  distinte (**)  di  uno  stesso  numero 
a  in  fattori  indecomponibili  sono  sempre  in  numero  finito. 

Per  altro  la  decomposizione  non  è  in  generale  unica,  e  ba- 
stano a  dimostrarlo  gli  esempi  del  §  25. 


(*)  Già  il  numero  r  dei  fattori  in  cui  a  si  può  decomporre  è  limitato, 
perchè  la  norma  di  ciascuno  di  essi  è  in  valore  assoluto  >  2,  e  perciò 

2'<|iV^al. 

(**)  Diciamo  essenzialmente  distinte  due  decomposizioni  di  a  quando 
ciascun  fattore  della  prima  non  trova  il  suo  associato  in  un  fattore  dell'altra. 
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§  38. 
Prime  applicazioni  ai  campi  (|uadratici. 

Prima  di  procedere  oltre  nell'  esposizione  della  teoria  generale, 
sarà  opportuno  illustrare  le  nozioni  fondamentali  stabilite  nel 
più  semplice  esempio,  dopo  quello  del  corpo  razionale  {n  =  l): 
il  successivo  n  =  2  dei  corpi  di  secondo  grado  o  quadratici. 

Possiamo  partire  da  un'equazione  di  2.*'  grado  (irriducibile) 
con  primo  coefficiente  =  1  e  gli  altri  due  interi  b,  e 

(1)  /■(6)  =  0^-i-6e-f  c:=0, 

che  definisce  l'irrazionalità  quadratica  fondamentale 


Q^-^>  +  f^>^-4c 


ove,  per  l' irriducibilità,  si  dovrà  escludere  il  caso  che  il  numera 
6* — 4  e  sia  un  quadrato  perfetto.  Indicando  con  i5"  il  massimo 
fattore  quadrato  di  b*  —  4  e,  poniamo 

?r—  4c=  (3'.  m, 

dove  il  nucleo  w,  positivo  o  negativo,  sarà  privo  di  fattori  qua- 
drati. Fissiamo  p.  e.  di  scegliere  per  f  m  il  valore  positivo  se 
?n  ">  0,  e  quello  col  coefficiente  dell'immaginario  positivo  quando 
7n<^0,  e  scriviamo 

e  =  =M™:    ■  (p  positivo). 

Ogni  numero,  intero  o  frazionario,  del  corpo  quadratico  A' (8) 
ha  la  forma 

r  ' 

con  p,  q,  r  interi  (r  >  0)  senza  divisore  comune. 
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Il  coniugato  di  a  è 

,_p-_qf^ 

ed  affinchè  a  sia  intero  occorre  che  tali  siano  la  traccia  e  la  norma 

e  nel  caso  attuale  tali  condizioni  sono  anche  sufficienti,  perchè  a 
è  radice  dell'equazione 

u'—T{a).a-{-Na=:0. 

Dobbiamo  dunque  cercare  come  devesi  prendere   la  terna  di 
numeri  interi  (p,  q,  r)  privi  di  divisore  comune  affinchè  i  due  numeri 

riescano  interi. 

Pongasi  prima   che  r  sia   dispari;  allora  r  dovrà  dividere  p 
ed  essere  quindi  primo  con  q.  Ma  siccome  deve  essere  un  intero 

t  _  A7_  ^ 

sarà  r*  divisore  di  m,  e  non  avendo  m  fattori  quadrati,  sarà 
dunque  r  =:=  1.  Gli  interi  a  corrispondenti  in  ^(6)  hanno  sempli- 
cemente la  forma 

a  =^  -\-  q  \m  . 

Supponiamo  in  secondo  luogo  r  pari 

rz=2r\ 
e  sarà  r'  divisore  di  p 

p=Tr', 

indi  r'  primo  con  q.  Ma  poiché  inoltre  è  intero 

AT_  T'r''—mq' 
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sarà  intero  anche 

—  _  j         4  .\  , 

onde  si  conclude,  come  sopra,  r'  =  1.  Se  si  dà  adunque  questo 
secondo  caso,  deve  essere 

;•  z=  2 

e  i  numeri  p,  q  non  tutti  due  pan  debbono    soddisfare  alla   con- 
dizione 
(2)  iJ*  —  mf  =  0  (mod  4) ; 

ma  di  più,  non  essendo  m  divisibile  per  4  (che  è  un  quadrato) 
non  potranno  nemmeno  essere  l'uno  pari  l'altro  dispari,  e  sa- 
ranno per  conseguenza  tutti  due  dispari.  Questo,  avendosi  ora 

^*^  1,       q'^  1  (mod  4), 

è  compatibile  colla  (2)  solo  quando  sia 

w  ^  1  (mod  4). 

In  conclusione  i  numeri  interi  del  corpo  quadratico  K(^  m) 
sono  soltanto  quelli  della  forma 

p  -{-  q^  m        {p,  q  interi) 

se  mE^l  (mod  4),  cioè  per  m^2,3  (mod  4),  ai  quali,  se  m^l  (mod 4), 
sono  da  aggiungersi  gli  altri 

P  +  ifE  con  j»  =  3  =  1  (mod  2). 

Da  queste  osservazioni  elementari  risulta  subito  la  determi- 
nazione di  una  base  minima  (m,,  co^}  pel  corpo  quadratico  K{fin);. 
si  può  semplicemente  assumere 

ooi  =  1,       co,  ^  f'  m  ,  per  m  ^e  1  (mod  4) 
e  invece 

coi  =  1 ,      co,  =  — — ,  per  m^l  (mod  4). 
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Di  qui  pel  discriminante  (numero  fondamentale)  D  del  corpo 
abbiamo 

1,      »/""    * 


D  =:  A  (0)1,0),)  =: 

e  nel  secondo 

1, 


D=z 


1, 


m 

1,  — l' w. 

1  -{-i'm 

1  — }/' wT 
2 


4  w,    per  w  =|e  1  (mod  4), 


w. 


per  m  ^  1  (mod  4). 


Siccome  nell'ultimo  caso  è  certamente  |m|>l  (perchè  non 
può  essere  m=l),  si  vede  che  in  ogni  caso:  Il  valore  assoluto 
di  D  supera  l'unità.  Anzi  per  D  negativo  (corpi  immaginarii)  il 
minimo  del  valore  assoluto  di  Z)  si  ha  per  Z)  =  —  3  (corpo  di 
Jacobi-Eiseinstein),  e  per  D  positivo  (corpi  reali)  il  minimo  è 
i>  =  5. 

I  due  casi  si  possono  del  re^td  compendiare  in  uno  solo  assu- 
mendo la  base 

(1,  0))    con   O)  =r , 

e  allora  ogni  intero  a  del  corpo  ha  la  forma 

(3) 


^^^■\-y]'D  ^  con  'x  =  Dy{moà%. 


Ai  medesimi  risultati  si  arriva  se  si  applica  il  metodo  de- 
scritto al  §  36,  coli' assumere  per  semplicità  a  numero  generatore 
del  corpo  0  i=/  w.  Possiamo  prendere  la  base  minima  del  campo 
d'integrità  di  Ki^ m)  sotto  la  forma  (1,  o))  e  le  formole  (7)  §  36 
si  ridurranno  a 
(4)  Ò=^~i^~q\-r(o 

con  2,  r  interi  razionali,  e  si  potrà  inoltre  ridurre  q  (mod  r).  Ma 
il  numero  o)  definito  dalla  (4)  soddisfa  all'equazione  (irriducibile) 


0)*  H i  (0  -  f- r 


0, 
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Perchè  0)  sia   intero    occorre  e  basta    che  siano   interi   i    due 

numeri 

'1  q      q* — m 

e  allora  (come  sopra)  .se  r  è  dispari,  deve  dividere  q,  indi  7''  di- 
vide m,  e  per  ciò  ?•  =  1 . 

Se  r  è  pari  =  2  v',  allora  /"'divide  q,  e  perchè  sia  intero 

q"  —  m 
47-'*    ' 

TU 

1©  deve  essere  -^  ,  indi  r'=:l,  r=r2,  e  inoltre 

m  ^  q-  (mod  4). 

Ma  qui  non  può  essere  q  pari,  che  in  tal  caso  m  dovrebbe 
essere  divisibile  pel  quadrato  4  ;  dunque  q  è  dispari,  indi  neces- 
sariamente 

ni  ^  1  (mod  4). 

Nel  primo  caso  ^"^=1,  riducendo  q,  si  può  fare  qz=:0:  nel 
secondo  7'i=:2  si  può  prendere  5  =  —  i,  e  troviamo  nuovamente 
la  base 

(1,    \'  m)  per  m  EJ^  1  (mod  4) 

1,    — — I  per  m  ^  1  (mod  4). 

Quanto  al  discriminante  D,  siccome 

d  {]'  ni)  =  4:m 

ed  il  modulo  C della  sostituzione  che  esprime  (1,  0)  =:{l,f  m)  per 
la  base  (I,  ooj  è 

Czzzì  nel  1.0  caso 

C=2  nel  2.0  caso, 
cosi  è 

D  =  4:  m,  se  m  ^E 1  (mod  4) 

D  =  ni,     se  m  ^  1  (mod  4), 


come  si  è  trovato  anche  sopra. 
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§  39. 
Le  unità  nei  corpi  quadratici. 

Esaminiamo  ora  la  questione  delle  unità  nel  corpo  K{^  m).  La 
norma  di  un  intero 

a  r=  Il  -f  I,  co 

è  data,  nei  caso  w  =:  }^  w  ,  da 
e  nel   caso  co  =  — — da 

a 


L'equazione  di  aritmetica  razionale  da  cui  dipende  la  ricerca 
delle  unità  (§  37)  è  adunque 

(1)  I?  — wÌ*  =  +l,       se  w  =|e  1  (mod  4) 

(2)  ^Ì  +  Ì|.  +  ^^— Ì.]  =  ±l,       sem  =  l(mod4) 


e  quest'ultima,  moltiplicata  per  4,  si  scrive 

(2')  (2|,-f  i,r-mr.  =  ±4. 

Se  il  corpo  quadratico  in  considerazione  è  immaginario  (w<,0), 
le  norme  sono  tutte  positive  e  nelle  equazioni  (1),  (2)  non  può 
valere  che  il  segno  superiore.  Ma  appena  |«2|^1  nella  (1),  o 
(w|>3  nella  (2)  risulta  di  necessità  |,r=:0,  |,=:+-^'^  ^^  sojio 
nel  corpo  le  due  sole  unità  (reali)  +  1.  Se  w  = —  1  abbiamo  il 
corpo  K{i)  di  Gauss  colle  quattro  unità 

e  se  w  = — 3  abbiamo  il  corpo  K{j)  di  Jacobi-Eisenstein  colle 
6  unità 

±1,    ±J.    ±f- 
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Pei  corpi  quadratici  itnmaginarii  la  questione  delle  unità  è 
dunque  subito  risoluta  col  risultato  : 

Generalmente  in  un  corpo  quadratico  immaginario  esistono  le 
due  sole  unità  +  1]' fanno  eccezione  il  corpo  K  (i)  di  Gauss 
{m  =  —  1,  D  =  —  4)  con  quattro  unità  +;  1,  -^i^  ed  il  coipo  K(j) 
di  Jacobi-Eisenstein  con  sei  unità  +  1,  +J,  iti*- 

In  qualunque  caso,  si  osservi,  le  unità  qui  esistenti  sono  radici 
ni'**  di  1;  ed  è  m=:  2    in  generale,  w  =  4   per   Kit),  m  =zQ  per 

Veniamo  al  caso  più  interessante  dei  corpi  quadratici  reali 
(/»  >  0);  qui  per  la  prima  volta  si  presenta  il  fatto,  generale  per 
tutti  gli  altri  corpi  algebrici  di  grado  superiore  (w>3),  dell'esi- 
stenza di  infinite  unità.  Per  dimostrarlo  nel  caso  nostro  basta  in 
sostanza  stabilire,  sia  pel  caso  (1)  come  pel  caso  (2),  che  l'equa- 
zione di  Pell-Fermat 

(a)  x'-Dy^-=l, 

quando  J)  è  un  intero  positivo  non  quadrato,  possiede  infinite 
soluzioni  intere.  Il  punto  fondamentale  è  di  stabilire  l'esistenza 
di  una  soluzione  intera  (f,  u)  della  (a)  con  w  =1=  0. 

Esponiamo  la  dimostrazione  che  per  primo  ne  ha  dato  La- 
grange,  perchè  appunto  una  geniale  estensione  del  principio  su 
cui  è  fondata  ha  condotto  Dirichlet  alla  risoluzione  generale  del 
problema  delle  unità  in  tutti  i  corpi  algebrici,  come  vedremo  al 
Capitolo  seguente.  In  primo  luogo  stabiliamo  il  lemma  : 

Esistono  infinite  coppie  di  numeri  interi  {x,  y)  tali  che 

\x'—Dy'\<:i-\-2Ì~D. 
E   infatti    si    svolga   l' irrazionale  ^  D    in   frazione   continua, 

X 

necessariamente  illimitata,  e  sia  —  una  qualunque  ridotta  ;  si  ha 
allora,  come  è  ben  noto: 


y 


<h 
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onde  si  può  porre 

y  y 

dove  o  è  in  valore  assoluto   <  1.  Così 


^         y 
x-^y]^=^'^-\''^yÌ~D 


e  moltiplicando 


x'-Df  =  ^-^2cs]^, 


da  cui  appunto 

ijb)  \x'—Dy'\  :.  1+2^''^. 

Esistono  dunque  infinite  coppie  (a?,  y)  di  interi  positivi  che 
soddisfano  a  questa  diseguaglianaa,  e  siccome  di  numeri  interi 
inferiori  in  valore  assoluto  a  f  -|-  2  flD  ve  ne  è  un  numero  finito, 
per  infinite  di  queste  coppie  riceverà  x- — Dy"^  il  medesimo  va- 
lore fe,  diciamo 

x\  —  Dy\  =  x\  —  Dy\=: ...  =zxl  —  Dyl=  ...  =  k. 

D' altra  parte,  siccome,  rispetto  al  modulo  Zc,  le  coppie  intere 
(ap,  y)  offrono  solo  A;'  possibilità  distinte,  fra  queste  coppie  ve  ne 
saranno  ancora  infinite 

{x\y'\      (x'\y")... 
congrue  fra  loro  (mod  fc),  sicché 

(3)  x"  —  Dy''  —  x'"  —  Dy"^  —  k 

x'  =  x",      y'  =  y"  (mod  k). 

Ma  allora  consideriamo  il  nuniero 

(4)  (x'-yi'D)  {x"-^y"\nD)  =  [x'x"-Dy'y")-^{x'y"-x"y')Ì~D, 
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dove,  a  causa  delle  forinole  superiori 

;^'  x"  —Dy'  y"  =  x"  —  D  x''  (mod  Te) 
x'  y"  —  x"  y'  =0  [moàk) 

e  inoltre  il  secondo  numero  x  y"  —  x"  y'  non  è  nullo,  altrimenti 
sarebbe 

y'  ~  y"  ' 

cioè  sarebbero  eguali  due  diverse  ridotte  della  frazione  continua. 
Possiamo  dunque  porre 

xfx"  —  Dy'y"—lct 
x'y"—x"y'  =  lu 

con  t^u  interi  razionali  e  «  ±  ^' Sostituendo  nella  (4)  risulta 

{x'-y'Ì~D){x"  +  y"]l~D)  =  Tc{t-\-ufD), 
da  cui  anche 

{X'  +  y'  Ì~D)  [x" -  y"  \^)  =  Jc(t  —  u Ì~D) , 
e  moltiplicando  si  ottiene  per  le  (3) 

ossia 

f—Du'—l. 

È  ottenuta  cosi  in  effetto  una  soluzione  intera  {t,  u)  dell'equa- 
zione (a)  di  Pell-Fermat  con  u  =f:0. 

Per  averle  tutte  basta  limitarsi  manifestamente  a  cercare 
quelle  con  (f,  u)  positivi,  e  in  queste  osserviamo  che  se  cresce  m, 
cresce  anche  t.  Vi  sarà  dunque  una  coppia  minima  di  soluzioni, 
diciamo  (T,  ZJ),  dalla  quale  è  facile  vedere  come  nascono  tutte 
le  altre.  Ad  ogni  coppia  (t,  u)  di  soluzioni  positive  e  coordinata 
un'unità 

t^ui'D, 

che  è  un  irrazionale  >  1,  tanto  più  grande  quanto  più  grande 
è  u.  La  minima  di  queste  unità  è  dunque 
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e  dalle  sue  potenze  intere  e  positive  veugono  generate  le  unità 

che  sono  tutte  fra  le  precedenti.  Ma  anche  (ripetendo  un'osser- 
vazione fatta  in  nota  al  §  24  per  le  unità  nel  campo  K{f2)) 
si  può  vedere  che  le  esauriscono  tutte.  Altrimenti  sarebbe  p.  e. 

e  1'  unità 

e'  =  e-'{t -}-  u  fD)=z{T—  UÌ~DY {t -j-  u^'D) 

risulterebbe  compresa  fra  1  ed  e,  e  posto 

.^'  —  T'J^U'i^ 

sarebbero   T",  U'  positivi  e  minori  di  T,  U. 

Dopo  ciò  risulta  facilmente  che  : 

In  ogni  colepo  quadratico  reale  esiste  un'  unità  fondamentale  e,  tale 
che  le  infinite  unità  del  corpo  sono  date  da 

+  8", 

l'esponente  n  assumendo  tutti  i  valori  inteìn 

0,±1,±2,... 

§  40. 
Alcuni  esempi  di  corpi  cubici. 

Per  un  corpo  cubico  ^(0)  {n  ==  3)  potremo  assumere    1'  equa- 
zione fondamentale  per  il  numero  6  generatore   sotto  la  forma 
ridotta 
(1)  /•(0)  =  0^-^^e  +  g=.O 

con  p^  q  razionali  interi  ;  ma  perchè  si  tratti  veramente  di  un 
corpo  cubico  occorre  assicurarsi  che  la  (1)  sia  irriducibile,  il  che 
avviene   tutte  le  volte   che  la  (1)  non  possiede   radici  razionali, 
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indi  intere,  da  cercarsi  eventualmente  fra  i  divisori  di  q.  Natural- 
mente poi,  per  fissare  il  corpo  cubico  di  cui  si  tratta,  bisogna 
fissare  quale  delle  tre  radici  della  (1)  è  indicata  con  6. 

Il  discriminante  della  (1),  cioè  il  discriminante  di  6,  è  dato 
come  è  ben  noto  da 


(2) 


diQ)=—4:p'—27q'{*). 


Questo  del  resto  si  deduce  anche  subito  applicando  il  proce- 
dimento descritto  in  nota  al  §  36  (pag.  159)  coli' assumere  la 
differente  di  0 

cD  =  /"(6)  =  3e'-L-i? 


e  calcolarne  la  norma  iVco,  dopo  di  che  essendo  qui 

si  ha    , 

d{Q)z=—Naì. 

Ora  se,  tenendo  conto  che  si  ha 

si  calcolano  co0,  co  6*,  si  ottiene 

coziz^-j-36' 
uìQ  =  —  3q  —  2p& 
(x)Q'=  —  3qQ-^2pò\ 
e  per  ciò 

P,  0,  3 

Noì=     —3q,  —2p,  0     =^p*-L.27q\ 

0,  _3g,  -2i7 


1, 


onde  appunto  la  (2). 


(•)  Se   d(9)>0  le   tre  radici   della  (1)  sono   reali,  se   d(0)<O   una 
sola  è  reale,  le  altr*  due  complease  coniugate. 


lì 
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Se  il  numero  razionale  intero  rf(6)  sarà  privo  di  fattori  qua- 
drati, avremo  già  il  valore  Z>=:rf(6)  del  numero  fondamentale 
del  corpo,  e  sarà 

(1,6,6') 

una  sua  base  minima.  Tale  è  p.  e.  il  caso  se  si  fa  p=i — 1,  ^=1, 
e  ancora  J0  =  1,  ?=1;  cosi  si  hanno  le  due  equazioni  irriducibili 

a)  e»—  0  +  1  =  0 

h)  8'4-e-fl  =  0 

coi  rispettivi  discriminanti 

c?(e)=  — 23     in     a) 
rf(e)=  — 31     in     6), 

che  sono    numeri   primi.  I  due  corpi  cubici  a)  h)  hanno  dunque 
i  rispettivi  discriminanti 

D  —  —  2S,     D  =  —  3Ì 

e  la  base  minima 

.     (1,6,0*). 

Ma  se  d{Q)  contiene  fattori  quadrati,  il  numero  D  potrà  es- 
sere minore  di  c?(0),  dal  quale  differirà  solo  per  un  fattore  qua- 
drato. Per  la  ricerca  effettiva  di  i>  e  della  base  minima  del  corpo 
si  potrà,  in  ogni  singolo  caso  numerico,  applicare  il  procedimento 
del  §  36.  Ma  già  in  questo  caso  dei  corpi  cubici  la  ricerca  in- 
dicata diventa  assai  laboriosa,  pure  sussidiata  da  particolari  ar- 
tifici adatti  al  caso  n  =  3  (*). 

Qui  ci  limiteremo  a  considerare  un    terzo    esempio  numerico 
addotto  da  Dedekind(**)  e  di  particolare  interesse  per  circostanze 
delle  quali  una  subito  sarà  rilevata.  Prendiamo  l'equazione  irri- 
ducibile 
e)  0'  — 0*  — 20  — 8  =  0, 


(*)  V.  Sommer  Zahlentlieorie,  p.  257  s.  8. 
(**)  Abhandlungen  der  Wiss.  Gesellschaft  zu  Gòttingen  32^'"  Bd.  1878. 
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di   cui   calcoliamo    il    discriminante  d{Q)  col   solito   metodo,  for- 
mando la  norma  Noì  della  differente 

0)  =r  ò  (6)  =  /"  (6)  =  3  e*  —  2  6  —  2. 

Per  la  e)  risulta 

05  e  1=  e*  -i-  4  6  +  24 

a)e'  =  56»4-26e4-8, 

indi  (§  36  nota  pag.  159) 

—  2     —  2     3 
N(d=z        24         4     1 
8       26     5 
e  per  ciò 


2012  ==2*.  503, 


^(6)  =  — 2*.503. 

Siccome  503  è  un  numero  primo,  il  numero  fondamentale  D 
pel  nostro  corpo  cubico  o  coinciderà  con  — 2*.  503,  o  si  ridurrà  a 

D——ÒOS. 

Che  quest'ultimo  sia  il  caso  effettivo  lo  dimostriamo  (appli- 
cando il  procedimento  del  §  36)  col  trovare  una  sostituzione  ri- 
dotta del  tipo  (7)  §  36  di  modulo  =2,  che  esprima  (1,6,0*)  per 
la  base  definitiva  minima 

(CDi,  (0,,  (Os). 

La  sostituzione  avrà  la  forma 

1  =  (0, 

6  =  C„  co,  -j-  e,  03j 

6*  =  Ci  0),  +  c„  0),  -j-  Cj  ojs , 


ve 


e,  Cs  =  2 ,    0  ^  c„  <  6-2 

0  <  c„ ,  c„  <  e, . 
Potremo  dunque  avere 

e,  =  2 ,     Cs=zl 
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ma  il  primo  caso  si  esclude  subito  perchè  avremmo 

9  6—1 

,   6       ,   6—1 

mentre  ne  ^  ,  Ta.e  — -—  sono  interi  (*).  Cosi  rimane  la  sola  possi- 
bilità e,  =  1,  Ct=z2  e  si  può  fare  Cji=:0,  indi 

6*— a  — i6 

coi  =  1  ,     a),  —  6  ,     0)3= , 

dove  rimarrà  da  vedere  se  si  possono  determinare  a/b  (mod  2) 
in  modo  che  co,  riesca  intero.  Ma  in  effetto  se  si  prende  a  =  0, 
ò  =  1,  il  numero 

6(6—1) 
2 

è  intero,  poiché  in  virtù  d»ila  e)  si  ha 

2        ~"     "T"8 

.  4        ,  .  j 

ed   il    numero  k-  =  i   è    intero,  soddisfacendo   all'  equazione  tra-     J 
sformata  della  e) 

r  +  Ì*-+-2'5  — 8  =  0. 

Cosi:  il  corpo  cubico  definito  da  una  radice  8  della  e)  ha  il 
numero  fondamentale  Dz=  —  Ò03  e  per  base  minima  si  può  pren- 
dere 

1  fi  6(9-1) 


(•)  L»  rispettive  equazioni   (irriducibili)  a  cui  soddisfano  sono  : 


x^-lx'-i  0^-1  =  0 

x'  -4-  X* r  X  —  -     =  0 

4  4 
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Osserviamo  anche  che^  le  forinole  di   composizione  per  questa 
base  (§  37)  si  calcolano  facilmente  nelle  seguenti: 


('    (of  =  CD, ,       co,  co,  =  co.  ,       co,  co,  =  COj 


(3) 


coj  =  0),  4~  '^  ^»  )     cOj  CO3  =  4  co,  -]-  (Oj 

(x)\  =  —  2  co,  4-  2  CD,  -|-  co. . 


Con  queste  formole  possiamo  constatare  una  circostanza  no- 
tevole nel  corpo  attuale  e  cioè  che  : 

Ogni  numero  intero  Q  del  corpo  ha  il  discriminante  rf(Q)  divi- 
sibile per  4,  cioè  l' indice  C  di  Q  {§  36  in  fine)  è  sempre  un  nu- 
mero pari. 

Per  calcolare  questo  inciice  C  occorre,  secondo  il  §  36,  for- 
mare il  determinante  della  sostituzione  lineare  colla  quale  (1,Q,  Q*) 
si  esprime  per  la  base  (co, ,  co^ ,  Wj),  determinante  che  eguaglia  ap- 
punto C.  Scrivendo 

Q  3z:  iCi  co,  -j-  ar,  co,  -j-  a;»  co, , 

con  £C,,a?,,X3  razionali    interi,  se   si    forma  il  quadrato  di  Q,  ed 
osservando  le  (3)  si  trascurano  i  multipli  di  2,  si  ha 

Q*^  a;;  co,-}- ic' co,-|-a*3  co,   (mod  2). 
Per  l'indice  C  rispetto  al  modulo  2  abbiamo  dunque 


0  = 


1 

0 

0 

X, 

X, 

a-, 

.  a^l 

xl 

xl 

x^XtiXi — Xi)  (mod  2). 


e  -questo  è  sempre  manifestamente  un  numero  pari.  Di  qwi  segue 
la  circostanza  istruttiva  che  in  questo  corpo  è  impossibile  tro- 
vare un  intero  il  cui  discriminante  eguagli  il  numero  fondamen- 
tale i5z=  —  503,  e  c|uindi  non  esistono  basi  minime  della  forma 


(1,0,  fì'). 
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§  41. 
Crii  n  corpi  coniugati  K^,  IC,...K„. 

Riprendendo  la  teoria  generale,  consideriamo  l'equazione  fon- 
damentale irriducibile 

(1)  /"(a?)  =:  a;" -j- «1  a;"'' -}- -{-a„.iX  -{-a„  =  0, 

con  primo  coefficiente  =  1  e  gli  altri  interi.  Questa  definisce  non 
un  solo  intero  algebrico  6,  ma  n  tali  interi  coniugati 

le  radici  della  (1),  e  corrispondentemente  n  corpi 

K,=  KiQ,),  f=il,2,...w, 

che  si  dicono  gli  n  corpi  coniugati.  Questi  n  corpi  non  sono  sempre 
essenzialmente  distinti,  ma  possono  in  parte  coincidere  (constare 
degli  stessi  numeri)  sino  anche  a  formare  un  unico  corpo  K,  che 
allora  dicesi  un  corpo  normale  o  di  Gaìois,  come  avviene  sempre 
in  particolare  per  i  corpi  quadratici  (n  =  2).  In  effetto  i  princi- 
pii  introdotti  da  Galois  nella  teoria  delle  equazioni  algebriche, 
colla  nozione  di  gruppo,  consistono  essenzialmente  nel  ricondurre 
lo  studio  dei  corpi  algebrici  a  quello  di  corpi  normali  che  li  con- 
tengono, come  sarà  mostrato  più  oltre  (Gap.  X). 

Qui  per  gli  n  corpi  coniugati  iT,.,  comunque  distinti,  ricordiamo 
che  un  qualunque  numero  di  K^^  intero  o  frazionario,  si  scrive 
in  modo  unico  sotto  la  forma  normale  (§  33,  (I)) 

(1)  f',=r:cp(8,), 

dove  (p  {x)  è  un  polinomio  con  coefficienti  razionali  di  grado 
'<,n  —  1.  Se  confrontiamo  due  qualunque  di  tali  corpi  coniugati, 
diciamo  Kt.Kj,  viene  naturalmente  posta  fra  i  loro  numeri  una 
corrispondenza  biunivoca  quando  ad  ogni  numero  a^  del  primo, 
dato  dalla  (1)  si  faccia  corrispondere  nel  secondo  Kj  l'altro 

(2)  a>=T(8,). 
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La  proprietà  essenziale  di  siffatta  corrispondenza  consiste  in 
questo  che  : 

Ogni  relazione  razionale  esistente  fra  più  numefìn  dell' un  corpo 
■n  traduce  nella  medesima  ì'elazione  fra  i  numei'i  connspondenti 
dell'  altro. 

E  infatti  ogni  tale  relazione  fra  numeri 

a.. ,  (3, ,  Y, . . . 

del  primo  corpo  si  potrà  scrivere 

(3)  i^(a,,p,,Y,,...)  =  0, 

essendo  F  una  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti  razionali, 
degli  argomenti  a,,  (3,...  Ora,  mediante  la  (1),  si  ha  identicamente 

i^(a,,p,,Y.-...)  =  ^(e.), 
dove  O  è  un  polinomio  a  coefficienti  razionali,  ed  allora,  secondo 
la  (2),  sarà  anche 

F(a;,{3,,Y>...)==^(0,). 

Ma  per  ipotesi  0  (6,)  =  0,  cioè  il  polinomio  O  (x)  si  annulla 
per  la  radice  ce  ==  6,  del  polinomio  irriducibile  /"(a?),  per  ciò  an- 
che per  tutte  le  altre,  e  in  particolare  per  x  =  6,.  Cosi  dalla  (9) 
segue  1'  altra 

i^(a,,P,,Y....)  =  0. 

In  particolare  si  osservi  che  in  questa  corrispondenza  fra  i 
numeri  di  K^,  Kj'. 

Ad  ogni  numeì'o  razionale  in  Ki  corrisponde  lo  stesso  niiinero 
razionale  in  Kj,  di  più  ad  ogni  intero  algebrico  nell'uno  corrisponde 
un  altro  intero  algebrico  dell'altro. 

La  prima  cosa  è  evidente,  la  seconda  segue  da  che  se  p.e.  a,- 
soddisfa  ad  un'equazione  con  primo  coefficiente  =1  e  gli  altri 
interi,  alla  stessa  equazione  soddisfa  anche  a^ ,  che  è  dunque  un 
intero  coniugato  di  a,-.  Segue  anche  di  qui  che:  nota  una  base 
minima  p.e.  pel  primo  corpo  À'i,  sia 
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si  ha  subito  una  base  corrispondente  per  il  corpo  if.-  prendendo 

i  coniugati 

a)«,  o)f . . .  tó':\ 

E  in  particolare  le  costanti  di  composizione  c%\  definite  al 
§  37  nelle  formolo  (A)  pag.  163,  sono  le  stesse  per  tutti  gli  n 
corpi  coniugati  (*). 

Ed  ora  veniamo  a  quella  distribuzione  degli  n  corpi  coniu- 
gati a  cui  ci  riferiremo  sempre  in  seguito,  mantenendo  fisse  le 
notazioni  che  qui  introduciamo. 

L'equazione  fondamentale  (1)  avrà  un  certo  numero  di  radici 
reali;  questo  numero,  che  sarà  indicato  con  r,  potrà  raggiungere 
gli  estremi  r  =  n  (radici  tutte  reali),  o  7*1=0  (radici  tutte  imma- 
ginarie). Le  rimanenti  n  —  r  radici  saranno  due  a  due  complesse 
coniugate.  Il  numero  di  queste  coppie  si  indicherà  con  s,  talché 

r-f-  2«  =:  n. 

Nell'ordinamento  0,,  6,,...  6„  delle  n  radici  si  faranno  prece- 
dere le  r  radici  reali,  seguite  dalle  s  coppie  complesse  coniugate, 
come  è  indicato  nello  schema  seguente 

0,,  8,,...0,;  (0,+j,  0,+,),  (0,+,,  0,+,) 

(0r+t.-l,      0r+l.), 

dove  in  generale  la  coppia 

(0.+«-M  K'^ù  e  =  l,2,...* 
sarà  di  radici  complesse  coniugate 

Corrispondentemente  gli  n  corpi  verranno  ordinati  nello  schema 
(a)  K,,K,,..K;  (ÀT,^,,  ^,+,). .  .(^„_,,^„) 

od  anche 

(  A,+i       (   A,+,  (  A,_, 


(*)  Viceversa,  se  due  corpi   algebrici  di  grado  n  hanno  basì   minime 
della  stessa  composizione,  essi  sono  coniugati. 
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Il  numero  r^5,  che  nel  seguito  indicheremo  con  v 

ha  un'  importanza  speciale  per  la  teoria  delie  unità  secondo 
Dirichlet.  Qui  notiamo  già  che  esso  ha  il  valore  minimo  vml 
in  questi  due  casi  soltanto  : 

?'=:::1,     *  =  0;     n=l 

r  =  0,    *=1;    n  =  2. 

Il  primo  è  il  caso  del  corpo  razionale,  il  secondo  quello  dei 
corpi  quadratici  immaginarli,  ed  in  questi  due  casi  le  unità  sono 
in  numero  finito  (generalmente  solo  le  due  +1).  In  tutti  gli  altri 
corpi  algebrici  (v  >  1)  riscontreremo  l'esistenza  di  infinite  unità. 

È  in  fine  opportuno  ricordare  che  il  numero  fondamentale  X>, 
comune  manifestamente  a  tutti  gli  n  corpi  coniugati  (*),  ha  il  segno 
positivo  quando  s  è  pari,  il  segno  negativo  se  «  è  dispari  (§  35). 

§  42. 

Teoremi  di  Minkowski  sul  ralore  assolato 

del  numero  fondamentale  D. 

Siamo  ora  in  grado  di  dimostrare  l'importante  teorema,  sta- 
bilito la  prima  volta  da  Minkowski  : 

I)  Ogni  corpo  algebrico  {escluso  il  c^rpo  razionale)  ha  un  nu- 
mero fondamentale  D  maggiore  in  valore  assoluto  dell'unità. 

Questo  fatto,  di  fondamentale  importanza  per  la  teoria  dei 
corpi  algebrici,  la  cui  dimostrazione  venne  prima  inutilmente 
tentata,  risulta  come  semplice  conseguenza  dei  teoi'emi  di  Min- 
kowskì  sulle  forme  lineari  (Gap.  lì. 

Consideriamo  uno  qualunque  ATj  degli  n  corpi  coniugati  e  la 
sua  base  minima 

Ogni  numero  a^  di  Ki  è  dato  dalla  formola 
(1)  a,  =  h,  0)','^  +  h,  u/;^  + . . .  -h  ^.  toL'^ 


(*)  Si  osservi  che  Z):=A(co-/^,  to^/ , . .  wj')) , 
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dove  le  h  percorrono  gli  interi  razionali,  e  in  particolare  si  hanno 
gli  interi  del  corpo  prendendo  per  le  h  numeri  interi.  A  causa 
della  variabilità  delle  Zi,  questo  conduce  naturalmente  a  coordi- 
nare al  corpo  Ki  la  forma  lineare  nelle  variabili  indipendenti 

aCi ,  a?^ , . . .  3C„ 
data  da 

/;  =  col"  ^J  +  ^'  iC,  H-  . . .  -f-  COi*'^  iC„  , 

la  quale,  quando  le  x  si  prendano  razionali  intere,  assume  i  va- 
lori a,-  dei  numeri  interi  di  K,.  Cosi  abbiamo,  coordinate  agli  n 
corpi,  le  n  forme  lineari 

/•,  =  0)?)  a-,  +  co^'^  £P, -f . . . . -f  coi"  a?„ 

\^}  ( 

/;  —  co^"^  £C,  -f'  00,"^  X,  + ....  4-  coi"'  a7„ , 

delle  quali,  nell'ordinamento  fissato  al  paragrafo  precedente,  le 
prime  r  sono  reali  e  le  seguenti  2s  si  trovano  distribuite  in  .<? 
coppie  di  complesse  coniugate.  Il  determinante  y  di  queste  n 
forme  lineari  (2)  ha  per  quadrato  precisamente: 

A  (o), ,  Cui,...  co„)  =  D, 
ed  è  quindi  

Dopo  queste  osservazioni,  il  teorema  I)  si  stabilisce  subito 
applicando  il  teorema  III)  al  §  9,  e  più  precisamente  nel  senso 
forte  della  conclusione.  Esistono  valori  interi  delle  x  non  tutti 
nulli  x,z=ih,,x,  —  h,y...x„—K,  tali  che  i  valori  corrispondenti 
/;.  assunti  dalle  n  forme  (2)  soddisfano,  in  senso  forte,  alla  dise- 
guaglianza 

[A/^.,...Al<[vl- 

Ma  questi  valori  fi  non  sono  altro  che  n  numeri  interi  co- 
niugati 

a, ,  a, , . . .  u„ 
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e  la  diseguaglianza  precedente  diventa 

Ora  il  prodotto  a,  et,...  a,  non  è  che  la  norma  Na  di  uno  qua- 
lunque degli  a.,  che  sono  tutti  diversi  da  zero  (non  essendo  nulle 
tutte  le  h).  Esiste  dunque  (in  ciascun  corpo  coniugato)  un  intero 
a  non  nullo  tale  che 

|A'a|  0^:01, 

e  la  diseguaglianza  vale  in  senso  forte:  ma  poiché  |A^a|  è  un 
numero  razionale  intero  positivo  e  il  suo  minimo  valore  è  1 
(quando  a  sia  un'unità)  ne  discende  appunto 

che  è  il  teorema  I). 

Segue  di  qui  che  il  numerò  fondamentale  D  di  ogni  corpo 
algebrico  possiede  almeno  un  fattore  primo  p .  I  numeri  primi 
(razionali)  che  entrano  in  D  hanno  nel  corpo  algebrico,  come 
vedremo,  un  comportamento  affatto  speciale,  che  li  differenzia  da 
tutti  gli  altri  numeri  primi,  e  si  dicono  i  numeri  primi  crìtici  (*). 
Per  ciò  possiamo  esprimere  il  teorema  I)  anche  sotto  la  forma: 

Ogni  corpo  algebrico  (per  ny  1)  possiede  niimein  primi  criiici. 

Per  stabilire  il  teorema  I)  abbiamo  fatto  uso  soltanto  di  una 
parte  dei  teoremi  sulle  forme  lineari,  della  conclusione  al  §  9. 
Utilizzando  anche  le  altre  parti  possiamo  stabilire  un  altro  im- 
portante risultato  contenuto  nel  teorema  (Hermite-Minkowski): 

II)  Fra  i  corpi  algebìHci  di  un  dato  grado  n  ne  e-fiste  solo  un 
mimerò  finito  aventi  un  assegnato  numero  fondamentale  D. 

Premettiamo  la  dimostrazione  di  un  semplice  lemma  utile 
anche  per  altre  ricerche  : 

a)  Esiste  soltanto  un  numero  finito  di  numeH  interi  algebrici, 
di  grado  dato  n,  tali  che  il  loro  modulo  e  insieme  quelli  di  tutti  i 
loro  coniugati  non  supeinno  una  costante  fissata  A. 


(*)  Il  loro  ufficio    nei    corpi   algebrici    è   assimilato  dal   Minkowski  a 
quello  dei  punti  di  diramazione  per  le  funzioni  algebriche. 


188  Capitolo  III  —  §  42 

Sia  infatti 

/»  r=  a;"  4- e.  £c"-' -}- . . .  4- c„  —  0 

l'equazione   di   grado  n,  con   primo  coefficiente  =1  e  gli    altri 
interi  razionali,  le  cui  radici  sono  i  numeri  coniugati 

6, ,  8j,,...6„, 

soddisfacenti  per  ipotesi  alle  condizioni 

[0,j<^  (i=l,  2....n). 

Dalle  formole  elementari 

—  Cx=:S9o  c,=  S0,0,,  —  c,  =  :s0*0*0,oecc. 

seguono  le  limitazioni 

|c,i<sie.l,   |c.i<ste,8,i,... 

e  i  numeri  interi  Cj,  Ca,...c„,  restando  cosi  limitati,  non  possono 
assumere  che  nin  numero  finito  di  valori. 

Dopo  ciò,  distribuiti  gli  n  corpi   A",,  K^,..K„  nello  schema  (a) 
o  («')  §  41,  e  conseguentemente  le  n  forme  (2)  in 

/ 1  5     / 1  J  •  •  •  /  r  j     ^      TT  J      J- 

'     /r+l      {     Jri-i 

cangiamole  in  n  forme  cp  tutte  reali  (Cf.  §  9)  ponendo 


<(Pi=/'i,    Cpa  =  /;,...9.=  /*,;    ^Pr+^  — 


cp,,,= — ,  ecc. 


i'^ 


Le  n  forme  reali  (f, ,  q)2 , . . .  q)„  hanno    un    determinante  in  va- 
lore assoluto  =:}/|i)|-  Se  poniamo 


è  soddisfatta  la  condizione 

e,  in  ordine  al  secondo  teorema  di  Minkowski  precisato  nel  senso 
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forte  (§  8),  si  possono  dare  a  a;,,  ce, ,...iC„  valori  interi  hi^hi,...h„ 
non  tutti  nulli,  si  da  soddisfare  alle  diseguaglianze 

(3)  |(p,|<|'1>",  |cp,l<l,  [9,1  <l,...[q)J<l, 

le  ultime  n  —  1  in   senso  forte.  Le  n  forme  /<  per    questi  valori 
x=^h,  diventano  n  numeri  interi  coniugati 

cti ,  a, , . . .  a„ 
i  cui  moduli  sono 


/«Pr+t-hqpr-^» 


Facendone  il  prodotto,  risulta  per  le  diseguaglianze  (3) 
(4)  .  \Na\<:]'jD\, 

la  quale  varrà  nel  senso  forte,  se  si  esclude  il  caso  ovvio  di  un 
corpo  quadratico  immaginario,  e  di  qui  segue  nuovamente  [D\  ^>1. 
Si  osservi  ora  che  i  moduli  degli  n  numeri  coniugati 

a, ,  a, , . . .  a„ 

risultano  tutti  limitati  per  le  (3),  essendo  assegnato  D,  poiché 
non  superano  ^  [i)l  ;  e  allora  dal  lemma  a)  segue  subito  il  teo- 
rema II).  Di  più  è  facile  vedere  che  gli  n  numeri  coniugati  a, 
sono  distinti,  e  quindi:  il  numero  a.  trovato  è  un  intero  pinmitivo 
nel  coiyo.  Questo  è  chiaro  se  r  >  0  (quando  vi  è  almeno  un  corpo 
reale),  perchè   allora    i   moduli  di   a,,  a,,...  a,  sono   tutti   <C  1  © 

quindi  quello  di  Ia.|=  ; — ' ' — -  è  >1,  per  cui  a,  non  può  cer- 

|(it«s...a„| 

tamente  eguagliare  alcuno  dei  coniugati.  Tale  conclusione  vale 
anche  se  >*  =  0,  perchè  in  tal  caso  i  due  numeri  a,,  a»  hanno  bensi 
egual  modulo 


ì 


/qp?  +  <PÌ 
2 


ma  questo  però  è  ]>1,  i  rimanenti  a3,...a,  (se  ve  ne  sono)  avendo 
modulo  <C  1  per  le  (3).  Pertanto  a^,  a,  sono  diversi  dai  rimanenti 
coniugati;  e  che  siano  anche  diversi  fra  loro  risulta  dall'osser- 
vazione seguente. 


4 
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Siccome 

Ui  —  a.i  a,  -f-  «x^ 

se  fosse  Ui  =  a, ,  avremmo 

qp, 

"■  =  71' 

da  cui,  per  la  seconda  delle  (3; 

ciò  che  è  contraddittorio. 

§  43. 
Minimo  della  somma  del  moduli  di  n  forme  lineari. 

La  limitazione  fondamentale  \D\'yl^  che  vale  per  corpi  alge- 
brici di  qualunque  grado  n>l,  è  stata  ottenuta  da  Minkowski, 
come  sopra  si  è  visto,  applicando  i  suoi  teoremi  sulle  forme  li- 
neari, i  quali  corrispondono  nella  metrica  di  Minkowski  (§  12) 
ad  una  forma  particolare  semplice  della  funzione  F{Xt,Xt,...x„) 
che  definisce  la  pseudodistanza (*).  Un'altra  importante  limita- 
zione inferiore  pel  valore  assoluto  \D\  del  numero  fondamentale 
in  funzione  del  grado  n  del  corpo  ha  ottenuto  il  Minkowski  con 
una  nuova  opportuna  forma  di  pseudodistanza. 

Consideriamo  n  forme  lineari  indipendenti  (come  le  (2)  del 
§  precedente  coordinate  agli  n  corpi  coniugati): 


(*)  Così  il  teorema  I)  §  7  per  n  forme  lineari  a  coeflScienti  reali 

k=n 

y*  =  S  '^'^  ^^  (i  =  l,2,...n) 

corrisponde   ad  assumere   per   funzione    fondamentale  i^(a?,,  Xg...  x^)  della 
metrica  il  massimo  fra  i  valori  assoluti  |t/J  delle  n  forme. 
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(1) 


2/1  — aii«i 


a„  X- 


•  •  -|"  ^In  ^n 


)  y^ 


tilt  Xt 


««  «J  +  —  +  «.«  ^« 


y,  —  a„,  X,  -f-  a.»  a?,  -f 


rt..  a?. 


delle  quali  le  prime  r  reali  (?'>0)  e  le  seguenti  n  —  ?'  =  2a'  di- 
stribuite in  s  coppie  di  forme  a  coejEcienti  complessi  coniugati. 
II  determinante  A  di  queste  n  forme,  che  supponiamo  diverso 
da  zero,  sarà  reale  se  *  è  pari,  puramente  immaginario  per  ••»- 
dispari  (Cf.  §  9).  Assumiamo  a  funzione  fondamentale  F  per  una 
metrica  di  Minkov^^ski  la  somma  dei  moduli  delle  n  forme  y^: 


•2) 


F{x,,x,,...x„)  =:(ytl-hly.l-r----  +  ll/-l- 


Che  questa  forma  della  F  soddisfi  veramente  alle  condizioni 
fondamentali  a),  6),  e)  §  12  è  evidente  per  le  due  prime  a)  e  6). 
Per  la  terza  e)  segue  subito  da  che  il  modulo  di  qualunque 
-omma  non  supera  la  somma  dei  moduli,  e  cioè: 

k  k  k 

Indicando  allora  con  M  il  minimo  valore  (§  12)  della  pseu- 
dodistanza fra  punti  del  reticolo,  cioè  il  valore  minimo  della  F 
per  valori  interi  (non  nulli)  delle  variabili,  applicheremo  la  for- 
mola  finale  (I)  §  13 

dove  J  indica  il  volume,  in  questa  metrica  di  Minkowski,  della 
pseudosfera  di  raggio  =1,  cioè  il  valore  dell'integrale  n"'" 


=  //.../  dxi  dxt...dx. 


J  — 


esteso  alla  regione 
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Per  calcolare  J  eseguiamo  mi  cangiamento  di  variabili  intro- 
dncendo  i  moduli  q  (assunti  positivamente)  e  gli  argomenti  cp 
delle  n  variabili  y.  Posto  7"-[-*"^=v,  le  prime  r  forme  sono  reali 
e  le  seguenti  26'  consteranno  di  s  coppie  complesse  coniugate 
che  assumeremo  cosi  distribuite 

iyr+t,    y.^i  —  yr+.)  * 


e,  sotto  forma  trigonometrica,  avremo  : 

yi  =  ±Q^i  y.—  ±Q-^,---yr==±Qr 


dove  gli  argomenti  qp,,  qp,,...q),  saranno  limitati  fra  0  e  2:t.  Assu- 
meremo per  nuove  n  variabili 

che  per  la  (3)  e  per  quanto  ora  si  è  detto  saranno  cosi  limitate: 

(5)  p.-|-p,4....  +  p,  +  2o,+,4-29.^,  +  ...-[-2q,<1 
(5')  0<q),  <2xc,     0<(p,  <2jt,...0<q).  <2:t. 

Osserviamo  che  ad  ogni  sistema  di  valori  delle  a?,  apparte- 
nenti alla  regione  (3),  corrisponde  uno  ed  un  sol  sistema  di  va- 
lori per  le  nuove  variabili 

(6)  Q.,  Q,,...Qv;  9m  tp.,-.-qp. 

che  soddisfano  alle  limitazioni  (5)  e  (5').  Per  considerare  la  cor- 
rispondenza inversa  si  rifletta  che  per  un  qualunque  sistema  di 
valori  di  queste  ultime  n  variabili,  sotto  le  limitazioni  (6),  (5'), 
le  t/  calcolate  dalla  (4),  scegliendo  comunque  nelle  pHme  r  formale 
(4)  V  una  o  l'altra  delle  due  determinazioni  di  segno,  soddisferanno 
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alla  limitazione  (3).  D'altra  parte  risolvendo  le  (1)  rapporto  alle  x, 
i  valori  per  le  x  saranno  finiti  e  reali,  perchè  il  sistema  lineare  (1) 
è  identico,  per  le  nostre  ipotesi,  al  suo  complesso  coniugato. 
Così  adunque,  nella  corrispondenza  inversa,  ad  ogni  sistema  di 
valori  per  le  n  variabili  (6)  nella  regione  definita  dalle  disegua- 
glianze (5),  (6')  corrispondono  2'  sistemi  diversi  di  valori  delle  x 
appartenenti  alla  regione  (3).  Se  indichiamo  dunque  con  W  il 
valore  del  determinante  funzionale 

^_   d{x,,  x,,...xj 


^(ei,ei, •••?>;  ^x,^>t, '••<?») 

la  nota  formola  di  trasformazione  degli  integrali  multipli  ci  darà 

J  =  2'l  /.../  ITTjrfQi  dQ,...dQ^  dq)i  d(pt...dcp,, 

dove  l'integrale  è  esteso  alla  regione  definita  dalle  diseguaglianze 
(6),  (6')  (colle  Q  tutte  positive). 

E  facile  ora  calcolare  W,  ricordando  le  proprietà  elemeatari 
dei  determinanti  funzionali  che  permettono  di  scrivere  : 

^;.__d{x,,x,,...x„)      g(i/i,y,,...y,) 


Il  primo  determinante,  avendo  indicato  con  A  il  modulo  della 
«ostituzione  lineare  (1)  è  dato  da  -^,  ed  il  secondo,  ponendo  mente 
alle  formole  (4)  che  danno 

ISyilMuLULMiL  = -\- i 

^{Q^,Q,,...Qr)  —      ' 

ai  risolve  nel  prodotto  degli  s  di  2.°  ordine 

che  hanno  i  rispettivi  valori 

(-20Q.-I,     (-2i)e,+,,...(— 2t)Q,. 
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Si  ha  dunque 

valore  naturalmente  reale,  come  segue  anche  da  quanto  sopra  è 
detto  pel  valore  di  ^.  Se  indichiamo  con  y  il  modulo  di  A,  si 
ha  cosi 

2' 

e  sostituendo  nella  (7) 
J=—-JJ...Qr+iQr+i"'Q^    dQidQt...dQ^    dcpi  d(pi..,dcp, 

colle  limitazioni  (5),  (5').  E  siccome  qui  le  *'  variabili  <Pi,(pj,...q), 
variano  fra  i  limiti  fissi  0,2 or,  l'integrazione  relativa  è  subito 
eseguita  e  dà  il  contributo  (2;t)',  onde  resta 

J= J  J    '-'j    Qr+lQr+2'"Qr     .      f?Q,  CZ  Qj  .  .  .  <^  Q, 

esteso  alla  regione  (5).  Se  poniamo  in  fine 


possiamo  scrivere 

2r  +  2. 


J  = 


.  .1    lr+llr^f'-lrr>    d^^  dt,  . . .  di,     dl^^^. .  .d^,..  , 


V 

l'integrale  essendo  esteso  alla  regione  delle  \  positive  con 

(8)  li-fl,  +  ...  +  H,<l.(Ì,>0). 

Ma  quest'ultimo  integrale  si  calcola  subito  come  caso  parti- 
colare del  noto  integrale  multiplo  di  Dirichlet 

|J...Ji,-.-^i/^-'...^/v-  di: di,... di. 
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esteso   alla  regione  (8),  essendo  p,,p.,.,.p^  esponenti  positivi,  il 
cui  valore  espresso  per  la  F  Euleriana  è  (*) 

Tip,)  Tip,)... Tip.,) 

r(i>.-hi7,+...+i),+i) 

Nel  caso  nostro  è  da  farsi 

P,=Pr=...=Pr=l,    Pr+l=Pr^t='--=J?r^.=  ^ 

e  il  valore  precedente,  essendo  F  (1)  :=  F  (2)  =  1,  r(r-J-2ò^-|"l)^^ 
=  F(n-f- 1)=:  n!  è  semplicemente  = — -,  onde  abbiamo 


J  — 


n. 
2'--i' 


n!v 


La  citata  tbrmola  (I)  §  13  ci  dà  pel  minimo  M  della  somma 
dei  moduli  delie  y  : 

2"  2''\y?!v 

J  .-t 

ossia 


§  44. 
Nuora  limitazione  inferiore  pel  numero  fondamentale  D. 

Applichiamo  questi  risultati  alle  n  forme  lineari  §  42  coor- 
dinate agli  n  corpi  coniugati  K^^\K^^\...K^'\  nel  qual  caso  sarà 
da  farsi 


V  =  1/\D\. 

I   valori   che   assumono    le   forme    per    valori   interi   delle  x 
(non  nulli)  sono  n  numeri  interi  coniugati 

a, ,  a, , ...  a. 


(*)  V.  p.e.  Serrel.  Calcai.  Diff.  et  Int.  T.  II,  n.  610. 
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ed  M  indica  qui  adunque  il  minimo  della  somma  dei  moduli 

|a.l  +  |a,H-...-f-|aJ 

degli  n  numeri  coniugati  di  cui  la  formola  finale  (9)  ora  trovata 
assegna  una  limitazione  superiore.  Ne  deduciamo  una  corrispon- 
dsnte  limitazione  per  il  prodotto  di  questi  moduli,  cioè  pel  va- 
lore assoluto  di  Na  ricorrendo  al  noto  teorema  : 

La  media   geometrica   fra  n   quantità  positive  a^^a,,..  .a„  non 
supeì^a  la  media  aritmetica,  cioè 


(1) 


"^stst::^  ^  "'+«•+-+''• . 


Questo  si  dimostra  nel  modo  più  semplice  per  via  ricorrente 
osservando  che  la  proprietà  è  vera  per  n  =  2  (perchè  (a,-j-«j)* — 
—  4aia.  =  (a,  —  a,)*;^0)  e  facendo  vedere  che,  supposta  vera  per 
n — 1,  è  vera  anche  per  n.  Poniamo  infatti,  come  è  lecito,  che  la 
massima  fra  le  n  quantità  positive  «i,  a,,... a,  sia  l'ultima  a„, 
onde  sarà 


Indicando    la    media    geometrica   a    destra   con  e  è    adunque 
«n^c,   e  per  ipotesi 

«i  +  «*-f--'-  +  «n.i>  (n  — l)c, 

e  per  ciò  anche 


ossia 


a,-\-aj-\-...-\-a^  -^  ..  _j_  ^"~^ 


Elevando  alla  potenza  w""*,  siccome  il  binomio  a  destra  consta 
di  due  termini  positivi,  se  si  sviluppa  ritenendo  i  due  primi  ter- 
mini soltanto,  si  può  scrivere  la  diseguaglianza 

(''■  +  '''  +  -  +  ''-)sc-  +  o-(a.-c), 
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cioè 

«1 4- «, -j- •  •  • + «« 

'  ^  «„  e-  ^  «,  a, . . .  rt,.,  rt, , 


che  è  appunto  la  diseguaglianza  (1). 

Dopo   ciò    per    l'intero  a  (non  nullo)   sopra   determinato  nel 

corpo,  tale  che 

|a,i  +  la,l  +  ...  +  {a,l 

raggiunga  il  minimo  M,  sarà  anche 

'       ^  n 

E  siccome  \Na\  è  al  minimo  =1,  ne  segue 

indi  dalla  (9)  §  43 

e  per  ciò  sussiste  la  nuova  limitazione  di  Minkowski  : 

Di  qui,  pei  singoli  valori  di  n  e  per  i  corrispondenti  valori 

n      . 
possibili  di  «  <  -^,  si  hanno  limiti  inferiori  per  |i>]  discosti  da  1. 

Cosi  per  n  =  2  è  da  distinguersi  il  caso  *:=:0  dei  corpi  quadra- 
tici reali  (Z>>0)  da  quello  s^l  dei  corpi  quadratici  immagi- 
narii  {D  <0).  Nel  l.®  caso  risulta 

e  nel  secondo 


(*)  I  valori  eftettivi  minimi  esistenti  sono 


i>=5      e 

3      j 


2 
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Se  facciamo  «  =  3  (corpi  cubici)  dobbiamo  anche  qui  distin- 
guere i  due   casi 

.V  =  0  ,  i>  >  0 
.v=l  ,  i)<0; 
si  ottiene  rispettivamente 

i>^21     0     —D^VÒ{% 

La  limitazione  (I)  può  sostituirsi  con  un'  altra  ricordando  che, 
per  una  nota  diseguaglianza  della  teoria  degli  integrali  Euleriani, 
si  ha  (**) 

ni  <^^ 2it  e        ""   .  n     *, 

sicché   ponendo    al    denominatore   nella    (I)   per  n!  l'espressione 
maggiore  a  destra,  risulta 


4:  J      27in 

Se  si  osserva  allora  che,  per  n  crescente  all'infinito,  la  quan- 
tità a  destra  cresce  infinitamente,  ne  segue  che:  /  gradi  dei  corpi 
con  assegnato  numero  fondamentale  D  sono  in  numero  finito.  E 
combinando  questo  risultato  col  teorema  II)  §  42 ,  si  ottiene 
l'importante  teorema  finale: 

III)  Esiste  solo  un  numero  finito  di  corpi  algebi'ici  con  numero 
fondamentale  assegnato  D. 


(*)  Però  i  valori  minimi  esistenti  per  cprpi  cubici  sono 
D  — 49,    — J>  =  23. 

(**)  V.  p.  e.  Serrei.  Calcai  Integrai,  n.  538. 
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Le  unità  nei  corpi  algebrici  e  il  teorema  di  Dirichlet. 

Lemmi  fondamentali  -  Costruzione  di  una  catena  infinita  di  numeri 
di  eguali  norme  -  Esistenza  di  un'  iinità  di  modulo  diverso  da  1  - 
Liosraritmi  coniugati  delle  unità  -  Esistenza  di  v  —  1  unità  indipen- 
denti -  Sistemi  fondaraentali  e  teorema  di  Dirichlet  -  Unità  ri- 
dotte -  Cangiamento  dei  sistemi  fondamentali  di  unità  -  Numeri 
associati  e  numeri  ridotti  -  Determinazione  di  numeri  di  norma 
data  -  Nuova  dimostrazione  di  Minko^wski  del  teorema  di  Dirichlet. 

§  45. 

Lemmi  fondamentali 
Esistenza  di  interi  algebrici  infinitesimi. 

Le  importanti  questioni  che  riguardano  l' esistenza  delle  unità 
nei  corpi  algebrici,  e  le  loro  leggi  di  composizione,  furono  riso- 
lute da  Dirichlet,  come  già  si  è  accennato  al  §  39,  con  un  geniale 
procedimento  che  generalizza  a  tutti  i  corpi  algebrici  quello  te- 
nuto da  Lagrange  per  l' equazione  di  Pell-Fermat,  da  cui  dipende 
la  ricerca  nel  caso  particolare  dei  corpi  quadratici  (§  39). 

Andiamo  ora  ad  esporre  il  metodo  di  Dirichlet,  fondato  sopra 
alcuni  lemmi  ausiliarii.  Consideriamo,  come  al  §  41,  gli  n  corpi 
coniugati 

Ki,  K,,...K^, 

dei  quali  i  primi  r  siano  reali,  ed  i  seguenti  2s  immaginarii  si 
fanno  seguire  a  coppie  di  complessi  coniugati  ;  si  ha 

r  -|-  2*  1=  w ,     r  -\-sz=zy 
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ed  è  questo  numero  v  da  cui  dipende,  come  vedremo,  il  grado 
d'infinità  delle  unità  esistenti  nel  corpo  algebrico.  Nel  seguito 
escluderemo  il  caso  vnr  1,  che  appartiene  soltanto  (§  41)  al  corpo 
razionale  {n  =  ])ed  ai  corpi  quadratici  immaginarli,  dove  esiste 
soltanto  un  numero  finito  di  unità,  generalmente  solo  le  due  +  1. 
Fissate,  come  al  §  42,  le  n  basi  minime 

per  gli  n  corpi  K{ ,  consideriamo  n  loro  interi  generici  corrispon- 
denti (coniugati),  dati  dalle  formole  (2)  ibid. 

|.  =  co^o/i.4-<)A.  +  ...  +  (oL'^A, 

dove  le  A,  prendono  i  valori  interi  razionali.  Essendo  ora  k  un 
intero  (razionale)  positivo  arbitrario,  diamo  alle  h,  nelle  (1)  valori 
che  non  superino  k  in  valore  assoluto,  e  pei  moduli  dei  numeri 
|j  cosi  ottenuti  varrà  la  limitazione 

i^.|<A:jK1-h|coi"]+...-ffo)<'lj. 

Le  basi  (cof^  o)?\ . . .  col*')  sono  fissate  una  volta  per  tutte,  e  se 
con  e  indichiamo  la  più  grande  delle  n  somme 

K^l  +  KI  +  .-.+'Wl, 

sussisterà  per  tutti  i  nostri  numeri  |,  la  limitazione 
(2)  ìlì^ck. 

Inversamente,  fissata  una  quantità  positiva  A  comunque,  do- 
mandiamo i  numeri  |  (interi)  del  corpo  tali  che  tutti  ì  poniugati 

Si  )  S»  >  •  •  •  Su 

non  superino  coi  loro  moduli  A .  Siccome  la  risoluzione  del  si- 
stema lineare  (1)  rispetto  alle  h  dà  le  hi  come  espressioni  lineari 
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omogenee  nelle  ^,  a  coefficienti  fissi  c^^ 

hi  =  2^  Co,  £k, 
ed  è  quindi 

i^,i<2icjiy, 

k 

la  limitazione  imposta  ai  moduli  delle  5 

limita  corrispondentemente  i  valori  assoluti  dei  numeri  inteH  h 

|A,|^42|c,»|, 

i  quali  non  potranno  assumere  che  un  numero  finito  di  valori. 
Così  dunque: 

a)  In  ogni  corpo  algebrico  esiste  solo  un  numero  finito  di  interi 
^  i  quali,  insieme  a  tutti  i  loro  coniugati,  abbiano  moduli  infeinori 
ad  una  quantità  prefissata. 

Ripartiamo  ora  gli  n  corpi  in  due  gruppi,  che  diciamo  A  e  Bj- 
in  modo  affatto  arbitrario,  purché  siano  soddisfatte  le  condizioni 
seguenti  : 

1.*  ciascun  gruppo  contenga  almeno  un  corpo, 
2.*  due  corpi  complessi  coniugati  prendano  posto  in  un  mede- 
simo gruppo. 

Siccome  supponiamo  v>  1.  è  chiaro  che  si  può  sempre  fare, 
e  generalmente  in  molteplici  modi,  una  tale  ripartizione  nei  due 
gruppi  A  e  B.  Per  un  qualunque  intero  |  del  corpo  noi  indiche- 
remo poi  col  simbolo  a  quei  coniugati  di  ^  che  appartengono  al 
gruppo  A,  e  con  ^  quelli  che  appartengono  al  gruppo  B^  ed  an- 
dremo a  stabilire  il  seguente  lemma  fondamentale  : 

b)  Data  una  costante  positiva  a,  comunque  piccola,  ed  un'altra  b 
(positiva)  comunque  grande,  esiste  sempre  nel  corpo  K{Q)  un  intero  ^^ 
la  cui  norma  è  inferiore  in  valore  assoluto  alla  costante  fissa  {3c)', 
e  tale  che  i  suoi  coniugati  a,  appartenenti  al  gruppo  A,  abbiano  mo- 
duli inferiori  ad  a  e  quelli  ^  del  gruppo  B  moduli  superioH  a  b. 
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Nel  gruppo  A  è  contenuto  un  certo  numero  t^\  di  corpi  e, 
per   ogni   intero   \   in  Ar(0),  altrettanti    interi  a  (coniugati  di  \) 

a,,  a,,...  a,, 
alcuni  dei  quali  apparterranno  a  corpi  Ki  reali,  altri  a  coppie  di 
corpi  complessi  coniugati.  A  queste  coppie  a,  a  di  numeri  a,  ap- 
partenenti a   corpi   complessi    coniugati,  scindendo  il  reale  dal- 
l'immaginario col  porre 

a^rz  a  -\-  i a",         a  =  a'  —  i a", 

si  sostituirà  la  considerazione  delle  due  parti  reali  componenti 
(a',  a").  Si  otterranno  pertanto  i  t  numeri  a  rappresentati  da  t 
numeri  reali,  che  indicheremo  con 

(3)  ^Cl ,  Wi,...Wt. 

Fissiamo  il  numero  razionale  intero  positivo  Jc  per  ora  ad 
arbitrio,  ed  attribuiamo,  nelle  formole  (1),  alle  coordinate  hf  del 
numero  %  i  Te  -\-  1  valori  interi 

^..  —  0,  1,2, ...A:. 

Ne  risulteranno  (fc-j-l)"  numeri  differenti  |,  tutti  soddisfacenti 

alla  diseguaglianza  (2),  e  in  .particolare  pei  corrispondenti  a  del 

gruppo  A  sarà 

I  a]  <  ck. 

Pel  significato  delle  quantità  reali  te  nella  serie  (3),  ciascuno 
di  questi  t  valori  delle  w  giacerà  dunque  nell'intervallo  (  —  cJc,  eie). 
Suddividiamo  ora  quest'intervallo  di  ampiezza  =:2ck,  in  inter- 
valli parziali  eguali  fondandoci  sulle  osservazioni  seguenti. 

Siccome  «  >  <  >  1 

ed  è  ^'  >  0,  vale  la  diseguaglianza 

come  si  rileva  semplicemente  dall' osservare  che  per  x  positivo 
e  per  un  esponente  2)>>  1  la  funzione 

f{x)  —  {x-}-ÌY—x''—l 
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nulla  per  x=^0  è  crescente  nell'intervallo  (0,-}- oo)  poiché  la  de- 
rivata f{x)z=zp\{x-\-XY''^  —  af '(  è  positiva.  Essendo  dunque  l'in- 
tervallo 

(^T    (A:  +  1)t) 

di  ampiezza  >1  giacerà  internamente  ad  esso  almeno  un  numero 
intero  m  (razionale),  soddisfacente  quindi  alle  condizioni 

n  n 

(4)  fc~  <  ?»  <  (A;  -f  1  ì~,  o  ifc"  <  w'  <  (it  -f  1)". 

Dividiamo  allora  il  detto  intervallo  ( — cJc,ck)  in  ???  intervalli 
parziali  eguali,  la  cui  ampiezza  comune 

_  2cJc  _  2c 
m  m 

soddisferà  alla  limitazione 

2c 


(5)  S  < 

A-- 

Ogni  quantità  reale  a  nell' intervallo  ( — cJc,cJc)  cadrà  in  uno 
di  questi  intervalli  parziali,  per  ciascuno  dei  quali  includeremo 
l'estremo  inferiore  escludendo  il  superiore,  sicché  a  apparterrà 
all'intervallo  /""  quando  soddisfi  alle  limitazioni 

—  c^-f- (1  —  1)8  ^a  <^—c7c^iò. 

Cosi  ad  ogni  tale  quantità  a  apparterrà  un  numero  intero  i 
della  serie  1,2,  3,...  w,  che  per  un  momento  diremo  Vindice  di  a. 
Alle  t  quantità  ^c  della  serie  (3)  giacenti  nell'intervallo  ( — ck,c1c) 
competerà  cosi  una  determinata  successione  di  indici,  sia 

(6)  r, ,     r, , . . .  r, . 

Siccome  ciascun  indice  r  può  avere  m  valori,  le  possibili  suc- 
cessioni (6)  sono  in  numero  di  m*  diverse,  mentre  i  numeri  |  dif- 
ferenti, a  ciascun  dei  quali  appartiene  una  di  quelle  successioni, 
sono  in  numero  di  (A'-j-l)"»  ed  è  per  la  (4) 

(fc+l)">  w'. 
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Se  ne  conclude  che  :  a  due  almeno  di  questi  numeri  \  appar- 
terrà la  medesima  successione  (6)  di  indici,  e  quindi  le  w  corrispon- 
denti, per  questi  due  numeri  ^,  cadranno  nel  medesimo  intervallo 
parziale,  e  le  dijBferenze  delle  rispettive  w  non  supereranno  6  in 
valore  assoluto.  Allora  se  consideriamo  la  differenza  t]  di  due 
tali  numeri  5,  otteniamo  un  intero  non  nullo  del  corpo  le  cui 
coordinate  h  sono  tutte,  in  valore  assoluto,  non  superiori  a  Ar  e 
le  quantità  w  appartenenti  al  numero  t]  non  eccedono  6  in  va- 
lore assoluto.  Pei  coniugati  a  di  t],  appartenenti  al  gruppo  A^ 
le  due  parti,  reale  ed  immaginaria,  non  superano  8  ed  è  quindi 
certamente  _ 

cioè  per  la  (5) 


ed  a  più  forte  ragione 

(7).  I«l< 


3c 


W 


A  questo  punto  già  una  parte  del  lemma  h)  risulta  dimostrata 
poiché,  per  quanto  piccola  sia  la  quantità  positiva  data  a,  pos- 
siamo prendere  il  numero  intero  le  cosi  grande  che  sia 

3c      ^ 

n <«> 

essendo  —  >  1.  Ed  allora  il  numero   intero  i]  di  K{^)  sopra  tro- 
vato  ha  appunto  i  coniugati  a  del  gruppo  A  soddisfacenti  alle 

condizioni 

|a|  <a. 

Già  da  questo  primo  risultato  deriva  una  conseguenza  che 
importa  notare: 

In  ogni  corpo  algebrico  {escludo  il  corpo  razionale  ed  i  corpi 
quadratici  immaginarii)  esistono  numeri  interi  non  nulli  di  modulo 
piccolo  a  piacere,  o  come  si  può  dire  numeri  inteH  infinitesimi. 
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Per  ciò  aache,  rappresentando  i  numeri  interi  di  K{^)  nel 
consueto  modo  nel  piano  complesso,  nell'intorno  di  un  numero 
intero  esistono  infiniti  altri  interi  di  ^(6),  ossia  con  una  deno- 
minazione della  teoria  degli  aggregati  : 

R  gruppo  G  dei  numeri  interi  in  un  corpo  algebrico  {con  v>>  1) 
è  un  gruppo  concentrato. 

§  46. 
Conclnsione  della  dimostrazione  del  lemma  b). 

Rimangono  a  dimostrare  le  altre  parti  del  lemma  b),  ciò  che 
si  fa  ora  facilmente  nel  modo  seguente. 

Prendiamo  in  considerazione  gli  altri  numeri  j3  coniugati  di  t], 
e  che  appartengono  al  secondo  gruppo  B.  Indichiamo  inoltre  per 
brevità  con  P  il  prodotto  dei  moduli  dei  t  numeri  a,  con  Q  quello 
dei  moduli  dei  residui  n — t  numeri  p,  ponendo 

onde  avremo 

\N^\  =  P.Q. 

Siccome  i  t  moduli  dei  numeri  a  soddisfano  alla  limitazione (7), 
pel  prodotto  P  sussisterà  l'altra 

D'altra  parte  ciascuno  degli  n — t  numeri  P  soddisfa,  come 
gli  a,  alla  limitazione  generale  (2) 

|pl<cA', 

onde  facendo  il  prodotto  dei  P  risulta 

Q<{ckT-', 
ed  osservando  la  (8)  ne  deduciamo 

PQ<3'c-, 
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Dunque  è 

|ìVtì|<3'c", 

ed  a  più   forte  ragione  \Ny\\  <(3c)",  come  è  asserito   nell'enun- 
ciato del  lemma  6). 

In  fine  se  consideriamo  che  |A^i]]  è  un   numero    razionale  in- 
tero positivo,  indi 

PQ>1,       Q^-^, 

della  diseguaglianza  (8)  segue 


(3c)'  • 

Ed  ora  se  dal  prodotto  Q  isoliamo  uno  qualunque  dei  p,  con- 
siderando che  ciascuno  degli  n  —  t — 1  rimanenti  ha  modulo  <cit, 
avremo 

Q^iPl(cA;r'-', 


e  per  ciò 


che  dà  in  fine 


,(3cy 


(PI  (cÀr )»-'-, 


(10)  lP1>3è=-'- 


Associando  quest'ultima  diseguaglianza  alla  (7),  è  chiaro  che, 
per  quanto  piccola  sia  la  quantità  positiva  a,  e  per  quanto  grande 
l'altra  ò,  prendendo  l' intero  k  sufficientemente  grande,  si  potrà 
ad  un  tempo  rendere 

3c  ^      -^  . 

-^^<^'     3V^'>^' 


h 

e  così  pel  numero   intero  t|  non  nullo  saranno  soddisfatte  tutte 
le  condizioni  del  lemma  h)  : 

|isriii^(3cr,   |ai<rt   myh. 
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Dimostrato  cosi  il  lemma  h)  in  tutte  le  sue  parti,  prima  di 
andarne  a  sviluppare  le  importanti  conseguenze,  osserviamone 
ancora  il  significato  nel  caso  più  semplice  di  un  corpo  quadra- 
tico reale,  sia  p.e.  il  corpo  K\)l~rn)  per  m  positivo  =i=  1  (mod  4). 

Allora  se  £C,y  percorrono  tutti  gli  interi  razionali,  i  numeri 

^:=x  —  y  fm 

a'  =  X  -|-  1/ }'  m 

percorrono  tutti  gli  interi  dei  corpi  coniugati  K^'^.  K^*^,  che  questa 
volta  coincidono  in  un  solo  corpo  normale  Ar(f  m),  e  la  riparti- 
zione dei  corpi  in  due  gruppi  si  può  fare  qui  in  un  modo  solo 
attribuendo  p.e.  K^^^  ad  A^  K^*^  a  B.  In  ordine  al  lemma  6),  fis- 
sata una  costante  a  positiva  comunque  piccola,  si  può  trovare 
un  numero  intero  a  non  nullo  tale  che  sia 

\a\  =  \x  —  y\'m\  <  «, 

e  nello  stesso  tempo  \Na\  non  ecceda  una  costante  fissa  //=(3c)*^ 
ove  qui  c^=l-\-\'~mj 

Siccome  dunque  a  si  può  impiccolire  a  piacere,  esistono  in- 
finite coppie  diverse  di  valori  interi  {x,y)  che  conferiscono  alla, 
norma  x^ — my'  un  valore  assoluto  <iH,  ed  è  questa  appunto 
l' osservazione  che  serve  di  fondamento  alla  dimostrazione  di 
Lagrange  riportata  al  §  39. 

Ed  ora  andiamo  a  dimostrare  come,  svolgendo  le  conseguenze 
del  lemma  b)  pel  caso  generale  di  un  corpo  algebrico,  si  arriva 
a  dimostrare  l'esistenza  delle  unità  e  successivamente  a  ricono- 
scere le  leggi  che  governano  la  loro  composizione. 

.Avvertiamo  per  altro  che  mentre  questi  metodi  servono  a 
dimostrare  l'esistenza  delle  unità  fondamentali  nel  corpo,  ed  an- 
che, con  un  numero  finito  di  operazioni,  a  trovarle  effettivamente, 
in  pratica  conducono  sempre  a  calcoli  laboriosissimi  anche  nei 
casi  più  semplici  (V.  più  oltre  §  54). 
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§  47. 
Esistenza  di  nn*  unità  di  norma  positiva  e  di  modulo  4=  1. 

Applicando  ripetutamente  il  lemma  fondamentale  b)  §  46, 
riusciamo  facilmente  a  costruire  una  catena  infinita  di  numeri 
interi  del  corpo  : 

(1)  111,     ^Ì.J     %)--M 

per  ciascuno  dei  quali  il  valore  assoluto  della  norma  Ni]  sia 
inferiore  alla  costante  fissa  (3  e)",  e  tali  che,  mantenendo  la  divi- 
sione dei  corpi  coniugati  nei  due  gruppi  A  e  B,  siano  soddi- 
sfatte le  condizioni  seguenti:  i  moduli  dei  coniugati  di  un  qua- 
lunque numero  r\  della  catena  (1),  appartenenti  al  gruppo  A,  siano 
minori  di  tutti  gli  analoghi  per  i  numeri  i^  precedenti;  quelli 
invece  appartenenti  al  gruppo  B  siano  maggiori  di  tutti  gli  ana- 
loghi per  i  numeri  i]  precedenti. 

Si  scelga  per  ciò  ad  arbitrio  il  primo  numero  t]i  nella  ca- 
tena (1),  con  questo  soltanto  che  sia  JÌVt],|<^  (3c)".  Detto  Ui  il 
più  piccolo  modulo  dei  coniugati  di  i^,  nel  gruppo  -4,  e  &,  il  più 
grande  modulo  fra  quelli  del  gruppo  J5,  si  trovi  secondo  il  lemma  &) 
un  secondo  numero  t],,  con  |iVri,|  <(3c)",  pel  quale  tutti  i  coniu- 
gati nel  gruppo  A  abbiano  moduli  <;a,,  e  quelli  del  gruppo  B 
moduli  >6,;  e  questo  t),  si  prenda  per  secondo  numero  nella 
catena.  Chiamando  o,,  6,  rispettivamente,  pei  coniugati  di  t^,,  il 
minimo  dei  moduli  nel  gruppo  A^  ed  il  massimo  dei  moduli  nel 
gruppo  B,  sarà  manifestamente 

««  <C  ^i  j  ®  invece  &j^6i. 

Nello  stesso  modo  si  prosegua,  costruendo  sempre  nuovi  nu- 
meri nella  catena  (1). 

Le  norme  dei  numeri  della  catena  (1) 

.{2)  Nt],,  A'H,,  ÌVtì,.... 
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sono  altrettanti  numeri  razionali  interi,  tutti  inferiori  in  valore 
assoluto  a  (3  e)",  e  per  ciò  uno  almeno  di  questi  numeri  (2)  dovrà 
trovarsi  ripetuto  infinite  volte.  Cosi  troviamo,  entro  la  catena  (1), 
un*  altra  catena  di  infiniti  interi  del  corpo,  diciamo 

(3)  5i j  5*  j  5i 

che  hanno  la  medesima  norma  q 

q  —  iVl,  =  Al,  =  iV;s .... 

Ciascuno  di  questi  numeri  (3),  espresso  per  la  base  (co,,  cOì,...co„), 
sarà  della  forma 

^  =  ^1 0), -f /?j  (0, -f- . . . -f /i,  co, 

con  coefiicienti  A.  razionali  interi.  Ed  ora  consideriamo  che,  ri- 
spetto al  modulo  \q\,  valore  assoluto  della  norma  comune  dei  nu- 
meri (3),  la  n*"'"  di  interi  (^i,^j,...  AJ,  coordinate  di  5,  può  ofi^rire 
al  massimo  [q\'  possibilità  diverse.  Dunque  ancora  infinite  volte 
accadrà  che  si  ripeta  una  almeno  di  queste  combinazioni (^i,^,,...^„). 
Siano  X,n  due  di  questi  numeri  della  catena  che,  oltre  all'a- 
vere la  stessa  norma 

NX=z  XiL  =  q, 

hanno  anche  le  rispettive  coordinata  h  congrue  (mod  q).  La  loro 
differenza  X  —  ^i  è  un  intero  di  ^(0)  non  nullo  che  ha  le  coordi- 
nate divisibili  per  q:  per  ciò  sarà 

).  —  ii  —  qQ, 
con  Q  intero  del  corpo.  Questa,  divisa  per  n ,  si  scrive 

e  siccome e  un  intero  del  corpo,  vediamo  che  —  e  un  mterof*). 


(*)  A  questo  punto  si  può  già  osservare  che  per  questo  intero  e  =  —  si 
ha   Nz:=r  — ^=  1 ,  ed  £  è  un'unità  di  norma  positiva. 
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NX 


Per  la  stessa  ragione  è  intero  anche  -y-  =  1 —  .  Q ,  ed  aven- 

dosi  — .  —  =  1,  nel  quoziente  — (^  "j")  riconosciamo  un'unità 

del  corpo  di  norma  positiva  -t—  =z-\-l.  Osserviamo   poi  che   se 

il  numero  X  precede  \jl  nella  catena,  i  moduli  dei  coniugati  di  X 
sono  tutti  maggiori  dei  corrispondenti  di  \k  nel  gruppo  A^  e  in- 
vece tutti  minori  nel  gruppo  B.  Siamo  giunti  pertanto  al  se- 
guente teorema  fondamentale  d'esistenza  : 

A)  Nel  corpo  algebrico  K{&)  {per  v>^)  esiste  un'unità  e  di 
norma  positiva  Ne=:-\-l ,  tale  che  i  moduli  dei  numeri  coniugati 
di  8  nel  gruppo  A  superano  tutti  1,  e  quelli  del  gruppo  B  sono  in- 
vece inferiori  ad  1. 

E  chiaro  che  le  potenze  e"  di  una  tale  unità  danno  infinite 
unità  tutte  diverse,  perchè  ad  es.  per  m  positivo  crescente  i  mo- 
duli dei  coniugati  nel  gruppo  A  vanno  sempre  crescendo  (quelli 
nel  gruppo  B  diminuendo).  L'unità  fondamentale  e  trovata  non  è 
una  radice  m"*"  di  1. 

Come  si  vede,  il  teorema  A)  accerta  l'esistenza  di  unità  di 
modulo  diverso  da  1  e  di  norma  positiva  A"8  =  -|-l.  Può  darsi  ch& 
nel  corpo  esistano  unità  di  norma  negativa  =  —  1 ,  ma  in  questo 
caso  è  evidente  che  si  otterranno  tutte  da  una  fissa  moltiplican- 
dola per  le  (infinite)  unità  di  norma  positiva. 

Rispetto  alle  eventuali  unità  di  norma  negativa,  facciamo  già 
a  questo  punto  le  osservazioni  seguenti  : 

1.0  Se  il  grado  n  del  corpo  è  dispari,  esistono  certo  unità  di 
norma  negativa.  E  infatti  il  numero  — le  un'unità  e  la  sua 
norma  ( —  1)"  è  negativa  ; 

2.0  Se  il  grado  n  del  corpo  è  pari,  e  tutti  i  corpi  sono  due  a 
due  complessi  coniugati,  non  esistono  unità  e  con  Ne:=  —  1.  In  que- 
sto caso  infatti  tutte  le  norme  sono  essenzialmente  positive,  per- 
chè n  numeri  coniugati 

a, ,  a, , ...  a. 
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n 


si  distribuiscono  iu  —  coppie  di    numeri    complessi    coniugati  e 
il  prodotto  dei  due  di  ciascuna  coppia  è  positivo. 

Pertanto  l'esistenza  di  unità  di  norma  negativa,  quando  il 
grado  n  è  pari,  può  verificarsi  soltanto  se  fra  gli  n  corpi  coniu- 
gati ve  ne  sono  anche  dei  reali.  Tale  condizione  necessaria  non 
è  per  altro  sufficiente,  come  già  si  può  riconoscere  dal  caso  più 
sempli'ce  dei  corpi  quadratici  reali  ove  le  norme  dei  numeri  pos- 
sono essere  positive  o  negative,  ma  non  sempre  esistono  unità 
di  norma  negativa.  E  invero  nel  corpo  quadratico  K(\' m)^  per 
m  positivo,  l'esistenza  di  unità  di  norma  negativa  implica  la 
risolubilità  in  interi  della  corrispondente  equazione  di  Pell-Fer- 
mat  (§  39) 

X*  —  my*  :^  —  1  per  m  =p  1  (mod  4) 

o 

{2x-\-yy — my*^=  —  4         per  m  ^  1  (mod  4). 

Per  la  risolubilità  in  interi  di  questa  equazione  è  manifesta- 
mente necessario  che  sia  —  1  residuo  quadratico  di  m,  cioè  che 
i  fattori  primi  ^  di  w  siano  tutti  ^  1  (mod  4).  Però  tali  condi- 
zioni necessarie  non  sono  sufficienti  e  nemmeno  per  questo  caso 
più  semplice  dei  corpi  quadratici  sono  note,  in  generale,  le  con- 
dizioni d'esistenza  per  unità  di  norma  negativa. 


§  48. 
I  logaritmi  coniagati  delie  unità. 

Accertata,  col  teorema  A),  l'esistenza  di  infinite  unità  nel  corpo, 
per  studiarne  la  legge  di  distribuzione  nel  corpo  conviene  in- 
trodurre, con  Dirichlet,  l'importante  nozione  dei  logaritmi  coniu- 
gati delle  unità. 

Gli  n  corpi  coniugati  KijK^,...  K„  sono  distribuiti  in  r  corpi 
reali  e  in  s  coppie  di   corpi   complessi  coniugati,  ^er  modo  che 
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r-\-ftzz:z\.  In  ciascuna  delle  s  coppie  serbiamo  uno  soltanto  dei 
corpi,  tralasciando  l'altro,  sicché  restano  v  corpi,  diciamo 

(1)  K,,  K.,,...K^;  K^^i ,...K^, 

dei  quali  i  primi  r  reali,  i  rimanenti  v  —  r  complessi  ma  senza 
contenere  coppie  di  complessi  coniugati,  in  guisa  che,  aggregando 
alla  (1)  i  complessi  coniugati  , 

degli  ultimi,  si  hanno  tutti  gli  n  corpi. 

Sia  ora  e  una  qualunque  unità,  la  cui  norma  potrà  essere  -\-\ 
ovvero  — 1,  e  sia  e,  il  coniugato  di  e  appartenente  al  corpo  K^ 
nella  (1)  (g  =  ], 2,... v).  Consideriamo  il  modulo  |8,|  di  e,  ed  il  suo 
logaritmo  neperiano,  che  sarà  positivo  se  [e,|>»l,  negativo  per 
|8,]<^1,  e  poniamo 

/^ 8  =  log  |e,l,  quando  K^  è  reale 

/^e  =  2  log  [fJ,  se  /i,  è  immaginario, 

per  modo  che  Z,  e  rappresenta  nel  primo  caso  la  parte  reale  di 
log  8,,  nel  secondo  caso  il  suo  doppio.  Facendo  g  =  l,2, ....v, 
avremo  coordinati  all'  unità  e  i  v  numeri  reali 

(2)  ?ie,  Z,8,...Z,8 

che  si  diranno  appunto  i  suoi  logaritmi  coniugati.  Siccome  in 
ogni  caso  [iVeji^l  la  somma  di  questi  v  logaritmi  coniugati  è 
sempre  nulla: 

(3)  Z,84-Z,8-f-...4-Z,8r=0. 

Intanto,  con  questa  nozione  di  logaritmi  coniugati,  il  teorema 
A)  §  47  acquista  la  forma  equivalente  : 

A')  Se  i  V  corpi  (1)  si  distribuiscono  ad  arbitrio  in  due  gruppi 
AeB,  ciascuno  contenente  almeno  un  corpo,  esiste  in  K{Q)  un'unità 
di  norma  positiva,  i  cui  logaritmi  coniugati  del  gruppo  A  sono  po- 
sitivi, quelli  del  gruppo  B  negativi. 
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Siano  ora  v  unità  del  corpo  che  indichiamo  con 

e  consideriamone   i   v*  logaritmi    coniugati,  che  si  indicheranno 
per  brevità  con 

i=z  19        V 


h,^h{%) 


q  =  l,2,...v. 


Avendosi  per  la  (3) 


\    ^iv-j- ^»i.~r' "'"r  ^w  —  Oj 
è  chiaro  che  in  ogni  caso  il  determinante 

'il  ì    Mt  J«"  'l,v 
*»I  j    «ri  j  •  •  •  't.-j 


•  vi  >    '  vi  }  •  •  •  •  V 


formato  coi  logaritmi  coniugati  di  v  unità  qualunque  è  nullo. 

Dopo  questa  osservazione  dimostriamo   F  altro    teorema    fon- 
damentale : 

B)  Si  possono  sempre  trovare  nel  corpo  K{Q)\ — 1  unità 

di  norma  positiva  Xe  :=-\-l  tali  che  il  determinante  formato  coi 
loro  primi  v — 1  logaritmi  coniugati  risulti  positivo. 
Indicando  questo  determinante  con 


(1) 


Z(e,,  8,,...e,_,)  = 


'a  j  'ij  )•  •  •  '  ,v-i 
'il  ?'»»)•••  'l.V-l 

'»-l,>  ?  'v-l,»  }  •  •  •  'v-i,»-l 
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si  deve  dunque   provare    che   esistono  dei    sistemi  81, e,,... £«1  di 
V  —  1  unità  di  noi'ma  positiva,  pei  quali  è 

Intanto  il  teorema  è  vero  per  v  =  2  (*),  risultando  come  caso 
particolare  dal  teorema  A'),  attribuendo  ^1  ad  A^  K^  a  J3,  ove  si 
trova  un'  unità  e  con  ^i  e  >  0. 

Supponiamo  ora  v^2  e  denotando  con  m  un  numero  razio- 
nale intero  fra  lev: 

1  <^m  <  V , 

supponiamo  già  trovate  m  —  1  unità  (di  norma  positiva) 

tali  che  sia  positivo  il  determinante  dei  loro  primi  m — 1  loga- 
ritmi coniugati 

t,i      l.j^,  .  .  .  li^^.\ 


(5) 


'm-I,l     'm-l,S  •  •  ♦  'm-I,m-: 


>0; 


dimostriamo   col   teorema  A')   che   ne   potremo   aggiungere   una 
m^e^  con  A"8^  =  -f~l7  ^^^®  c^®  sia 


(6) 


L  =■ 


'»l         'ji  •  •  •  •  ^Km 

'«l         ^m»  •  •  •  f'mr 


>0. 


Così  il  teorema  B)  resterà  stabilito  partendo  dal  valore  ?»  =  2 
ed  arrivando  a  m  =  y  —  1. 


(*)  Questo  caso  comprende  i  tre:  corpo  qn<adratico  reale,  corpo  cubico 
reale  con  due  coniugati  immaginarii,  corpo  biquadratico  Qon  du£  coppie 
di  corpi  complessi  coniugati. 
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Ora,  sviluppando  questo  determinante  (6)  per  gli  elementi 
dell'ultima  colonna,  i  cui  complementi  algebrici  saranno  indi- 
cati con 

-avremo 

<7)  L  =  A,?..-fA,Z^  +  ...  +  A.7... 

L' ultimo  coefficiente  A.  è  precisamente  il  determinante  (5), 
per  ipotesi  positivo;  i  precedenti  A, ,  Aj ,...  A«.i  formati  coi  loga- 
ritmi coniugati  di  e,,  £j,...e,.i  potranno  essere  positivi  o  negativi 
ed  anche  nulli. 

Allora  ripartiamo  i  v  >  m  corpi 

nei  due  gruppi  A  e  B  ponendo  nel  primo  gruppo  A  il  corpo  K^ 
e  gli  altri  precedenti  À',  (i<w)  per  i  quali  il  coefficiente  corri- 
spondente A,  sia  positivo;  attribuiamo  invece  al  gruppo  B  i  pre- 
cedenti (a©  ve  ne  sono)  con  coefficienti  A,<;0  e  in  ogni  caso 

Cosi  sono  soddisfatte  le  condizioni  del  teorema  A')  ed  esiste 
quindi  un'unità  e,,  di  norma  positiva,  per  la  quale  dei  suoi  primi 
m  logaritmi  coniugati 

M«  »   ''tm  J  •  •  •  'mm 

riescono  positivi  quelli  del  gruppo  A^  in  particolare  /,„,  e  nega- 
tivi quelli  del  gruppo  B.  Ma  allora  nello  sviluppo  (7),  a  destra, 
l'ultimo  termine  è  certamente  positivo,  i  rimanenti,  pel  modo 
tenuto  nel  costruire  e^,  sono  o  positivi  o  nulli,  e  ne  risulta  LyO, 
come  si  voleva. 
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§  49. 
Dimostrazione  di  Minkowski  del  teorema  B). 

Il  procedimento  sopra  tenuto  per  la  dimostrazione  del  teo- 
rema fondamentale  B)  è  quello  dato  originariamente  da  Dirichlet» 
Esso  può  sostituirsi  con  un  altro,  dovuto  a  Minkowski,  che  ha 
il  vantaggio  di  non  procedere  per  gradi  successivi  nella  costru- 
zione delle  V — 1  unità  8i,  82,...8„_i  partendo  da  una  prima  con 
ZiEi^O  e  a  ciascun  passo  aggiungendo  vene  una  nuova,  ma  di 
fornire  ad  un  tratto  la  costruzione  finale  applicando  seniplice- 
mente  il  teorema  A'). 

Il  metodo  si  fonda  sopra  il  seguente  notevole  teorema  della 
teoria  dei  determinanti: 

Se  in  un  determinante  ad  elementi  ideali 


Cu    C,j, .  .  .  C,^ 
Cji    Cjj  .  .  .  C^TO 


c„,  c„, . . .  c„ 


gli  elementi  fuori  della  diagonale  principale  sono  tutti  negativi  e 
sono  positive  tutte  le  m  somme  degli  elementi  in  ciascuna  orizzon- 
tale {*),  il  valore  del  determinante  è  positivo. 
Il  teorema  è  vero  per  m=:2,  poiché 


C^j      C^ì 


—  Cn  {Cn  -h  C,.>)  —  Cn  (C,i  +  C„) 


e  per  ipotesi 

c,i>0,   C„-[-C,,>0,      Cii  +  C,j>0,      Cn<0. 


(*)  Questo  implica  che  tutti  gli  elementi  c«  nella  diagonale  principale 
siano  positivi. 
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Basta  dunque  provare  che,  supposta  vera  la  proprietà  per 
determinanti  fino  all'ordine  m  —  1.  è  vera  anche  per  l'ordine  m^ 
Per  ipotesi  è 

c.t  <  0     per     i^k 
ed  ogni  somma 

«i  =  c.i  +  c„ 4- . . . -f  e...     (1  =  1, 2, ...  m) 

è  positiva.  Se  poniamo 

Y.<  =  e,,  —  *, , 

le  quantità  y«  sono  anche  tutte  positive  e  il  determinante  si  scrive- 


Yn  "l      *I   5     ^It  5  •  •  •  ^\m 
C»l  j     Y»»  ~\~  *!)•••  ^im 

^mJ  )     ^ml  J  •  •  •  Y«»«  "l     ^m 

Nel  suo  sviluppo    per   le  quantità  *,,«,,.... v,„  il  termine  indi- 
pendente da  queste  è 

Yn    Cii  •  •  •  <^ii« 

^11  Y««  •  •  •  ^i« 


c«  c„,...Y„ 


ed  è  nullo,  perchè  è  nulla  la  somma  degli  elementi  in  ogni  oriz- 
zontale, ed  il  termine  nel  prodotto  *,,#,,...*.  ha  il  coefiSciente 
positivo  1.  Gli  altri  termini  contengono  in  generale  un  prodotto 
di  Te  delle  *,  p.  e. 

*"i  *»  •  •  •  *t     (  1  <C  A:  <  w  ) , 

e  si  vede  subito  che  il  coefficiente  è  un  determinante  dell'ordine 
m — le  della  specie  stessa  dell'enunciato  del  teorema,  e  quindi  per 
ipotesi  positivo.  E  poiché  le  quantità  *.-  sono  anche  positive,  tutti 
i  termini  dello  sviluppo  considerato  sono  positivi,  e  il  valore  del 
determinante  stesso  risulta  positivo,  e.  d.  d. 
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Ciò  premesso,  utilizziamo  nuovamente  il  teorema  A')  e, 
presi  i  primi  v  —  1  corpi,  attribuiamo  uno  qualunque  di  essi 
^j(^  =  l,2...v  —  1)  al  gruppo  A,  ì  rimanenti  al  gruppo  B.  Esi- 
sterà un'  unità  e,  col  logaritmo  coniugato  i""  positivo 

i  rimanenti 

tutti  negativi  e  siccome  la  somma  dei  v  logaritmi  è  nulla 

tralasciando  l'ultimo  che  è  negativo,  resterà  una  somma  positiva. 
Quindi  pel  sistema  delle  v — 1  unità 


^i }  £»}•••  Bv 


il  determinante 


Z<(8,,  8,  ,.. .  8v-j)  — 


l'il       tii  . . .  «v-l,t 
'l»        ''ti'"  ^V—ì.ì 

'ì.t-i    ^x,v— !••• 'v-i,v— l 


si  trova  nelle  condizioni    del    teorema  precedente  ed  ha  per  ciò 
un  valore  positivo,  il  che  dimostra  nuovamente  il  teorema  B). 


§  50. 
Le  V— 1  unità  indipendenti.  Esponenti  delie  unità. 

Prendiamo  un  sistema  di  v  —  1  unità  in  ^(6) 

8] ,  8} , . . .  ey_i , 

-colle  proprietà  espresse  nel  teorema  B)  e  di  cui  sopra,  in  doppio 
modo,  abbiamo  accertata  l'esistenza.  Con  queste  v — 1  unità  s© 
ne  generano  intanto  infinite  altre  della  forma 


(1) 


T]  r=  8^1    ep  ... e^Tv-t 


Le  V — 1   unità  indipendenti.  Esponenti  delle  unità  219 

facendo  percorrere  agli  esponenti  w,  tutti  i  numeri  razionali 
interi  positivi,  negativi  o  nulli.  È  facile  vedere  che  queste  unità 
sono  tutte  diverse  fra  loro  poiché,  supponendone  due  eguali,  ne 
verrebbe  una  relazione  della  forma 

(2)       -  er.  8;«...8,>»  =  1, 

con  esponenti  r,  razionali  interi  non  tutti  nulli.  Ora  una  tale 
relazione  (2)  porta  l'altra 

|e.h  Kl'*....K.,iv.=:i 

«  prendendo  i  logaritmi 

n  hi  -]-»•,  ^j  -r  •••  +  ''v-i  ^.v-i  =  0- 

Ma  la  (2)  sussisterebbe  egualmente  in  tutti  gli  altri  corpi  co- 
niugati, onde  avremmo  le  v  —  1  relazioni  lineari  omogenee  nelle  r 

i\  hx  +  r,  Z„  -[-....  -f  ì\_,  /,.,_,  =  0 


*'i  'v-i.i  ~r~  '»  'v- 1,1  ~r  •  •  •  •  "1  '*»-T  '»-i,v-i  —  "> 

e  poiché  il  loro  determinante  L(8,  ,e,  —  e».,)  non  é  nullo,  sono 
nulli  tutti  gli  esponenti  r<.  Cosi  adunque  una  relazione  (2)  è  im- 
possibile, e  le  V — 1  unità  e,,e,...e,_,  sono  da  dirsi  indipendenti. 
Le  infinite  unità  r\  della  forma  (1),  riproducendosi  fra  loro 
per  moltiplicazione,  costituiscono  un  gruppo  (moltiplicativo)  in- 
finito che  diremo  G,  contenuto  nel  gruppo  F  di  tutte  le  unità 
possibili.  Ricercando  ora  come  si  comporta  una  qualunque  altra 
unità  e  (di  norma  positiva  o  negativa)  rispetto  al  gruppo  G^  noi 
verremo  in  sostanza  a  stabilire  che:  il  sottogruppo  G  di  F  ha  in 
ogni  caso  indice  finito,  che  cioè  bastano  un  numero  finito  di  unità 
per  generare,  combinate  per  moltiplicazione  con  G,  tutte  le  unità 
esistenti  in  ^"(6). 
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Sia  e  una  qualunque  unità  in  ^(6)  (iVe=  +  1).  Noi  possiamo 
intanto  determinare  v — 1  numeri  reali 

in  modo  da  soddisfare  alle  v  equazioni 

^1  ^11  ~T~  ^«  ^12  "1   •  •  •  •  "r  ^v-i  ^i,v-t  — -  M  £ 


(a) 


^1  ^v,t  "I     ^«  'v.2  -)-.•••  "T   *v  l  ^v,v-i ' V  £ 


poiché  infatti,  a  causa  della  identità  (3)  §  48,  sommandole  si 
ottiene  un'identità  e  d'altra  parte  le  prime  v — 1  hanno  determi- 
nante Z(8,  ,£2,...  8y_,)  diverso  da  zero.  Questi  numeri  reali  e,,e,..,e^_„ 
che  fra  breve  riconosceremo  essere  numeri  razionali,  si  diranno 
gli  esponenti  dell'unità  e,  rispetto  al  gruppo  G  delle  unità  r\  della 
forma  (1).  Dalla  definizione  stessa  di  questi  esponenti,  mediante 
le  (a),  risulta  che  gli  esponenti  di  un  prodotto  ee'  di  due  unità 
8,8'  si  ottengono  sommando  gli  esponenti  dei  due  fattori  8,8',  indi 
se  g  è  un  intero  razionale  qualunque,  gli  esponenti  di  e'  si  hanno 
moltiplicando  per  q  quelli  di  8,  ecc.  Manifestamente  gli  esponenti 
di  un'unità  r[  del  gruppo  G  data  dalla  (1)  sono  appunto  gli  interi 
w, ,  mj,...  m^_i.  Chiamando  equivalenti,  rispetto  a  G^  due  unità  8,8' 
che  differiscano  per  un'unità  i]  del  gruppo   G: 

e'  =  E  T] , 

è  chiaro  che  gli  esponenti  di  due  tali  unità  differiscono  rispet- 
tivamente per  numeri  razionali  interi;  e  viceversa  ad  ogni  unità  g 
si  potrà  sostituirne  un'equivalente  i  cui  esponenti  differiscano  per 
numeri  interi  arbitrarli  da  quelli  di  e.  In  particolare  potremo 
ridurre  gli  esponenti  di  8,  passando  ad  una  unità  equivalente, 
ad  essere  tutti  positivi  o  nulli  e  <  1 .  Una  tale  unità  si  dirà 
un'unità  ridotta  (rispetto  a  (r);  e  siccome  due  unità  ridotte  non 
sono  mai  manifestamente  equivalenti  vediamo  che  : 

a)   Una  qualunque   unità  è  equivalente  ad   una  e  ad   una  sola 
unità  ridotta. 
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Ed  ora  facilmente  dimostriamo  che  : 
P)  77  numero  delle  unità  ridotte  è  finito. 

Poiché  infatti  gli  esponenti  e.,  di  una  tale  unità  q  sono  fra 
0  e  1,  dalle  (a)  avremo  subito  pei  logaritmi  coniugati  di  ogni 
unità  ridotta  o  le  seguenti  limitazioni  : 

|/,q1^|/v.I  f  K...!-F...-|-|/v.v-.l. 

I  secondi  membri  sono  v  costanti  positive  o  nulle  Ci,c^,...c^, 
dipendenti  solo  dalle  v — 1  uuità  scelte  e,,  e,,...e.,_,,  e  per  ciò  per 
un'unità  ridotta  q  tutti  i  moduli  dei  suoi  numeri  coniugati  riesco- 
no inferiori  a  e%  dove  e  indica  la  massima  delle  costanti  Ci,Ci,...c^', 
e  di  qui  per  il  lemma  a)  §  45  (pag.  201)  segue  l'asserto. 

Osserviamo  subito  che,  fra  le  unità  ridotte  q,  si  trovano  cer- 
tamente il  numero  1  e  tutte  quelle  eventuali  unità  e  di  ^(8)  che 
siano  al  tempo  stesso  radici  m""  di  1,  poiché  in  questo  caso  tutti 
i  coniugati  di  e  hanno  moduli  =1,  e  i  relativi  logaritmi  coniu- 
gati sono  per  ciò  tutti  nulli,  onde  per  le  (a)  sono  nulli  anche  tutti 
i  relativi  esponenti  e,. 

Dopo  questo  possiamo  dimostrare  che  gli  esponenti  di  qual- 
siasi unità  sono  numeri  razionali.  Se  indichiamo  infatti  con  k 
il  numero  delle  uuità  ridotte  (differenti)  e  con 

(3)  p, ,  o, , . . .  pt     (q,  =  1) 

le  unità  stesse,  tutte  le  unità  saranno  comprese  nel  quadro 

Se  s  è  una  qualunque  unità,  le  Jc  unità 

(4)  e,£,  e,8,...Qt8 


(*)  Nelle  notazioni   della   teoria   dei    gruppi  k   è    V  indice   del   sotto- 
gruppo (?  in  r. 
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sono  equivalenti  in  altro  ordine  alle  (3),  poiché  due  delle  (4)  non 
sono  equivalenti  fra  loro,  altrimenti  sarebbero  equivalenti  le  due  q 
corrispondenti.  Il  prodotto  delle  (4)  ^ 

Q,  g, . . .  Qk  8* 

è  quindi  equivalente  al  prodotto  Q,  g^-'-Qt  delle  (3),  ossia  e*  è 
un'unità  del  gruppo   G.  Dunque  intanto: 

Y)  Qualunque   unità  e  elevata    al  numero  k  delle  unità  ridotte 
dà  una  potenza  e*  contenuta  in  G. 

E  allora  se  «i,  eij-.-e^li  sono    gli   esponenti  di  e,  quelli  di  e* 
dati  da 

sono  numeri  razionali  interj  m, ,  m^,... ??*,_!  onde  concludiamo: 

8)  Gli  esponenti  di  qualunque  unità  sono  numeri  razionali  con 
denominatore  comune  eguale  al  numero  Te  delle  unità  ridotte. 

§  51. 
Sistemi  fondamentali  di  unità.  Teorema  finale  di  Dirichlet. 

Consideriamo  v — 1  unità  del  corpo  ^^(0) 

8i,  8j,...  8^_,, 
e  indichiamo  con 

e,i,e.2,...e,,_i  (2  =  l,2,...v— 1) 

gli  esponenti  di  8,,  onde  avremo  per  le  (a)  §  50 
^,(8<)  =  S^o-^,/i«.3  =  l,2,...v-l. 

Se  di  qui  formiamo  il  determinante 

[Z,(8,)|  =  i(8.,8„...8,_,), 

indicando  con 

E=\eu\ 
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il  determiaaate  degli  espoaeati  e.^,  abbiamo  subito 
(1)  L(6,,8,,...8,_.)  =  J5:.L(8i,e,,...8,_,). 

Di  qui  risulta:  Le  y — 1  unità  ò(Sono  indipendenti  o  dipendenti, 
secondo  che  il  determinante  E  dei  loro  esponenti  è  diveì'so  da  zero, 
0  è  nullo. 

Ora  si  osservi  che  gli  elementi  e,^  di  E  sono  numeri  razionali 
con  denominatore  k  (numero  delie  unità  ridotte)  e  per  ciò  E 
stesso  sarà  un  numero  razionale  della'  forma 

N 


E  = 


k 


v-i  ) 


con  N  razionale  intero  ed  è  quindi 

(2)  Z(8,,  8,,.^..8,_,)  —  -^^  .L{^,,^^,...z.,_^, 

Cangiando  il  sistema  di  unità  indipendenti  8^,  cangia  soltanto 
il  numero  iV  (che  si  può  anche  supporre  positivo),  e  per  uno  alme- 
no di  questi  sistemi  (8,,8,...8y_,)  il  numero  A^  (o  il  suo  valore  asso- 
luto) raggiungerà  il  minimo  valore  possibile.JJn  sistema  (8i,8,,..8^_,) 
di  unità  pel  quale 

X(8,,8,,...8.,_,) 

abbia  il  minimo  valore  possibile  si  dirà  un  sistema  fondamentale 
di  unità.  Possiamo  già  supporre  che  il  sistema 

(Ei,  8», ...  8.j_i) 

di  unità  sia  fondamentale;  e  qui  avvertiamo  bene  che  tale  no- 
zione, 6  le  conseguenze  che  ora  ne  deriveremo,  possono  interpre- 
tarsi sia  m  .sen^ò  *6*e^o  riferendosi  alle  solennità  e  di  A^8=-|-l, 
sia  comprendendovi  anche  le  unità  (se  esistono)  di  norma  nega- 
tiva. Il  valore  che  assume  il  determinante 

Zy  (8,  ,  Ej,. . .  8._,_,) 

per  un  sistema  fondamentale  di  unità  è  una  costante  (reale) 
che  dipende  solo  dal  corpo  ^(6)  e  dicesi,  secondo  Dedekind,  il 
regolatore  del  corpo. 
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Ciò  premesso,  cominciamo  dal  dimos^trare: 
a)  Se  il  sistema  di  unità  (£i,  Ej,,..8^_,)  è  fondamentale^  gli  espo- 
nenti di  una  qualunque  delle  k  unità  ridotte  sono  tutti  nulli. 

Suppongasi  al  contrario  che  esista  un'unità  ridotta  q  di  cui 
uno  degli  esponenti  e,,e,...e^_i  p.  e.  «i  non  sia  nullo  e  sia  dun- 
que gj  una  frazione  propria  e,  e  1.  Applicando  la  formola  (1)  col 
porre 


poiché  qui 


E 


é",  e.,  ei...e,^_, 

0  1  0...0 

0  0  1...0 

0  0  0...1 


risulta 


L{0,  F,,E«,...Fv-i)   —  «ì  ■^(i^ire,....e,_i). 


Pel  sistema  di  unità  Q,e2,..ev-i  ^l  valore  del  determinante  Z, 
essendo  e,<!!  1,  sarebbe  dunque  impiccolito,  ed  il  sistema  (Si,  e,,..ev_t) 
non  sarebbe  fondamentale. 

Da  questa  proposizione  a)  segue  ora  facilmente  l'altra: 
b)  Se  il  sistema  (8t,8i,..gv_i)  di  unità  è  fondamentale,  le  k  unità 
ridotte  sono  tutte  e  sole  le  radici  /e""  dell'unità. 

E  infatti  si  è  visto  al  paragrafo  precedente  che,  se  q  è  un'u- 
nità ridotta,  la  sua  potenza  q^  è  un'  unità  del  gruppo  G,  cioè 

Q^  r=  e"»  ej*» . . .  8^!"^-> . 

Ma,  essendo  nulli  per  a)  gli  esponenti  di  q,  sono  nulli  anche 
quelli  di  q^,  cioè 

Wi=:0,  w.  =^0,...  w^_i  =  0, 

onde  Q*=r:l.  Le  k  unità  ridotte  coincidono    dunque   colle   radici 
dell'equazione  binomia 

£C'  :=  1 ,  ed.  d. 
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Se  ricordiamo,  secondo  a)  §  50,  die  qualunque  unità  del  corpo 
«  equivalente  ad  un'unità  ridotta,  siamo  giunti  a  stabilire  il 
teorema  capitale  di  Dirichlet: 

I)  Se  per  il  corpo  algeh'ico  K[Q)  è  v  il  numei'o  complessivo, 
fra  i  empi  coniugati,  dei  corpi  reali  e  delle  coppie  di  corpi  imma- 
ginari, esistono  nel  coipo  v — 1  unità  fondamentali  6,,£j,..8^_,  ed  un 
numero  finito  k  di  unità  q  {le  radici  Jc"*  di  1),  tali  che  si  ottieìie 
ogni  altra  unità  e  del  corpo  componendo  le  potenze  intere  positive  e 
negative  di  e, ,  e, ,...8^_,  colle  Te  radici  q,  mediante  la  formola 

(A)  8  =  0  er»  e^» . . . ev"vx . 

Cosi,  percorrendo  q  le  Jc  radici  dell'unità  contenute  in  K{Q), 
e  facendo  percorrere  a  ciascun  esponente  m,-  tutta  la  serie  dei 
valori  interi  positivi,  negativi  o  nulli,  vengono  rappresentate 
tutte  le  unità  del  corpo,  e  ciascuna  una  volta  sola.  Anche  si  può 
in  (A)  scrivere  al  posto  di  q 

9  =  0)-, 

dove  CD  è  una  radice  primitiva  fc"**  di  1,  p.  e.  a)  =  e  *  ,  percorrendo 
l'esponente  m  la  serie  finita  0,1, 2,. ..A; — 1. 

Questo  teorema  di  Dirichlet  che,  insieme  all'esistenza  delle 
unità  in  qualunque  corpo  algebrico,  ne  fa  conoscere  nel  modo 
più  semplice  le  leggi  di  composizione  costituisce  una  delle  pro- 
prietà fondamentali  nell'aritmetica  generale  dei  corpi  algebrici, 
^sso  vale,  secondo  quanto  sopra  si  è  avvertito,  tanto  in  senso 
stretto,  restringendosi  alle  unità  e  di  norma  positiva  JVe  =  -f~^» 
quanto  comprendendovi  anche  le  eventuali  unità  di  norma 
Ne  =  —Ì. 

Si  osservi  ancora  che,  sebbene  nelle  deduzioni  si  sia  sempre 

supposto  v>l,  il  risultato  vale  anche   pel  caso  v  =  l  del  corpo 

razionale  e  dei  corpi  quadratici  immaginarli.  Ma  in  tal  caso  non 

restano  più  che  le  k  unità  ridotte  e  si  ha  generalmente  k  =  2,  e 

soltanto 

fc  =  4  pel  corpo  K{i)  di  Gauss 

k  =zQ  pel  corpo  K{J)  di  Jacobi-Eisenstein. 
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§  52. 
Limite  superiore  3"^' — 3  pel  numero  delle  unità  ridotte. 

Si  è  visto  (§  51  ìf)  che,  rispetto  ad  un  sistema  fondamentale 
di  unità  (e,,  e,,... E^_,),  le  unità  ridotte  sono  tutte  e  sole  le  radici 
dell'unità  contenute  in  ^(6).  Ciascuna  di  queste  unità  gode  della 
proprietà  che  il  suo  modulo,  ed  insieme  quelli  di  tutti  i  suoi  nu- 
meri coniugati,  sono  uguali  ad  1.  E  facile  vedere,  applicando  il 
teorema  di  Dirichlet,  che  questa  proprietà  è  caratteristica  per  le 
unità  ridotte,  e  cioè:  Se  un  intero  q  di  K{Q)  ha  modulo  =1,  in- 
sieme  a  tutti  i  suoi  numeri  coniugati 

o'   o"      .0^"-*^ 
esso  è  un'unità  ridotta. 

Che  sia  un'unità  è  evidente  perchè,  avendosi  per  ipotesi 

è  anche 

D' altra  parte,  esprimendo  q  col  teorema  di  Dirichlet  mediante 
la  formola  (A),  siccome  tutti  i  suoi  logaritmi  associati,  indi  gli 
esponenti,  sono  nulli,  si  vede  che  coincide  con  un'  unità  ridotta. 

A  questi  risultati,  indipendentemente  dal  teorema  di  Dirichlet,. 
si  può  giungere  anche  colle  considerazioni  seguenti  dovute  a 
Minkowski  (*) ,  le  quali  inoltre  assegnano  un  limite  superiore 
(2"+* — 2)  pel  numero  delle  unità  ridotte  in  funzione  del  grado  n. 

Suppongasi  che  un  numero  intero  t]  del  corpo  K{&)  abbia  mo-^ 
dulo  =  1  insieme  a  tutti  i  suoi  coniugati  : 

(1)  h]  =  m=-h"l.-.=h^"-'^]  =  i,  I^rii^i, 

ed  esprimendo  t]  per  una  base  (minima)  del  corpo  pongasi 

^  =:  hi  (ài -{-h^Oìi -{-... -\-h„  (unì 


(*)  Geometrie  der  Zahlen,  $  43. 
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colle  h  interi  razionali,  onde  sarà  anche  in  generale  pei  coniugati 
(2)  11^'^  =  K  (àV  +  A,  co;^  +  . . .  +  K  o>L'^. 

Si  osservi   che  gli   interi  hi.Ji,. .  .h„  saranno  necessariamente 

TI 

primi  fra  loro  perchè,  se  avessero  un  divisore  5>  1,  il  numero  — 
sarebbe  intero,  indi  la  sua  norma 

^Vìi       4- 1 


5"  9" 

un  intero  razionale  il  che  è  assurdo. 
Sia  ora 

(3)  Ì=:A:ia). -^-^^(o,-}-...-|-^,tD, 

un  secondo  intero  di  K{Q)  colle  stesse  proprietà: 

iii=[H'i=...=ir"-'^i=i. 

Dico  che:  se  per  le  coordinate  dei  due  interi   t],|  sussistono  U 
congìmenze  (mod  2) 

(4)  h,=  k,,  h,  =  k,,...h,  =  K  (mod  2), 
i  due  numeri  sono  identici  od  opposti: 

(5)  l=±r]- 


E  infatti  il  numero 


i-TÌ 


sarebbe,  per   le  (4),  un   intero  coi 


suoi  coniugati  e  siccome 

/••) te»-) 

(6) 


^■^\w''\-\-\r'] 


ed  è  (ti^'^I  =  11^'^]  =  1,  ne  verrebbe 


(60 


1. 


Ma   la  norma  del  numero 


r\-l 


.v(n=l)=nii^ 
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La  un  valore  assoluto  ^1,  se  1 4=^1,  e  in  tutte  le  limitazioni  (6') 
deve  dunque  valere  il  segno  d'eguaglianza,  per  ciò  anche  nelle  (6). 
Avendosi  allora 

lri-||==hl  +  lll     [Tìl  =  |Ì|==l, 
si  ha  necessariamente  \=z  —  t]  ,  e.  d.  d. 

Risulta  da  questo  teorema  che  il  numero  degli  interi  r\  del 
corpo  (unità)  soddisfacenti  alle  condizioni  (1)  può  eguagliare  al 
massimo  il  doppio  del  numero  delle  disposizioni  distinte  (mod  2) 
per  le  n^^'  di  numeri 

esclusa  la  combinazione  (0,O,...O)  (mod  2),  che  è  impossibile, 
dovendo  hi,  h.^, . .  .h„  essere  primi  fra  loro.  Siccome  ciascuno  dei 
numeri  A,-  può  avere  (mod  2)  i  due  valori  0, 1,  il  numero  delle 
disposizioni  possibili  è 

2--1, 

ed  il  numero  Te  di  questi  numeri  y]  distinti  raggiungerà  al  mas- 
simo 

2  (2"—!)  =2"+'— 2. 

In  ogni  caso  questi  k  numeri  r\ 

(7)  T1.,11»,...T1, 

(fra  i  quali  figura  sempre  1)  si  riproducano  per  moltiplicazione 
fra  loro,  formano  cioè  un  gruppo  finito  moltiplicativo,  onde  segue 
che  uno  qualunque  t]  di  essi  soddisfa  all'equazione  binomia  (*) 

di  cui  le  (7)  danno  tutte  le  radici. 


(*)   Siccome  infatti 
riproducono,  in  altro  ordine,  i  numeri  (7),  moltiplicando  risulta 

indi  yf  =  1. 
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Cosi  sono  confermati  i  teoremi  sulle  unità  ridotte  e  di  più 
abbiamo  stabilito  : 

Il  numero  delle  radici  dell'unità  (delle  unità  ridotte)  contenute 
in  un  corpo  algebrico  di  grado  n  non  supera  2"~' — 2. 

Dalle  considerazioni  precedenti  risulta  anche  in  particolare 
il  teorema  di  Kronecker  :  (*) 

Se  U  radici  di  un'equazione  intera  a  coefficienti  interi  e  con  primo 
coefficiente  =1,  hanno  tutte  moduli  =1,  esse  sono  radici  dell'unità. 

Rispetto  alle  effettive  unità  ridotte  (o  radici  dell'unità)  esi- 
stenti in  un  corpo  algebrico  ^(6),  aggiungiamo  ancora  le  osser- 
vazioni seguenti,  avvertendo  che  qui  ci  riferiamo  al  gruppo  di 
tutte  le  unità,  di  norma  positiva  o  negativa.  Queste  Te  unità  sono 
comuni  al  corpo  K{%)  ed  a  tutti  i  suoi  coniugati,  perchè  ogni 
coniugato  di  una  radice  ^•'""  di  1  è  ancora  una  tale  radice.  Sic- 
come fra  questa  unità  ridotte  vi  è  sempre  — 1,  deve  essere 

cioè  :  il  numero  delle  unità  ridotte  è  pari. 

Ma  quando  fra  gli  n  corpi  coniugati  ne  esistono  dei  reali,  le 
unità  ridotte  debbono  pure  essere  reali,  e  si  riducono  dunque  alle 
due  sole  +  1  ;  cosi: 

Soltanto  per  n  paH  e  quando  tutti  i  coi'pi  coniugati  sono  imma- 
ginarti (r  =  0)  possono  esistere  più  di  due  unità  ridotte. 

Che  poi  esistano  corpi  contenenti  un  numero  arbitrariamente 
grande  di  unità  ridotte  è  manifesto,  bastando  considerare  una  ra- 
dice primitiva  w"*"  dell'unità  (m  qualunque)  ed  il  corpo  (circolare) 
da  questa  determinato. 


(*)  Werke  Bd.  I  S.  105. 
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§  53. 
Oangiameuto  di  sistemi  fondamentali. 

Scelto  un  sistema  fondamentale  di  unità 

dove  abbiamo  posto   per  comodità  t-=.v — 1,  consideriamo  come 
al  §  51  altre  f  qualunque  unità  indipendenti 

(1)  8,,  6,. ..6, 

i  cui  esponenti,  come  al  §  51,  indichiamo  con 

e,,,  e„...e..,,  per  8, 


wi  j  wi  j  •  •  •  ^/i       *       0( 

e  con  E  il  determinante  le^j  degli  esponenti;  avremo  la  (1)  ibid. 
Z(8,,  8,,... 8,)  =  E.L{e^,  e,,... e,). 

Le  t  unità  8  essendo  per  ipotesi  indipendenti,  sarà  -EJ=|=0;  se 
vogliamo  di  più  che  esse  formino  un  nuovo  sistema  fondamen- 
tale, dovrà  L(8i ,  8j, . . .8()  assumere  il  minimo  valore  possibile  e 
per  ciò  dovrà  essere  jE=:+1.  Vediamo  quindi  che:  si  può  can- 
giare in  infiniti  modi  il  sùtema  fondamentale  di  unità  in  corrispon- 
denza (biunivoca)  alle  sostituzioni  aritmetiche  unimodulari  (§  3) 

^H  J   ^»i  7  •  •  •  ^l« 

6ji ,  622 ,  •  •  •  e^i 


^t\  j  ^<i  >  •  •  •  6« 


Se  il    determinante  jE=r[e.,.|  non  è  =:+!,  ma  è  un   intero 
p.  e.  ^1 ,  allora 

8,,  8,,... 8,  ^ 
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formano  bensì  un  sistema  di  unità  indipendenti,  ma  non  fonda- 
mentale, e  combinandole  per  moltiplicazione  generano  bensì  un 
gruppo  di  infinite  unità 

ma  che  è  soltanto  un  sottogruppo  del  gruppo  totale 

G  )     E^'  er* . . .  er*  ' 

Dimostriamo  che:  H  ha  indice  finito  in  G,  precisamente  eguale 
<xl  determinante  E,  che  cioè  esistono  in  G)  E  unità 

a, ,  a, , . . .  a^ , 

tali  che,  moltiplicate  per  le  unità  di  H,  danno  tutte  ed  una  sola 
volta  le  unità  di  G ,  o  simbolicamente 

G  =  {o,H,a,H,..,o^H)     (a.  =  l). 

In  primo  luogo  osserviamo  come  cambiano  gli  esponenti  e^ 
di  Òj,  se  si  cangia  il  sistema  fondamentale  (e,,  Ea,...E,)  in  un  altro 
(e', ,  e', , . . .  e',)  colle  formolo 

Cf e  1       e  j    ....  e  ,    , 

dove,  per  quanto  precede,  gli  esponenti  c^  sono  interi  e  il  de- 
terminante 

Se  con  e',,  indichiamo  i  nuovi  esponenti  di  6^,  rispetto  alle 
(£',,  e',,... e',),  da 

.=  Ei     E,'*.... e/', 
troviamo  subito 

e ,,  rrr  ^^  e,j  Cfi . 

Queste  formolo  combinano,  secondo  il  §  5  6),  pag.  29,  colle 
formole  di  moltiplicazione  (a  sinistra)  della  sostituzione  (e^)  a  de- 
terminante E  per  la  unimodulare  (e,,).  Possiamo  quindi  disporre 
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di  quest'ultima  per  dare  alla  (6<,)  la  forma  ((7)  ridotta  (ibid); 

e,    0    0....0 

«2,  e,    0 0 


^n        ^ci  •  •  •  •   ^f 

con  e,,  e,,... e,  positivi  ed 
Ora,  avendosi 

ogni  unità  del  gruppo  ^fiTri:  (8,,  8,,...8,)  avrà  la  forma 

■"  ;  6i  e,  8t        , 

dove  a;,,  a7j,,...£c,  percorrono  gli  interi  razionali.  Presa  allora  una 
qualunque  unità  del  gruppo  -totale  G) 

moltiplicandola  per  una  di  H)  della  forma  precedente,  possiamo 
in  uno  ed  in  un  solo  modo  disporre  successivamente  degli  interi 

si  da  ridurre  m^  rispetto   al    modulo  e,  al   suo  minimo  resto  po- 
sitivo ì't 

poi  m,_i  al  suo  minimo  resto  r,_,  (mod  e(_,), . . .  m,  al  minimo  resto  r, 
(mod  e,).  Di  qui  segue  che  le  E  unità  o  date  dalla  formola 

/  n  =  0,  l,2,...e.-l 

,J  r,=zO,l,2,...e,—  l 
a)  0  =  e;>  e?  . . .  e,"  •  '    '     ' 

n  =  0,  1,2,...^,— 1 
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non  dijBferiscono  mai  fra  loro  per  un  fattore  che  sia  un'unità  di  H 
(sono  non  equivalenti  rispetto  ad  H),  e  invece  qualunque  unità 
di  G  si  ottiene  moltiplicando  una  delie  precedenti  a  per  una  di  H, 
e  questo  dimostra  quanto  sopra  abbiamo  asserito. 

Se  ricordiamo  il  teorema  di  Dìrichlet,  colla  formola  (A)  §  51,. 
che  ci  dà  tutte  le  unità  del  corpo  sotto  la  forma  simbolica 

e  =  qG, 

facendo  percorrere  a  q  tutte  le  Jc  unità  ridotte  q,  ,  q, ,...Qk  o  ra- 
dici dell'unità  contenute  nel  corpo,  la  possiamo  ora  anche  scrivere- 

Questo  ci  dimostra  che  le  ife^  unità 

sono  tutte  e  sole  le  unità  ridotte  rispetto  al  sistema  (8,,8,,...6^_,) 
di  V — 1  unità  indipendenti;  indicando  con  7c'  questo  numero  di. 
unità  ridotte  abbiamo  dunque 

^  =  JcE. 
Confrontando  questa  formola  coli' altra 

Z(8i,  8,,...8,_,)  =  EL{ei,  8,,...e^_,), 

dividendo  risulta 

Z(5,,  8,,...8.,_,) £(e,.  e,,...e,_,) 

k'  '^  k  ' 

onde  il  teorema:  Se  per  ciascun  sMema  di  v — 1  unità  indipendenti' 

8,,  8,,...8.,_,, 

si  costruisce  il  rapporto  del  determinante  dei  Ioì'o  logaritmi  coniu- 
gati Z(8,,  8,,...  8^_,)  aZ  numero  k'  delle  relative  unità  ridotte,  questo- 

rapporto  jp ^—!-  e  costante. 
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§  54. 
Bieerca  effettira  dei  sistemi  fondamentali  di  unità. 

Esposta  nei  paragrafi  precedenti  la  teoria  generale  delle  unità 
in  un  corpo  algebrico,  vogliamo  ancora  giustificare  quanto  si  è 
asserito  alla  fine  del  §  46  potersi  cioè  i  metodi  stessi  riguardare 
come  sufficienti  a  fornire  effettivamente,  con  un  numero  finito 
di  operazioni,  un  sistema  fondamentale  di  v  —  1  unità,  e  calcolate 
le  radici  m""  dell'unità  contenute  in  A'(0),  a  trovare  quindi,  colla 
formola  (A)  di  Dirichlet  §  61,  tutte  le  unità  del  corpo.  In  questo 
noi  supporremo  naturalmente  già  costruita  pel  corpo  ^(8)  una 
base  minima  (cOi,  co,,... co J,  coi  procedimenti  al  §  36,  e  in  primo 
luogo  osserveremo  che,  quando  si  applica  il  lemma  fondamen- 
tale a)  §  45  (pag.  201)  per  trovare  nel  corpo  tutti  gli  interi 

5  =r  /l,  co,  -f-  ^,  co,  -[-...-{-  ^„  C0„  , 

i  cui  moduli,  insieme  a  tutti  quelli  dei  loro  coniugati,  non  su- 
perano una  costante  positiva  prefissata  A,  basta  sempre  un  nu- 
mero finito  di  operazioni  per  ottenerli  tutti.  Se  si  ritornano  allora 
ad  esaminare  i  metodi  sviluppati  fino  a  tutto  il  §  60,  si  vede 
che  ancora  coìi  un  numero  finito  di  operazioni  si  riesce  a  trovare 
un  sistema  di  v — 1  unità  indipendenti 

con  L(5, ,  8j , . . .  5,^_,)  >  0.  Il  punto  che  richiede  un  nuovo  esame, 
per  l'applicazione  pratica,  è  quello  pel  passaggio  ad  un  sistema 
fondamentale  (s,,  8,,...£^_i)  di  unità,  di  cui  abbiamo  soltanto  ac- 
certata l'esistenza.  Per  questo  osserviamo  che  il  numero  A:'  delle 
unità  ridotte  rispetto  al  sistema  (5,,  8,,...8^_,)  noto  di  unità  in- 
dipendenti, e  le  unità  ridotte  stesse,  si  potranno  calcolare,  poiché 
le  limitazioni  imposte  ai  loro  moduli  e  a  quelli  dei  coniugati 
(§  50)  lasciano  luogo  ad  un  numero  finito  di  possibilità  e  per 
ciascuno  di  questi  numeri  si  verificherà  se  è  un'effettiva  unità 
dal  calcolo  della  norma,  che  si  dovrà  trovare  =-|-  1.  Trovato  cosi 
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k',  si  troverà  egualmente,  con  un  numero  finito  di  operazioni 
(senza  conoscere  un  sistema  fondamentale  di  unità),  il  numero  k 
delle  radici  m""  dell'unità  contenute  in  K{Q)  e  le  espressioni  ef- 
fettive 

Qi,  Qt,--Qk 

di  queste  k  radici;  e  con  questo,  pel  teorema  finale  al  paragrafo 
precedente,  si  avrà  il  regolatore  R  del  corpo 

kL  (8,,  5i,...8^_,) 


k' 


R 

ed   il   numero  E  =  =-  .  — 

A* 

Dopo  ciò,  nelle  notazioni  del    paragrafo  precedente,  conosce- 
remo e  le  A:  radici 

ed  i  kf=zkE  prodotti 

«)  Qi^n 

fra  i  quali  saranno  da  ricercarsi  le  E  unità  incognite 

a, ,  a, , . . .  a^ , 

e  per  questo  basterà  un  numero  finito  di  prove  (*). 

Ora   poi,  considerata   una  decomposizione   del    numero  E  in 
V  —  1  fattori 

E=  e^  e,...e,_,, 

per  ciascuna  di  queste  decomposizioni  andrà  ricercato  se  le 
o, ,  a,,..afc-,  già  calcolate,  possono  porsi  sotto  la  forma  a)  §  53. 
Con  un  numero  finito  di  divisioni  delle  o  fra  loro  potremo  assi- 
curarci se  la  detta  circostanza  si  verifica  e  dedurne  da  ultimo 
le  unità 

6i  ,  gj, , . . .  €^_i 


(*)  Si   tratta  di  estrarre  dai  kE  prodotti  a)  un  numero  E  di    questi 
in  guisa  che  moltiplicati  poi  per  p, ,  p,....pt    li  riproducano  tutti. 
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costituenti  il  sistema  fondamentale  cercato.  In  fine,  ritornando 
sul  grado  di  infinità  delle  unità  esistenti  (per  v>  1)  in  qualun- 
que corpo  algebrico  K{Q),  possiamo  domandare:  Per  un  grado 
assegnato  n  esistono  corpi  algebrici  pei  quali  il  numero  v=zr  -{-s 
abbia  un  valore  prefissato? 

Intanto,  a  causa  delle  formole 

r  -\-s  :=:v ,         r  -\-2s  ■=n, 
da  cui 

s  =  n  —  V,         r  =  2v  -—  n  , 

deve  V  giacere  fra  i  limiti  (estremi  inclusi)  1—,  ni.  Ma  facilmente 
proviamo  che,  scelto  comunque  v  fra  questi  limiti 

n 

si  possono  sempre  trovare  (infiniti)  corpi  algebrici  di  grado  n 
pei  quali  il  numero  v  abbia  il  valore  prefissato.  Per  questo  dob- 
biamo provare  che  si  può  sempre  costruire  un'  equazione  irridu- 
cibile di  grado  n 

(1)  «0^"-!-  aiX''~'^  -\-  a.iX"'^  -\~ -\-a^_iX-\-a„  =  0 

con  coefficienti  razionali  interi,  che  abbia  r=z2v  —  n  radici  reali, 
e  s=in  —  V  coppie  di  radici  complesse  coniugate.  Prendiamo  una 
qualunque  equazione  intera  di  grado  n  con  r  radici  reali  e  2« 
immaginarie,  p.  e.  la  seguente 

{x—\)  {x  —  2)...{x  —  r)  («*-fl)  {x*-\-2)...{x''-\-s)=0, 

che  sviluppata  scriviamo 

(2)  a;--|-p.ic-'+p,a;— -4-...  +  (3„=:0, 

e  fondiamoci  sulla  praprietà  ben  nota  che  le  radici  sono  funzioni 
continue  dei  coefficienti,  onde,  variando  di  poco  i  coefficienti, 
variano  anche  di  quanto  poco  si  vuole  le  radici.  Se  dunque  nella 
(1)  potremo  prendere  i  coefficienti  interi  a,,  a^,..a^  in  modo  da 
assicurarne  l'irriducibilità,  e  nello  stesso  tempo,  fissata  una  quan- 
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tità  positiva  a  comunque  piccola,  da  rendere  le  differenze 

tutte  in  valore  assoluto,  <^  a,  la  (1)  continuerà  ad  avere,  come 
la  (2j,  r  radici  reali  e  2#  radici  immaginarie,  onde  lo  scopo  sarà 
raggiunto.  Ora,  applicando  il  teorema  di  Eisenstein  (§29),  abbiamo 
certamente  un'equazione  (1)  irriducibile  se  prendiamo  p.  e. 

ao==2i>4-l,  a.==2ò,,  a,=  2ò„...rt._,z=  2Ò._.,  a.=r2(2g  +  l) 

con  p  intero  positivo  arbitrario,  ò,, 6.,... è,_j,  g  interi  ad  arbitrio 
(positivi  o  negativi).  Ma  allora  i  rapporti 

rt,  "~     2i?-]-l  '   flo         '  2i>-hl  '"•    fla  2p-\-\  '  a„~    2^4-1' 

ove  si  tenga  fisso  p  e  si  facciano  variare  di  +  1  gli  interi 
bi^  bt,..b„_^^  q,  variano  in  un  senso  o  nell'opposto  delle  frazioni 

2  4 

2jp-|-l  '     2p-f-ì  ' 

le  quali,  prendendo  p  sufficientemente  grande,  possono  impicco- 
lirsi ad  arbitrio.  Possiamo  dunque  in  effetto  ottenere  che  le 
differenze  (3)  siano  tutte  <^a,  in  valore  assoluto,  c.d.d. 

§  55. 
Numeri  associati.  Numeri  ridotti. 

Le  infinite  unità  che  esistono  (per  v>  1)  in  ogni  corpo  alge- 
brico K[Q)  formano,  entro  questo,  un  insieme  infinito  le  cui  pro- 
prietà vengono  poi  a  riflettersi  su  quelle  di  tutti  gli  altri  numeri. 
In  particolare  ogni  intero  «  del  corpo  ne  possiede  infiniti  asso- 
ciati, i  quali  tutti,  nelle  questioni  di  divisibilità,  si  comportano 
come  un  solo  numero.  Importa  ora,  per  le  ricerche  successive, 
stabilire  un  criterio  per  scegliere,  entro  ogni  serie  infinita  di 
numeri    associati,  nno  di    questi    numeri,  o  un  numero  finito  di 
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essi,  quali  rappresentanti  di  tutta  la  serie.  A  tale  oggetto  co- 
minciamo ad  estendere  la  nozione  di  logaritmi  coniugati,  intro- 
dotta al  §  48  per  le  unità,  a  qualunque  numero  a  del  corpo,  che 
noi  supporremo  intero  ma  potrebbe  anche  assumersi  frazionario. 
Indicando  con 

a, ,  tt;, , . . .  a„ 

gli  n  numeri  coniugati,  e  mantenendo  la  solita  ripartizione  dei 
corpi,  introdurremo  le  quantità  reali  Z,  a  (positive  o  negative) 
per  5'=:l,2,...v  definite  da 

Z,  a  =:  log[a,j  quando  K^  è  reale 
Z,a=21og|a,|      »         K^  è  immaginario, 

formole  che  compendieremo  nell'unica 

(1)  /,a=:rf,log|a,|       (g=l,2,...v). 


convenendo  che  sia 
(1') 


d,=  l    per    q=l,2,...r 
d^  =  2      »      gz=:r+l,..v, 

onde  si  ha 

(2)  '      2  rf,=:r  +  2.9  =  n. 

«-» 

Ed  ora,  scelto  ad  arbitrio  un  sistema  fondamentale  di  unità 
(e,,  e,,... £^_,),  definiremo  come  esponenti  e^,  e.^,...e^_y  del  numero 
a  rispetto  al  sistema  (e,,  e»,...8v_i),  i  v — 1  valori  che  si  ricavano 
per  questi,  insieme  ad  un  v*""  numero  e^,  dal  seguente  sistema 
di  V  equazioni  lineari 

In  €i-\-li,e,-{-...-\-  ?,,,_,  «v-i  -\-d^e^=lia 
Ki  e.  -f-  ^v«  «»  +  •••  +  'y,v-i  «»-»  +  cZ,  e,  =  Z,  a . 
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Il  sistema  ammette  una  ed   una  sola  soluzione,  perchè  il  de- 


terminante 


B 


'n    '«  •  •  •  '»,v-i  "'* 
'v,i   'vi*  •  •  'v,v-J  ^v 


è  diverso  da  zero.  E  infatti,  aggiungendo  all'ultima  orizzontale 
tutte  le  precedenti,  per  le  identità  (3)  §  48 

e  per  la  (2),  risulta  subito 

B  =  nL{z,,  E,,...Pv-.)=r  0- 
A  causa  poi  delle  medesime  identità,  sommando  le  (3),  otteniamo 
(4)  n  e,  =  Z,  a  4-  ^,  a  4- . . .  -[-  ;,  a  =  log  I iVal, 

formola  che  dà  il  valore  della  v""  incognita 


(4') 


e,nz— -log|iVa|. 


In  particolare  se  a  è  un'unità,  si  ha  e^,=:0,  e  si  ritorna  alla 
definizione  degli  esponenti  dell'unità  (§  48),  che  rispetto  ad  un 
sistema  fondamentale  (e, ,  e^ , . . .  e.^_i)  sono  numeri  razionali  interi 
(§51),  come  anche  inversamente  un  qualunque  sistema  di  v — 1 
numeri  razionali  interi  dà  gli  esponenti  di  un'  unità. 

Dalle  (3)  è  poi  immediato  che  gli  esponenti  del  prodotto  di 
due  numeri  a,  ^  si  hanno  sommando  i  corrispondenti  esponenti 
dei  fattori,  ecc.  (cf.  §  60).  In  particolare  per  due  numeri  associati 
i  rispettivi  esponenti  differiscono  per  numeri  interi,  e  viceversa,, 
passando  da  un  intero  a  ad  un  suo  associato,  si  potranno  ag- 
giungere o  togliere  agli  esponenti  numeri  interi  arbitrarii,  e  ri- 
durli quindi  anche  ad  essere  tutti  positivi  o  nulli  e  <^  1.  Si  di- 
ranno appunto  numeri  ridotti,  rispetto  al  sistema   fondamentale 
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(ei  ,  E, ,  Ev-i)j  quelli  i  cui  esponeuti  e,  (/;=  1,  2, . .  v  —  1)  sono  nel- 
l'intervallo (0,  1) 

O^e,  <  1. 

Le  unità  ridotte  sono  unicamente  le  le 

(con  esponenti  nulli)  ed  esauriscono  le  radici  di  1  contenute  nel 
corpo  (§  51  b).  Possiamo  ora  manifestamente  concludere: 

In  ogni  serie  di  numeri  associati  nel  corpo  K{Q)  ve  ne  sono 
sempre  k  eh  soltanto  ridotti,  che  differiscono  fra  loro  per  una  delle  le 
radici  dell'unità  contenute  nel  corpo. 

Uno  qualunque  di  questi  nutheri  ridotti  potrà  prendersi  come 
rappresentante  di  tutta  la  serie  dei  numeri  associati. 

Conviene  poi  anche  osservare  che  la  nozione  di  numeri  ri- 
dotti è  essenzialmente  relativa  al  sistema  fondamentale  scelto 
(Ej,  8j,...  Ev-i)  per  le  unità  e  cangia  in  generale  con  questo;  sol- 
tanto per  le  unità  è  indipendente  dal  sistema,  fondamentale. 

Osserviamo  ora  che  le  (3),  tenendo  conto  del  valore  (4')  di  e^, 
-si  scrivono 

(5)  Z,  a  z=  Z..,  e.  +  Z„  e,  -f- . . .  +  Z,,v-i  «v-i  +  —  1  g  1^«  I 

^=:l,2,...v  — 1. 

Se  di  un  numero  ridotto  n  si  conosce  la  norma  (o  il  suo  va- 
lore assoluto),  siccome  ciascun  esponente  e,-,  positivo  o  nullo,  non 
supera  1,  ne  seguono  pei  v — 1  primi  logaritmi  coniugati  le  li- 
mitazioni : 

2=1,2,...V  — 1 

e  dalla  (4),  ancora  pel  v""  logaritmo 

|?,a|  <  IZ.al  +  |Z,al  -f . ..  +  |Z,_,al  -U  log  [A^a|. 

Cosi  per  ogni  numero  ridotto  di  data  norma  i  moduli  del 
numero  stesso  e  di  tutti  i  suoi  coniugati  riescono  limitati.  Basta 
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allora  (come  al  §  50  per  le  unità  ridotte)  applicare  il  lemma  fon- 
damentale a)  §  46  per  dedurne: 

Esiste  solo  un  numero  finito  di  numeri  ridotti  di  norma  data. 

Siccome  poi  tutti  i  numeri  associati  hanno  eguale  norma  e 
fra  gli  infiniti  associati  ve  ne  sono  Te  ridotti,  possiamo  enun- 
ciare questo  risultato  anche  sotto  la  forma  : 

Di  numeri  non  associati  ad  un  dato  numero  a  del  corpo  ve  ne 
è  soltanto  un  numero  finito  che  abbiano  la  stessa  norma. 

Questo  è  appunto  il  teorema  che  abbiamo  provvisoriamente 
ammesso  al  §  37  (pag.  166)  per  dedurne  che  il  numero  delle  de- 
composizioni essenzialmente  distinte  di  un  dato  intero  a  in  -£"(6) 
in  fattori  indecomponibili  è  sempre  un  numero  finito. 

Non  lascieremo  di  osservare  che,  in  ordine  a  questi  risultati, 
al  problema  di  trovare  tutti  gli  interi  a  del  corpo  di  norma  vi 
assegnata,  cioè  di  risolvere  l'equazione 

(I)  A^a  =  m 

si  può  sempre  rispondere  con  un  numero  finito' di  prove  (quando" 
come  qui  è  supposto  siano  già  determinate  le  unità  nel  corpo) 
bastando  cercare  i  ridotti  fra  questi,  che  sono  in  numero  finito: 
questi  numeri  e  tutti  gli  infiniti  loro  associati  danno  le  soluzioni 
cercate.  Naturalmente  può  anche  accadere  che  la  (I)  non  abbia 
alcuna  soluzione,  cioè  alcuni  numeri  m  possono  essere  lacunari 
per  le  norme 

Ricordiamo  in  fine,  dal  §  37  formola  {B)  (pag.  164),  che  il 
problema  (I)  è  in  sostanza  un  problema  d'aritmetica  razionale, 
ove  si  tratta  di  trovare,  ove  esistano,  tutte  le  rappresentazioni  di 
un  dato  numero  razionale  intero  m  per  la  forma  aritmetica  di 
grado  n  F^{x^^Xt,...x^  che  dà  la  norma  di  un  numero 

a  =  a?,  tój  -}-  aCj  co,  -j- , . . .  -|-  a;„  co, , 

«spressa  per  le  sue  coordinate  a?j,  a?, ,...ar, . 


242  Capitolo  IV  —  §  56 

§  56. 
XiiOTa  (limostrazione  di  Miiikowski  del  teorema  di  Dirichlet. 

Chiuderemo  questo  Capitolo  col  far  conoscere  la  nuova  dimo- 
strazione, pel  teorema  fondamentale  di  Dirichlet  sulle  unità,  che 
il  Minkowski  ha  tratto  dai  suoi  teoremi  sulle  forme  lineari  (§§  7-9). 

Come  al  §  42,  coordiniamo  agli  n  corpi  coniugati  Ki  e  alle 
loro  basi  (co,* ,  oò'I^,  . . .  co„*  )  le  n  forme  lineari 

(  1  )      ■  /;  =  co'/  aci  +  co; ■  x.,-\-...-\-  co„''  x„ , 

(1=1,2,. ..n) 

distribuite  nel  solito  modo  nelle  prime  r  forme  reali  e  nelle  se- 
guenti .V  coppie  di  forme  complesse  coniugate,  nello  schema 

(2)  /-n/n.-.A         -_.  -^  -^- 

convenendo  che  sia 

/  VtI  ~~  / '•+1  ?  ì)  +  ì  /ri- 2  ì  '  •  •  fn /  V 

Ricordiamo  che  il  determinante  V  delle  n  forme  (1)  (reale  o 
puramente  immaginario)  ha  per  modulo  la  radice  quadrata  del 
valore  assoluto  del  numero  fondamentale  D  del  corpo 

Applicando  il  teorema  III)  ^i  Minkowski  al  §  9  sulle  forme 
lineari,  se  prendiamo  n  quantità  reali  positive  D^,  D2,...D„  coor- 
dinate alle  n  forme,  cosi  che  a  due  forme  complesse  coniugate 
corrispondano  due  D  eguali  e  si  abbia 

(3)  AA...^«  =  1^Ì^, 

esistono  dei  valori  interi  non  tutti  nulli  per  le  x  tali  che  i  va- 
lori assunti  dalle  forme  soddisfano  alle  diseguaglianze 

|/;l^A(^=l,2,...^). 
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Esiste  cioè  un  intero  a  non  nullo  nel  corpo  tale  che  i  moduli 
ei  suoi  coniugati  soddisfano  alle  limitazioni  : 


(4)  |a,I<A.  (i=l,2,...n) 

Siano  ora 

V  —  1  costanti  reali  comunque  date,  ma  non  tutt«  nulle,  e  per 
ogni  numero  o)  del  corpo  consideriamo  l'espressione  lineare  nei 
-  loi  primi  V  —  1  logaritmi  coniugati 

« 
,5)  L ((o)  =  gr,  Zj  co  -f  ^ J,  co  -f-  . . .  -f-  g,_,  Z,_,  co. 

Scegliamo  poi  altre  v  —  1  costanti  reali  ad  arbitrio  A,,  ?Ì2,...A.,_, 
colla  sola  condizione 

(6)  5r,^.  +  ^2^j-r  •■•4-5'v-.^v-i==  1- 

Per  soddisfare   alla   (3),  indicando    con  t  una   quantità    reale 
arbitraria,  facciamo  le  posizioni  seguenti  : 


7>,  1>, . . .  D„., 


^uando  tutti  i  corpi  sono  reali  (.s'rzzO,  rz=zìì/]  e  se  invece  .sO>0 
le  altre 

\ 


)  A-. ,  ^  ^.^  ,^  _^  A-,  /  ^  ^.^_^j.  A  *  ^  ]  /  ì  m 

(  A-.  *  A.-.  *  A  *      I   D,  A ...  A  A  . ...  A-u 


colle  quali  si  soddisfa  a  tutte  le  condizioni  imposte.  Per  qualunque 
valore  scelto  per  t  si  troverà  dunque  un  intero  a  non  nullo  in 
^(6)  che  soddisfa  alle  limitazioni  (4)  e  per  ciò  anche  all'altra 
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JD' altra  parte  siccome  [A'a];^!,  è  anche  per  qualunque  i 

e  cioè  per  la  (3) 

(9)  Ia,|:       "^•■ 


1^] 


Dalle  limitazioni  (4)  e  (9)  applicate  ai  valori  i=rl.2,  ...v — 1 
dell'indice,  passando  ai  logaritmi  si  ottiene  per  la  definizione 
dei  logaritmi  coniugati,  dalle  (4) 


li  a  ^  hi  t, 


e  dalle  (9),  "posto 


8  =  |logii)|, 

li  a'^hit  —  dio, 

avendo  e?,,  per  i=:l,2,...v  il  significato  assegnato  dalle  (1')  §  55; 
così  in  ogni  caso  ^ 

^^a^^..^  — 2  5. 

Ne  segue  che  le  v  —  1  diflferenze 

liU—hit  {i=l,2,...v—l) 

non  superano  in  valore  assoluto  2  8,  e  quindi  moltiplicandole 
per  Qi  e  sommando  coli' aver  riguardo  alle  (5),  (6),  l' espressione 

L{a)  —  t 

giace  sempre  fra  due  limiti  fissi  8i  <  82  indipendenti  da  t  e  dipen- 
denti soltanto  dal  numero  fondamentale  D  e  dalle  costanti  ^, 
fissate.  Ciò  posto  consideriamo  l'ampiezza  8, —  8,  =  e  del  detto 
intervallo  e  diamo  a  t  i  successivi  valori 

^1=0,     e,     2  e,     3  e,...; 
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otterremo  corrispondentemente  una  catena  infinita  di  interi  del 

corpo 

(10)  a%a%a*..., 

tutti,  per  la  (8),  di  norma  inferiore  a  \'\D\,  tali  che  in  generale 

L{an-Jc  0'  =  0,1,2,...) 

giacerà  nell'intervallo  (8,, 8.),  ossia  le  quantità 

Za",  Za',  La*,... 
giaceranno  nei  rispettivi  intervalli 

(8,,  8,),       (8„28.,-80,       (28,- 8.,  38,-28.)... 

e  formeranno  quindi  una  serie  di  costanti  infinitamente  crescente. 
La  serie  (10)  di  interi  del  corpo  è  infinita  ;  ma  le  loro  norme  in 
valore  assoluto  non  superano  f\D\,  ed  il  ragionamento  stesso  di 
Dirichlet  al  §  47  prova  che  infinite  volte  si  ripete  la  stessa  norma 
q  ed  infiniti  numeri  con  questa  norma  hanno  coordinate  congrue 
(mod  q).  Detti  X,  n  due  di  questi  numeri,  di  cui  p.  e.  k  preceda 
[i,  ne  segue  che 

è  un'unità  di  A^e  = -}- 1,  e  di  più  tale  che 

L{e)  =  L\x  —  Llz=gJ,e^gJ,e-^...Jf-  g^_,  Z^_,  g 

risulta  positiva.  Siamo  cosi  pervenuti  alla  seguente  estensione  data 
da  Minkowski  al  principio  fondamentale  di  Dirichlet: 

Fissate  v  —  1  costanti  g^  gr,...g.,^i  non  tutte  nulle,  esiste  nel  corpo 
un'unità  e  di  norma  positiva,  tale  che  si  abbia 

Se  in  questo  risultato  facciamo  ^i  z=  1  e  le  rimanenti  g  nulle 
ne  risulta  l'esistenza  di  un'unità  e  con  A^E^-f-lj  l^l^  1-  ^  ^i 
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può  ancora  applicare  il  teorema  stesso  a  dimostrare  nuovamente 
la  proposizione  B)  al  §  48,  che  accerta  l' esistenza  dei  sistemi 
fondamentali  di  unità.  Supposto  invero  già  trovate  m  —  1  unità 
{m  <  v)  tali  che  sia 

^a        f'ii        •  •  •  ^l.m-l 

^21         'ii        •  '  '  's,m-l 


L„.,= 


'm-1,1   'tn-1,2  •  •  •  'tnì.m-l 


0, 


se  ne  può  aggiungere  una  w^'e  per  modo  che  sia  ancora 


L^ 


>0. 


Sviluppando  infatti  per  gli  elementi  dell'  ultima  linea  risulta 

e  basta  dunque  fare 

9m+x  =  0, . . . .  g^_^  =  0. 


ed  applicare  il  teorema  precedente. 


Capitolo  V 


Ideali  nei  corpi  algebrici  -  Moltiplicazione  e  divisibilità. 
Decomposizione  in  ideali  primi. 

Ideali  e  loro  basì  -  Prima  definizione  della  norma  -  Basi  ridotte  - 
Costruzione  degli  ideali  di  norma  data  -  Ideali  nei  corpi  quadra- 
tici -  Moltiplicazione  degli  ideali  -  Ideali  moltiplicatori  per  la 
conversione  in  ideali  principali  -  Divisibilità  degli  ideali  -  Ideali 
primi  -  Teorema  principale  della  decomposizione  unica  di  ogni 
ideale  in  ideali  primi  -  Massimo  comun  divisore  e  minimo  mul- 
tiplo comune  di  più  ideali  -  Decomponibilità  dei  numeri. 

§  57. 
Ideali.  Loro  basi.  Xorma  dell'ideale. 

Abbiamo  già  descritto,  sull'esempio  particolare  dei  campi  qua- 
dratici (§  26),  e  più  oltre  al  §  37,  il  fenomeno  nuovo  che  si  pre- 
senta in  generale  nell'aritmetica  (teoria  dei  numeri  interi)  dei 
corpi  algebrici  :  della  .separazione  fra  il  concetto  di  numero  inde- 
componibile e  quello  di  fattore  primo,  separazione  connessa  col  fatto 
che  la  decomponibilità  degli  interi  nel  corpo  è  bensì  limitata 
ma  non  più  unica.  Ed  anche  abbiamo  detto  che  queste  difficoltà 
essenziali  sono  state  completamente  vinte  da  Kummer  e  da  De- 
dekind  colla  creazione  della  teoria  degli  ideali^  la  quale  ha  per- 
messo di  ristabilire,  nel  1' aritmetica  dei  corpi  algebrici,  le  leggi 
tutte  della  divisibilità  della  ordinaria  aritmetica  (razionale).  Ora 
ci  volgiamo  appunto  a  descrivere  i  principii  fondamentali  di 
questa  teoria  riprendendo  la  definizione  di  ideale,  già  provvisoria- 
mente introdotta  al  §  26. 
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Consideriamo  un  determinato  corpo  algebrico  ^(6)  di  grado 
w,  e  per  numeri  intendiamo  sempre  nel  seguito  numeri  interi  di 
questo  corpo. 

Diremo  che:  un  sistema  J  di  infiniti  di  questi  numeri  forma 
un  ideale  del  corpo  K{Q),  quando  sono  soddisfatte  le  due  leggi 
fondamentali  seguenti  : 

I)  La  somma  o  la  differenza  di  due  numeri  qualunque  di  J  è 
ancora  un  numero  di  J. 

II)  Il  prodotto  di  un  numero  qualunque  di  J  per  un  intero  arbi- 
trario del  corpo  K{^)  appartiene  ad  J. 

Da  queste  due  leggi  elementari  segue  che  se  dall'  ideale  J(  si 
estrae  un  numero  qualunque  q  di  numeri 

poi  si  moltiplicano  rispettivamente  per  q  interi  arbitrarii  di  -^(6) 

X,,  X,, . . .  X,, 
anche  la  somma 

(1)  tt  =  Ài  ai -j- /.j  a, -f- ... -|- À,  a, 

appartiene  all'  ideale  J. 

Ma,  inversamente,  se  si  prendono  q  interi  arbitrarii  a„  a,, ...  a, 
in  ^(6),  e  si  formano  tutti  i  numeri  a  della  forma  (1),  percor- 
rendo i  numeri  À<  gli  interi  del  corpo,  la  totalità  di  questi  numeri 
(X  è  un  ideale,  poiché  le  leggi  elementari  (I),  (II)  sono  manifesta- 
mente soddisfatte.  L' ideale  (1),  essendo  generato  dai  numeri  fissi 
(arbitrarii)  a,,  a,,  ...a,,  sarà  indicato  colla  notazione 

^=(ai,«i,.  .  .  a,), 

che  pone  in  evidenza  i  numeri  generatori. 

In  generale  poi  nel  seguito  per  indicare  ideali  del  corpo  si  usc- 
iranno lettere  majuscole  A,  B,...  • 

Affinchè  due  ideali 

^  =  (a,,a,,...aj,       J5  =  (^i,  [3,, . ..  (3.) 
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siano  eguali  (constino  degli  stessi  numeri)  è  manifestamente  neces- 
sario e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  condizioni  seguenti: 

a)  ciascuno  dei  q  numeri  a  appartenga  a  B,  cosi  sia 

a,=  2^-'^P*       (/=1,2,...9), 

dove  i  moltiplicatori  X^  sono  interi  (di  ^(6)). 

b)  medesimamente  ciascuno  degli  .«  numeri  ^  appartenga  ad 
A.  cioè  si  abbia 

l  =  q 
1  =  1 

con  moltiplicatori  \ijt  interi  in  K{Q). 

Un  ideale  A  che  si  può  generare  con  un  solo  numero  a  del 
corpo  dicesi  principale  e  si  indica,  secondo  la  notazione  supe- 
riore, con 

A  =  {a): 

esso  consta  di  tutti  e  soli  i  multipli  di  a. 

Per  quanto  si  è  detto  ora  in  generale  si  ha  in  particolare: 
Due  ideali  principali  (a),  (P)  sono  eguali  allora  ed  allora  soltanto 
che  a,  (3  siuno  associati,  poiché  i  due  numeri  debbono  dividersi 
scambievolmente  (*). 

L'ideale  principale  generato  da  1,  o  da  qualunque  altra  unità 
cousta  manifestamente  di  tutti  gli  interi  del  corpo.  Esso  si  dirà 
l'ideale  unità  (1)  e  verrà  sempre  indicato  con  0. 

Veniamo  ora  a  stabilire  l'importante  nozione  della  base  di 
un  ideale,  che  già  al  §  35  abbiamo  introdotta  pel  complesso  di 
tutti  gli  interi  del  corpo,  cioè  appunto  per  l'ideale  unità  0.  E  in 
primo  luogo  osserviamo  che  : 

In  ogni  ideale  A  del  corpo  K{Q)  di  grado  n  si  possono  scegliere, 
in  infiniti  modi,  n  numeri  indipendenti. 


(*)  Cosi,  passando  dal  numero  a  all'ideale  principale  (a),  sparisce  ogni 
differenza  fra  numeri  associati. 
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Basta  infatti  prendere  ad  arbitrio  n  numeri  indipendenti 
P),  Pa,  ■  •  •  (3„  nel  corpo  che  formino  dunque  una  base  (minima  o  no), 
e  moltiplicandoli  per  uno  stesso  numero  a  arbitrario  di  A  risul- 
teranno n  numeri 

a|3i,  a(3,,...a(3„ 

appartenenti  all'ideale  e  fra  loro  indipendenti. 

Sia  ora  ai,Ut,...a„  un  qualunque  sistema  di  n  numeri  indi- 
pendenti dell'  ideale  A,  ed  esprimendoli  per  una  base  minima 

(03,,  0)a,...(jOj 

di   /v  (8)  (cioè  di  0),  abbiasi 

k  =  n 

(1)  a,=  2«.t«^       ii=l,2,...n), 

fc=i 

dove  i  coefficienti  «(^  sono  razionali  interi. 

Ne  risalta  (§  35),  prendendo  i  discriminanti: 

(2)  A  (a,,  (X,, . . .  a„)  =  ja,,]'  A  (co,,  co, , . . .  co„)  =  {a.^Y D, 

cioè  il  discriminante  degli  n  numeri  a,  dell'ideale  differisce   dal 
numero  fondamentale  D  del  corpo  pel  quadrato  del  determinante 

«11  «12  •  •   •  «1« 

«2,  «22...  «,„ 


a„i      «„2  ..•«»„ 

modulo  della  sostituzione  lineare  (1).  Ora  fra  gli  infiniti  sistemi 
di  n  numeri  indipendenti  in  A  ve  ne  saranno  di  quelli  pei  quali 

|A(a,,a,,...aJl 

raggiunge  il  suo  minimo.  Supponiamo   che  sia   già  (a,,  a^, . . .  a„) 
un  tale  sistema  e  dimostriamo,  in  analogia  col  §  35: 

Qualunque  numero  a  dell' ideale  sarà  dato  dalla  formola 

(A)  a  ~h,a,^Ji,a,-\-  ...-{-  h„  a. 

'Con  coefficienti  hi,hi,...h„  razionali  interi. 


Ideali.  Loro  has<f.  Xorma  dell'  ideale 
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E  infatti,  siccome  a,.a,,...a„  sono  iudipendenti,  qualunque 
numero  a  di  ^  può  certo  beri  versi  sotto  la  forma  (A)  colle  h 
numeri  razionali;  ma  ora  proviamo  che  queste  h  sono  necessa- 
riamente intere.  Suppongasi  al  contrario  che  per  es.  ^i  non  sia 
intero  e  scriviamo  ^,  i=5,-|-7*  con  5,  intero  e  r  frazione  propria 
0  <C  ?'<C  1.  Il  numero 


u'i  =  a  —  5i  a,  —  r  ctj  -f  h^  et,  -f- 
appartiene  pure  all'ideale  A  e  risulta 


A  (a'„  a., . . .  aj  =: 


+  ^,«, 


r 

A,. 

..K 

2 

0 

1  . 

..0 

A  (a„  Qj, . 

.aj 

0 

0  . 

.1 

cioè 


|A  {a',.  U;,,. . .  a,ìj  :=  /'-|A(a,,  et,, . . .  a„M  <  j  \  ' ■ 


•  '  «-)!, 


contro  l'ipotesi  che  A(ai,a,,. .  .aj  abbia  già  raggiunto  il  minimo. 
Possiamo  cosi  concludere:  In  ogni  ideale  A  si  possono  (in  infiniti 
modi)  scegliere  n  numeri  indipendenti  Ui,Ui^.  ..a,,  in  guisa  che  ogni 
altro  numero  u  dell'  ideale  si  ponga  sotto  la  forma 

a  =  Al  a, -f- ft,  a, -|- •  •  • -j- ^»  «-> 

can  coefficienti  h  razionali  interi.  * 

Diremo  per  «;iò  che  questi  n  numeri 

a,,  a., . .  .u„ 

costituiscono  una  base  dell'ideale  A,  e  per  significare  l'ideale 
colla  sua  base  scriveremo  con  parentesi  quadre 

4  =  [a,,  a,,...a.j. 

Naturalmente  la  base  si  può  variare  in  infiniti  modi,  e  come 
al  §  35  per  l'ideale  unità  0,  si  prova  che  da  una  base  [a, ,..,aj 
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si  ottengono  tutte  le  altre  operando  suU'  antica  una  sostituzione 
aritmetica  unimodulare 

a\  =  2  c.k  Ufc . 

Si  osserverà  che,  in  qualunque  modo  si  formi  la  base,  il  discri- 
minante A  (tti,  Uj, . . .  a„)  resta  il  medesimo  e  a  causa  della  formola 

(2),  il  quoziente  —         *  "  '    "    è  il   quadrato   di   un  intero   razio- 

naie.  La  sua  radice  quadrata,  assunta  positivamente,  è  un  numero 
razionale  intero  positivo  che  dicesi  la  norma  dell'ideale  -A  e  si 
indica  con  NA^  si  ha  dunque 


(3)  .V^  =  +  |/^'"-"^-"-'; 

esso  è  il  valore  assoluto  del  modulo  della  sostituzione  lineare 
colla  quale  la  base  dell'ideale  A  si  esprime  per  la  base  del  corpo, 
cioè  per  la  base  dell'  ideale  unità. 

Impareremo  fra  breve  a  conoscere  un  altro  importante  signi- 
ficato della  norma  di  un  ideale;  per  ora  contentiamoci  d'osservare 
che  per  un  ideale  principale  (a)  essa  coincide  col  valore  assoluto 
della  norma  del  numero  generatore,-  in  simboli 

(4)  N{a)  =  \Na\. 

E  infatti  ogni  numero  dell'ideale  principale  (a)  ha  la  forma 
a(^,  coi  -f  Tis  0),  + . . .  -}-  ^.  coj     (hi  razionali  interi), 
e  per  ciò  una  base  di  (u)  è  data  dagli  n  numeri 

a  co,,  acCj, . ..  a  co,. 

Ora  si  ha  manifestamente 

A(acOi,aa),,.  ..acoj  =  (iVa)*  A(a>,,  co,, . . .  co J  =  (Nu)^  D, 

da  cui  appunto  la  (4). 
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§  58. 
Costruzione  della  base  di  un  ideale.  Basi  ridotte. 

Per  stabilire  l'esistenza  della  base  in  un  ideale  qualunque  A 
possiamo  seguire  un  altro  metodo  che  ci  procura  altresì  la  co- 
struzione della  base  stessa,  appena  determinato  l'ideale  mediante 
Kassegnazione  di  un  sistema  di  numeri  generatori 

(1)  A=ziu,,a,,...aJ, 

come  ora  si  è  fatto  pel  caso  di  un  ideale  principale. 

Per  questo  osserviamo  che  l'ideale  (1)  consta,  per  definizione, 
di  tutti  i  numeri  della  forma 

(2)  a  =  2  ^•-  «" 

percorrendo  i  coefficienti  X,-  gli  interi  del  corpo.  Esprimendo  cia- 
scuno di  questi  per  la  base  [coi ,  o), , . . .  co,]  del  corpo  avremo 

X.  :=  2  <^f*  "ik  J 
fc-i 

dove  i  coefficienti  c^t  sono  interi  razionali  arbitrarli,  onde  sosti- 
tuendo in  (2)  abbiamo 

i=q    k=:ti  t 

(3)  ^  =  2  2  <*.»«<  tOfc. 

t  =  l    *  =  l 

Ponendo  per  brevità 

q'=qn, 

e  indicando    ordinatamente    i   q'  prodotti    a<Pfc  con   Q, ,  fì, , . ...  Q,. 
colla  notazione 

(  i=.l,2,...g 
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il  numero  (3)  è  una  combinazione  lineare,  a  coefficienti  razionali 
interi'  arhitrariì,  dei  q'  numeri  interi  di  ^(6) 

(4)  Q,,Q,,...Q,,. 
Di  questi  già  i  primi  n 

Q,  ,Q,,...Q„     (i=l) 

sono  indipendenti  e  formano  la  base  dell'  ideale  principale  (a,), 
mentre  ciascuno  dei  seguenti  è  legato  ai  primi  n  da  una  rela- 
zione a  coefficienti  interi  della  forma  (*) 

(5)  CQ„+.  =  h,,  Q,  -f.  6.,  Q,  -f . . . .  -I-  h.„  Q„ 

(*  =  1,2,,..5'— n). 

Queste  sono  q' — n  relazioni  lineari  omogenee  (indipendenti) 
a  coefficienti  interi  fra  Q, ,  Q.^ ,...  Q^,  che  scriviamo  nel  modo  più 
generale 


(6) 


rtoi  Qi  -f-  «,2  ^2  +  •  •  .  -1-  «S,,-  Og-  =  0 


a,'.»,!  fìi  +  «v-n/^  Q,  -j- . . .  +  «<,..„,,•  fì,.  ^  0. 


La  matrice  (aritmetica)  dei  coefficienti  La  caratteristica  q' — w, 
perchè  le  (6)  sono  "indipendenti,  e  se  con  6  indichiamo  il  massimo 
comun  divisore  dei  minori  d'ordine  q' — «,  noi  possiamo,  secondo 
il  §  1,  ampliare  questa  matrice,  coli' aggiunta  di  n  orizzontali 


(*)  Posto 


^g'-n-l-l,t   )     ^•9'-n  +  l,2  J  •  •  •  '^g'-n  rl,<2' 


^l'A     ì        ^q',i  J ^'4',  «' 


K  =  n 

Q,  =    ^c,j,(j)k    {i=ì,2,...n), 


il  determinante  C=|Cifc|  ha  per  valore  assoluto  precisamente  la  norma 
iV(ai).  Risolvendo  rispetto  alle  (Ot ,  i  prodotti  Cwjt  sono  combinazioni 
lineari  a  coefficienti  interi  di  Qi,Q„...Q„  ,  onde  seguono  subito  le  (5) 
del  testo. 
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a  determi uante  =6.  E  allora,  se  poniamo 

facilmente  vediamo  che  questi  n  interi  ^, ,  (3s,...  |3,  formano  ap- 
punto la  base  richiesta  dell'  ideale  ;  cioè 

^  =  [(3., (3„. ..§„]. 

Intanto,  per  le  (7),  i  numeri  (3, ,  P^j,...  i3„,  come  combinazioni 
lineari  intere,  a  coeflB.cienti  interi,  delle  fì,  appartengono  all'ideale 
A  ;  ma  anche  viceversa  ciascuna  Q  è  una  combinazione  lineare, 
a  coefficienti  razionali  interi,  di  Pi,  (3,,...  (3, .  Questo  risulta  ri- 
solvendo il  sistema  lineare  formato  dalle  (6).  (7)  rispetto  alle  Q, 
poiché  nelle  formole  di  risoluzione 

i  coefficienti  ?>y,  ,...&,„,  come  abbiamo  dimostrato  al  §  2  sotto  le 
condizioni  stesse,  sono  interi  tutti  divisibili  per  6. 
Costruita  una  determinata  base 

[Pnf3.,...M 

per  l'ideale  assegnato  J.,  questa  si  può  variare,  come  già  si  è 
detto,  in  infiniti  modi,  operando  sui  numeri  ^  della  base  una 
qualunque  sostituzione  unimodulare  E.  Utilizzando  i  risultati 
del  §  5,  possiamo  approfittare  di  questa  arbitrariefà  per  dare  alla 
sostituzione  lineare,  colla  quale  la  base  dell'  ideale  A  si  esprime 
per  la  base  già  fissata  deh  corpo,  una  forma  speciale  determinata, 
la  forma  ridotta  (C)  §  5  (pag.  27);  cosi  abbiamo  il  risultato: 

Per  qualunque  ideale  A  si  può  costituire,  in  uno  ed  in  un  sol 
modo,  una  base  [<t^,  a2,...a„]  della  forma  speciale  seguente 
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(a,  =  e,  a>, 
ttj  z=z  C„  COi  -|-  e,  tOi 
(1)  <     a,  z=  c„  co,  4-  c„  0),  4"  e,  cos 


a„  =:  C„,  (Oi  +  e,,  (0,  -f  c„,  co,  -|- . . .  -f  c„  co„  , 

rfore  «■  coefficienti  e,  in  diagonale  sono  interi  positivi  tali  che  il  loro 
prodotto  eguaglia  la  norma  dell'ideale 

e,  c,...c^=^  NA 

e  quelli  secondarii  ^ 

nella  colonna  i"°  {i=zl^2,...n  —  1)  (ridotti  rispetto  al  modulo  c^)  sono 
numeri  della  serie 

0,  1,  2,...c,-L 

Queste  speciali  basi  degli  ideiili  si  diranno  hasi  ridotte.  Per 
ogni  ideale  (fissata  la  base  del  corpo)  vi  ha  una  ed  una  sola 
base  ridotta,  e  a  basi  ridotte  diverse  corrispondono  ideali  diversi. 
L'eguaglianza  di  due  ideali  si  riconosce  quindi  nel  modo  più 
semplice  dalla  costruzione  delle  loro  basi  ridotte,  che  debbono 
coincidere. 

.§  59. 
Costruzione  di  ideali  di  norma  data. 

I  risultati  precedenti  possono  subito  applicarsi  a  costruire 
gli  eventuali  ideali  aventi  una  norma  prescritta  e  a  dimostrare 
l'importante  teorema: 

A)  Esiste  solo  un  numero  finito  di  ideali,  o  anche  nessun  ideale, 
la  cui  norma  eguagli  un  numero  intero  (positivo)  prescritto  m. 

Per  ciascun  ideale  di  questa  norma  si  potrà  prendere  la  base 
sotto  la  forma  ridotta  (I),  e  si  dovrà  avere 
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Il  numero  dei  possibili  tipi  ridotti  distinti 

(e.,  0,  0...0 
c„  e, ,  0 ...  0 

c»i    c,t ...  «  e, 

è  in  ogni  caso  finito  e  dato  dalla  formola  (21)  §  5  (pag.  28);  ma 
in  generale  non  accadrà  che  a  ciascun  tipo  corrisponda  un  ef- 
fettivo ideale  esistente,  anzi  potrà  benissimo  avvenire  che  nesstino 
di  questi   tipi  determini  un  ideale.  È  facile,  una  volta  calcolata 

la  possibile  base 

a,,  a,, ...a., 

verificare  se  questa  è  effettivamente  la  base  di  un  ideale.  Secondo 
la  definizione  stessa  di  ideale;  occorre  e  basta  per  questo  che  cia- 
scuno degli  n*  numeri 

a,wj,       {i,Jc=l,2,...n) 

eguagli  una  combinazione  lineare  a  coefficienti  inteH  di  a,, a,,... a,, 
il  che  è  facile  accertare  (*). 

Del  teorema  A)  è  un  caso  particolare  evidente  l'altro: 
Es^iste  un  solo  ideale  di  norma  =1  e  questo  è  l'ideale  unità. 


(•)  Posto  il  relativo  prodotto  oc,  (i)     sotto  la  forma 

ftj  (Oi  H-  ^,  0),  -f- . . .  -i-  A„  (i)„ 

occorrei-à  per  questo  che  si  possano  determinare  n  interi  Xi,x, ,...x„,  tali 
che  identicamente  si  abbia 

i  ft,  0),  =  i  j,  a,  =  i  i  c„  X.  iÙr  , 

r  i  ir 

essendo  (e,,)  la  sostituzione  lineare  che  lega  le  a  alle  w.  Queste  si  risol- 
vono nelle  n  equazioni 

^  CirXi  =z  h^      (rr=l,  2,...n) 

il  cui  determinante  è  la  norma  data  m.  Si  verificherà   la  circostanza  vo- 
luta quando  i  valori  delle  x,  riescano  interi. 

IT 
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Un  altro  caso  particolare  è  il  teorema  già  osservato  al  §  55, 
che  di  numeri  non  associati  di  norma  data  ne  esiste  solo  un 
numero  finito,  corrispondendo  al  caso  particolare  di  ideali  prin- 
cipali. Le  considerazioni  del  §  65  servono  anche  a  dimostrare  : 

B)  Dato  un  ideale  A  (mediante  la  sua  base),  si  può  riconoscere, 
con  un  numero  finito  di  operazioni,  se  l'ideale  è  principale. 

Basta  infatti  ricercare  il  numero  generatore  a  fra  i  ridotti  di 
norma  eguale  a  NA.  Ora  questi  numeri  ridotti  sono  in  numero 
finito  e  si  trovano  con  un  numero  finito  di  prove  (§  56);  resterà 
soltanto  a  vedere,  col  metodo  sopra  descritto,  se  uno  di  essi  appar- 
tiene in  effetto  all'ideale  A.  Fino  ad  ora  abbiamo  scelta  la  base 

[cD,,COa,...G)J 

del  corpo  (o  dell'  ideale  0)  in  un  modo  qualunque  ;  ma  noi  pos- 
siamo anche,  effettuando  una  sostituzione  unimodulare  su  questa 
base,  adottarne  una  forma  più  semplice.  In  particolare,  secondo 
quanto  si  è  osservato  alla  fine  del  §  35,  potremo  rendere  il  primo 
numero  della  base  =1 

(Oi=  1. 

E  allora  nella  forma  ridotta  (I)  pag.  256  della  base  dell'ideale,, 
il  primo  coefficiente  Ci  è  un  numero  razionale  intero  che  appar- 
tiene all'ideale  e  vi  appartengono  per  ciò  anche  tutti  i  suoi  mul- 
tipli. È  facile  vedere  che,  fra  gli  infiniti  numeri  razionali  interi 
esistenti  nell'  ideale,  Cj  è  il  piti  piccolo  e  i  rimanenti  ne  sono  tutti 
multipli.  E  infatti,  se  si  suppone  che  il  numero  dell'  ideale 

/ìj  aj  -f-  ^2  «2  H-  •  •  •  +  ^»  «« 

—  ^1  e,  (Oi  -f  h^  (c^i  co,  -f  C2  tóg)  +  . . .  -[- 

-f  h„  (c„i  CD,  -j-  c„2  ©2  -1-  . . .  -f-  c„  (0„) 

sia  un  intero  razionale  Ar,  indi  =zkio,,  dal  confronto  risulta  subito 

^2  =  ^3  =  ...  =  /(„=  0, 
indi 

kr=hiCi. 
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Si  osservi  che  questo  minimo  numero  razionale  c^,  contenuto 
nell'ideale,  è  sempre  >  1  salvo  quando  si  tratti  dell'ideale  unità (*), 
e  in  secondo  luogo  siccome 

Ci  Cj . ..  c„=  N A, 

questo  numero  Cj  è  anche  un  divisore  della  norma,  la  quale  è 
dunque  un  numero  razionale  dell'ideale.  Abbiamo  cosi  stabilito 
il  teorema: 

C)  Ogni  ideale  A  contiene  infiniti  numeri  razionali  interi,  tutti 
multipli  del  minimo  di  essi,  e  fra  questi  vi  è  sempì'e  il  numero  dato 
dalla  norma  N A. 

Altre  conseguenze  possiamo  derivare  dal  fatto  che  i  numeri 

Ci  co,,  CiCù^,.  .  .CiCO» 

debbono  tutti,  come  il  primo,  appartenere  all'  ideale  A^  e  quindi 
dobbiamo  avere  per  r  =  '2,  3,  .  .  .  w 

e,  co,  =  ^,  a, -j-^,  a, -f  . . . -f  A„  a„  = 

=^1  e,  coi  -\-  K  (c,i  (i)y  4-  e,  0),)  -]-...  +  ^r  (c„  co,  -|- ...  -|-  e,  co,) 

+  K^y.  (Cr^.n  co,  -f  . . .  -|-  C^i  CO,^,)  -f  . . . , 

coi  coefficienti  h  razionali  interi.  Da  questa  identità  risulta  subito 
h,^^=?i,^,=  ...  =  h„=0     ■ 
/?,  e,  =r  e,  ; 

per  ciò  e,  è  un  divisore  di  e,  : 

Nello  schema  ridotto  I)  per  la  base  dell'ideale  (nell'ipotesi  cOi=:l) 
il  primo  coefficiente  e,  della  diagonale  è  divisibile  per  tutti  gli  altri 
e, ,  Cj , . . .  e, . 

Di  qui  segue  che  e"  è  divistile  per  JV^  =  e,  e, . .  .e, ,  e  perciò 
anche,  se  a  è  uno  qualunque  degli  interi  razionali  contenuti  nel- 


(*)  Per  la  definizione  stessa  di  ideale,  se  vi  è  contenuto  il  numero  1, 
anche  qualnnqae  altro  intero  co  =  1 .  (O  vi  è  contenuto. 
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l'ideale  A,  sarà  a"  divisibile  per  NA.  Dopo  ciò  è  facile  dimo- 
strare il  teorema  : 

D)  Un  numero  razionale  intero  positivo  a  appartiene  soltanto  ad 
un  numero  finito  di  ideali. 

Difatti  la  norma  NA  di  un  tale  ideale  deve  essere  un  divi- 
sore di  a"  e  non  può  quindi  ricevere,  dato  a,  che  un  numero  finito 
di  valori;  e  allora  la  proprietà  segue  subito  da  A). 

Da  ultimo  osserviamo  che  si  possono  distinguere  gli  ideali 
in  primarii  e  derivati  in  base  alle  osservazioni  seguenti.  Se  esiste 
un  numero  intero  razionale  positivo  m  >  1  che  divida  i  numeri 
a,,a,,...a„  della  base  di  A^  e  perciò  anche  tutti  gli  altri,  è  chiaro 
che  A  deriva  da  un  altro  ideale 


A'  = 


m  ^  ni  ^   "  m 


moltiplicando  per  wi  tutti  i  numeri  di  A'  e  perciò  consideriamo 
A  come  ideale  derivato  da  A^  moltiplicato  per  m.  L'ideale  A  sarà 
invece  primario  se  un  tale  divisore  razionale  m  >  1  non  esiste. 

Dallo  schema  I)  della  base  (anche  se  non  è  sotto  forma  ri- 
dotta) si  riconosce  subito  se  l'ideale  è  primario  o  derivato,  osser- 
vando se  i  coefficienti  sono  complessivamente  primi  fra  loro,  od 
hanno  un  massimo  comun  divisore  m  >  1. 

Osserviamo   che   se   e,  =:iV-<4,   allora    si    ha   necessariamente 

c^  rr:  Cg  =  .  . .  =  e,.  =  1,  onde  in  questo  caso  certamente  w  =  1  ; 
dunque  : 

Un  ideale  è  certamente  primario  se  il  minimo  numero  intero  ra- 
zionale contenuto  nell'ideale  è  dato  dalla  norma  NA. 
In  questo  caso  l'ideale  si  dirà  primario  assoluto. 

§  60. 
.     Ideali  primarii  nei  corpi  quadratici. 

Come  prima  applicazione  dei  principii  generali  sopra  esposti, 
andiamo  a  cercare  gli  ideali  primari  nei  corpi  quadratici  K][{m) 
dove  m  è  un  numero  razionale  intero  privo  di  fattori  quadrati. 
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Secondo  quanto  si  è  visto  al  §  39,  per  base  minima  del  corpo 
possiamo  prendere 

[1,  H 


dove 


ovvero 


i    oì^}'  m ,  se  m  — i=:  1  (mod  4) 
a)    ) 


(    (0*=  m,  i>  =  4m, 

i 


co  =  — 4^ >      ^®  "^  ^  ■'^  (mod  4) 


b) 

j  w  — 1 

co*  =  co  H ; — ,       D=zm, 


Per  quanto  precede,  se  ^  è  un  ideale  primario  del  corpo,  la 
sua  base  [ex,,  a^]  potrà  prendersi  sotto  la  forma  ridotta 

/e.  0 

ossia 

(1)  «,— e.,       a,=  a4-c,a), 

dove  e,  è  il  minimo  numero  razionale  intero  positivo  contenuto 
in  A,  il  numero  c.^  è  un  divisore  di  Ci  e  i  tre  numeri 

(c,,Cj,a) 

sono  primi  fra  loro  (affinchè  l'ideale  sia  primario);  inoltre  a  si 
può  ridurre  (mod  e,)  e  si  ha 

(2)  c,c,  =  NA. 

Ma  affinchè  le  (1)  diano  effettivamente  la  base  di   un  ideale 
sarà  inoltre  necessario  e  sufficiente  che  i  due  numeri 

(2*)  Ci  co,       (a  -\-Ct(X))(ù 

si  scrivano  come  combinazioni  lineari  a  coefficienti  interi  di  a,, a, 

A,  Ci  -|-  h^  {a  -j-  e,  co)  (Al ,  h,  interi). 
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Per  il  primo  dei  numeri  (2*)  la  condizione 

e,  CD  =  ^,  e,  -j-  h,  (a  -{-  Cj  co) 
dà 

Ci  =  hiCt,       ^1  e, -|- ^1  «  =  0, 

delle  quali  la  prima,  come   già   si  è  visto  in  generale,  importa 
ch.e  Ci  sia  un  divisore  di  e,,  e  la  seconda  porge 


hi  {a  -\-  hi  Cj)  =  0, 
e,.  Essendo  per  ipotesi 


e 
e  siccome  h,  =  —^  non  è  nullo,  dovrà  essere  anche  a  multiplo  di 
e» 


primi  fra  loro,  se  n©  deduce 

C,=:l,         Ci=A^^, 

indi  questo  risultato  che  inverte  per  corpi  quadratici  il  teorema 
finale  del  §  precedente: 

In  ogni  ideale  primario  (del  corpo  quadratico)  il  minimo  numero 
intero  razionale  contenuto  nell'ideale  è  la  sua  norma  (l'ideale  è 
assoluto). 

Intanto  dunque  la  base  di  un  ideale  primario  A  del  campo 
quadratico,  posto  NA  =  n,  si  può  assumere  sotto  la  forma 

(3)  A  =  [n,a-\-  co]. 

Ma  ora,  proseguendo  la  discussione  pel  secondo  dei  numeri 
(2*),  questo  dovrà  potersi  scrivere  sotto  la  forma 

(4)  {a  -\-  m)  (a  ^=  a  (o  -{-  0)^  =  hin  -\-  ht{a  -{-  co), 

e  qui  converrà  separare  il  caso  a)  con 

co'  =  w,       m  ^^  1  (mod  4) 
(iair  altro  b) 

a)*=±co-^ -: — ,       m  ^  1  (mod  4). 
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Caso  a): 

Dalla  (4)  si  trae 

hi=  a,       m  =2hin  -\-hta, 
onde  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 

(5)  a'  ^  m  (mod  n). 

Per  l'esistenza  di  ideali  primarii  di  norma  =:  n  occorre  dunque 
e  basta  che  sia  solubile  la  congruenza  (5),  cioè  che  sia  m  residuo 
quadratico  di  n,  e  vi  saranno  tanti  ideali  diversi  di  questa  norma 

là 

quante  radici  (incongrue)  ha  la  (5). 

Supposta  la  condizione  soddisfatta,  ogni  numero  a  dell' ideale 
avrà  la  forma 

a  r=  n  a:  -[-  (a  +  (o)  y, 

con  X,  y  razionali  interi,  o  per  la  norma  Na  avremo 
N a  :=:  [n X -\- a y -\- )'~m  y)  {nx-\-ay  —  f~ni  y) 

—  {nx^ayY—my\ 
ossia 

A"a  =  n*£c^  -|~  ''^o^nxy  -[-  (a*  —  ni)y*. 

Ma,  essendo  a  radice  della  (5),  sarà 

(6')  rt' — mz=znc         (e  intero); 

per  ciò  riesce  in  ogni  caso  Na  divisibile  per  n  e  si  ha 

(6)  — ^  =  nx*4-2axi/4-cy». 

A  destra  abbiamo  una  forma  quadratica 

(7)  [n,a,c) 

di  determinante  a*  —  nc=z  m.  Inoltre  i  tre  coefficienti  n,  a,  e  sono 
primi  fra  loro,  perchè  un  loro  divisore  comune  entrerebbe  al 
quadrato  in  m;  anzi  sono  primi  fra  loro  anche  n,2a,  e  perchè 
altrimenti  sarebbero  n^c  pari  a  dispari,  onde  dalla  (5')  m^l  (mod 4), 
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ciò  che  non  è  nel  caso  attuale.  Nelle  designazioni  di  Gauss  la 
forma  {!),  coordinata  così  alV  ideale  A,  è  primitiva  di  l.»  specie  ;^ 
e  viceversa  è  immediato  che  ad  ogni  forma  primitiva  di  1.*  specie 
(7),  a  determinante  ==  w,  è  coordinato  un'  ideale  primario 

A-=^[n,a-\-^m].       {a*^m  (mod  n)  ). 


Caso  b): 

In  questo  caso,  essendo   (o'rrro)-] j — ,  la  (4)  diventa 

ffi \ 

{a-\-l){i)-\ j —  =:h^n-\-ìl^ (a -{-  co) 


da  cui 


ht  =  a-}-l,  — - — =:A,n -|-«(«  + 1) 


e  la  condizione  resta 

a  {a  -f- 1)  ^  — T —  (mod  n), 

che,  moltiplicata  per  4,  dà 

(8)  (2  a  4- 1  )'  =  m  (mod  4  n). 

Deve  essere  dunque  m  residuo  quadratico  di  4  w,  e  potremo  porre- 

[2a  -f- 1]' —  7nr=4nc, 
con  e  intero. 

Allora  per  la  norma  di  un  numero  dell'ideale 

a=nx-}-ya^ i^ j  y 

risulta 

Na  =  n  I  n  «*  -}-  (2  a  -}"  ^)  ^  y  4"  e  y'  ♦  j 
indi 

2  —  z=z2nx'^2{'la-\-l)xtj-]-2cy\ 

La  forma  a  destra 

(2n,       2a-f  1,       2c), 


coordinata  all'ideale  A  = 
minante 
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n,  a-f 


,   ha   ancora   il    deter- 


2 
{2a-\-ìy—4:nc  =  ni 

ed  è  primitiva  di  2."  specie,  i  tre  numeri 

2  n,     2  a  -f  e,     2  e 

essendo  primi  fra  loro  e  i  due  estremi  pari. 

In  sostanza  adunque  la  teoria  degli  ideali  nei  corpi  quadra- 
tici 8Ì  identifica  colla  teoria  delle  forme  aritmetiche  quadratiche- 
nel  senso  di  Gauss. 

Cosi  p.  es.  se  vogliamo  riconoscere  quando  un  dato  ideale^ 
poniamo  nel  primo  caso, 

^  =z  [n, a  -f- ]^~m] 

è  principale,  ciò  equivale  per  la  (6)  a  decidere  se  è  solubile  in 
interi  l'equazione 

n  X*  -\-  2  a  X  y  -\-  e  y*  =  1, 

se  cioè  la  forma  coordinata  (7)  è  principale,  la  qual  cosa  si  decide- 
in  ogni  caso  con  un  numero  finito  di  prove  (§  69  B). 

§  61. 
Moltiplicazione  degli  ideali. 

Ritorniamo  alla  teoria  generale  degli  ideali,  che  nell'aritme- 
tica dei  corpi  algebrici  sono  gli  elementi  coi  quali  conviene  ope- 
rare, ed  i  numeri  interi  stessi  a,  p,...  del  corpo  sono  da  sostituirsi 
coi  corrispondenti  ideali  principali 

(a),(p)... 

Delle  operazioni  elementari  sui  numeri  (interi)  del  corpo  la 
somma  e  la  sottrazione  non  sono  suscettibili  di  estendersi  nei 
senso  sopra  spiegato  ai  nuovi  enti,  agli  ideali.  Ma  è  molto  im- 
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portante  che  invece  l'altra  operazione  elementare  la  moltiplica- 
zione, come  pure  in  seguito  i  concetti  di  divisibilità,  di  decom- 
posizione in  fattori  ecc.  sono  estendibili  agli  ideali  in  generale. 
Per  compiere  tale  estensione,  conviene  sempre  partire  dalle  ope- 
razioni sui  numeri  e  interpretarle  come  operazioni  sugli  ideali  prin- 
cipali corrispondenti,  e  da  questi  generalizzarle  a  tutti  gli  ideali. 
Venendo  al  caso  elementare  della  moltiplicazione,  prendiamo 
due  interi  qualunque  del  corpo  a,  ^  e  consideriamo  il  loro  pro- 
dotto 

Sostituendoli  cogli  ideali  principali  corrispondenti  (a),  (P),(y), 
noi  definiremo:  prodotto  di  due  ideali  principali  (a),  (P)  l'ideale 
principale  generato  dal  prodotto  a  p,  in  simboli 

(1)  (a)((3)  =  (ap) 

Naturalmente  non  varia  l'ideale  prodotto  se  ciascuno  dei 
numeri  generatori  a,  P,  y  'si  sostituisce  con  uno  qualunque  dei 
suoi  associati  (§  57);  e  questo  appunto  giustifica  il  trasporto 
della  definizione  di  prodotto  dai  numeri  agli  ideali  principali 
corrispondenti.  In  particolare,  si  osservi,  se  uno  degli  ideali  fat- 
tori è  l'ideale  unità,  il  prodotto  è  eguale  all'altro  fattore: 

(a)  .  (1)  =  (a). 

Ma  un'altra  circostanza  conviene  qui  subito  rilevare  per  ren- 
derla familiare  fin  da  principio,  e  cioè  che  in  questo  trasporto 
della  nozione  di  prodotto  agli  ideali  risulta  un'inversione  quanto 
all'ampiezza  del  contenuto  in  numeri,  e  cioè: 

L'ideale  prodotto  (a|3)  è  contenuto  in  ciascuno  dei  due  ideali  fat- 
tori (a),  (P),  perchè  i  multipli  del  prodotto  a^  sono  insieme  mul- 
tipli di  a  e  di  p.  Come  si  vede  l'ideale  prodotto  è  meno  ampio, 
quanto  a  contenuto  in  numeri,  di    ciascuno    dei    suoi   fattori  (*). 


(*)  Escluso  naturalmente  il  caso  che  un  fattore  sia  (1). 
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Però,  se  invece  che  al  contenuto  in  numeri  ci  riferiamo  alle  ri- 
spettive nonne,  secondo  la  formola  (4)  §  57,  siccome 

abbiamo  anche 

ovvero  :  la  norma  del  prodotto  di  due  ideali  principali  è  eguale  al 
prodotto  delle  norme  dei  fattori.  E  cosi  la  norma  del  prodotto  è 
un  numero  più  ampio  (maggiore)  delle  singole  norme  dei  fattori. 

Premesse  queste  osservazioni,  andiamo  a  definire  il  prodotto 
di  due  ideali  qualunque  A,  B  nel  modo  seguente  : 

Se  sono  dati  due  ideali  A,  B  nel  modo  del  §  6  7,  mediante  loro 

numeri  generatori 

A=z{a^,  a,,... a,) 
Ì5=({3.,P„...(3,), 

s 

C=(...,a,p„...)  =  (a,p.,...a.f5.:a,f3.,...a,^.....a,p,,...a,p.). 


si  dirà  ideale  prodotto  l'ideale  generato  dai  qs  prodotti  «.Pk,  t._i'o' 


Se  i  due  ideali  sono  principali:  A=:{a),  B=.{^)  si  ritorna,  in 
particolare,  alla  definizione  superiore  (1). 
Così,  per  definizione,  l'ideale  prodotto 

^J5  =  {a.,a,,...a,).(P.,P.,...p.) 
consta  di  tutti  e  soli  i  numeri  y  della  forma 

i=l       it=l 

i  numeri  X.^  percorrendo  tutti  gli  interi  di  ^(6). 

Per  giustificare  per  altro  la  definizione  precedente  (riferita 
agli  ideali  e  non  ai  sistemi  di  numeri  generatori)  è  necessario 
dimostrare  che  se  i  medesimi  due  ideali  A,B  sono  dati  in  un 
secondo  modo  da 

A=z{a\,  a',,...  a',,) 
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si  avrà 

(3)  (a/,a,',...aV).(P'.,i3'„...pV)=(a.,«,,...aJ.((3.,P,,...p.). 

Per   questo   si   osservi   che  se  a  è  un    qualunque    numero  di 

^^(tti,  a^,...  aj  e  |3  un  qualunque    numero  di  i?^(j^,,  ^j,...[3,)^ 

avremo 

»■"« 

(?.,,  (ifc  interi  di  ^(0)) 

k 

e  perciò  il  prodotto  a  ^  è  un  numero  y  della  forma  (2),  onde  ap- 
partiene al  prodotto 

(4)  (a,,a,,...a,).(p,,p.,...f3,). 
In  particolare  ogni  prodotto 

trovasi  nell'ideale  prodotto  (4),  a  destra  nella  (3),  E  per  la  ragione 

stessa  ogni  prodotto 

*^< 

(  i=l,2,...q 
"     (  1c=l,2,...s 

appartiene  all'ideale  a  sinistra  iti  f3),  onde  è  soddisfatta  la  con- 
dizione (§  67)  per  l'identità  dei  due  ideali. 

La  definizione  stessa  del  prodotto  di  due  ideali  A^B  essendo 
simmetrica  rispetto  a  questi  ideali,  è  manifesto  che  vale  pel  pro- 
dotto di  due  ideali  la  proprietà  commutativa 

BA=zAB. 

La  definizione  si  estende  in  modo  evidente  al  prodotto  di  più 
ideali;  cosi  per  tre  ideali 

/    ^  =  (a, ,  a, , . . .  a,) 
^  =  (A,f3,,...|3.) 
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sarà 

/  f  =  1,2,...^ 

ABC  =  {....,a,^,y„...)  )  Ar r=r  1,  2,....v 

(  1=1,2,...}'. 

Vale  poi  pel  prodotto  di  quanti  si  vogliano  ideali  e  la  legge 
commutativa  e  quella  associativa;  ed  è  chiaro  che  cosa  debba 
intendersi  per  potenza  J."  di  un  ideale  A  con  esponente  m  in- 
tero positivo  : 

A''  =  AX^'---y\^  (wi  volte); 

ed  è  una  conseguenza  della  legge  associativa  che  per  moltiplicare 
due  potenze  di  uno  stesso  ideale  si  sommano  gli  esponenti  : 

A".  ^'"■z=^— '. 

Ritornando  alla  definizione  di  prodotto  AB  di  due  ideali,  si 
«  già  notato  sopra  la  proprietà: 

a)  Nell'ideale  prodotto  AB  è   contenteto   ogni  prodotto    di    un 
numero  qualunque  di  A  pei'  un  numero  qualunque  di  B. 

Ma  si  noti  che,  in  generale,  l'ideale  prodotto  non  sarà  esau- 
rito  da  questi  prodotti  a^.  Se  però  uno  dei  due  ideali  è  princi- 
pale, allora  certamente  ogni  numero  di  AB  è  della  forma  a^. 

Dalla  forma  (2)  che  ha  ogni  numero  y  di  ABj  scritta  nel 
modo  seguente: 

segue  che  y  ha  la  forma 

•:^  /  A,  interi  di  ^(6)  \ 

t^  \         anzi  di  jS         / 

onde  si  vede  che  y  è  un  numero  di  A,  e  similmente  di  B.  Dunque  : 
b)  Ogni  numero  del  prodotto  di  due  (o  piuj  ideali  appartiene  a 
ciascuno  dei  singoli  fattori. 

L'ideale  prodotto  è  dunque  esclusivamente  formato  di  nu- 
meri comuni  a  tutti  i  singoli  fattori;  ma  è  da  avvertire  che  in 
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generale  non  contiene  tutti  questi  numeri  comuni  (*).  P.  e.  se  (a),  (|3) 
sono  due   ideali    principali  ed  a,  (5  hanno  un  divisore  comune  ò 

(non  unità)  il  numero  -r-  è  comune  ai  due  ideali  ma  non  appar- 
tiene all'ideale  prodotto. 

Praticamente  per  calcolare  l'ideale  prodotto  converrà  in  ge- 
nerale definire  gli  ideali  per  le  loro  basi,  come  si  è  spiegato  al 
§  68,  e  calcolare  la  base  dell'ideale  prodotto.  Cosi  se 

^  —  [u, ,  a, , . . .  a„] 

si  calcoleranno  gli  n*  numeri 

fì.fc  =  a.-  Pfc 

e  si  applicherà  il  procedimento  del  §  58.  Se  però  uno  dei  due  ideali 
e  principale  (e  si  conosce  il  numero  generatore)  p.  e.  B^  ((3),  si  ha 
subito  una  base  dell'  ideale  prodotto  da 

(P).[a.,  a,,...a„]  =  [|3a,,  |3a,,...  (3a„}. 

§  62. 
Ideali  moltiplicatori  nei  corpi  quadratici. 

Arriviamo  ora  ad  accertare  un  fatto  di  rilevante  importanza 
per  la  teoria  degli  ideali:  l'esistenza  per  ogni  ideale  A  di  (infiniti) 
altri  ideali  pei  quali  A  moltiplicato  dà  un  ideale  principale  e 
che  si  diranno  per  ciò  ideali  moltiplicatori  di  A. 

Cominciamo  dal  verificare  questo  fatto  nel  caso  dei  corpi 
quadratici  dove  per  qualunque  ideale  A  si  ha  subito,  come  ora 
dimostreremo,  un  ideale  moltiplicatore  nell'  ideale  A'  coniugato 
di  u4,  nell'ideale  cioè  formato  dai  numeri  coniugati  di  quelli  di  A. 


(*)  Anticipando  su  prossime  nozioni,  possiamo  dire  che  questo  accade 
soltanto  se  i  due  ideali  A  e  B  sono  primi  fra  loro  (V.  più  oltre  ^  68). 
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Può  anche   accadere   del   resto    che  A'  coincida   con  A,  e  allora 
l'ideale  A  si  dirà  ancipite  (o  ambiguo),  ovvero  a  periodo  2. 
In  modo  più  preciso  dimostriamo  : 
a)  Qualunque  ideale  A  del  corpo  quadratico  moltiplicato  pel  suo 
coniugato  A'  dà  un   ideale  principale,  precisamente  quello  generato 
dal  numero  razionale  intero  NA: 

(1)  ^^'  =  (.Y^). 

Per  la  dimostrazione  di  questa  formola  (1)  e  lecito  limitarsi 
ad  ideali  primarii.  poiché,  dimostrata  per  questi,  risulta  manife- 
stamente vera  anche  per  i  derivati. 

Ed  allora,  riferendoci  ai  risultati  del  §  60,  suddistinguiamo 
anche  qui  i  due  casi  ivi  considerati 

a)     m==l  (mod  4)  h)     m^l(mod  4). 

Caso  a): 

In  questo  caso  ogni  ideale  (primario)  A  ha  una  base  della  forma 

^  =  [  n,  a  -f  f'  w  ] , 

con 

rt'  —  m  =  nc,     XA  =  n 

e  i  tre  numeri  «,  2a,  e  sono  primi  fra  loro  (ivi).  Ora  si  ha 

A'=:[n,a  —  '^^] 

e  a  generare   l'ideale   prodotto  A  A'  si   hanno  i  quattro    numeri 
prodotti  dei  numeri  base,  cioè 

n*,  n  (a  -j-  fnì),  n{a  —  }'  m  ),   a* —  m  =  n  e . 

Siccome  sono  tutti  divisibili  per  n,  l'ideale  AA'  è  il  prodotto 
di  n  per  l' ideale  generato  dai  quattro  numeri 

n,  a-[-f  m,  a  —  |  rw,  e. 

Ma  in  questo  ideale  è  pure  contenuto  il  numero 

{a-\-fm)^{a—]'~mì  =  2ci, 
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e  per  ciò  l'ideale  stesso  contenendo  i  tre  numeri 

n,  2a,  e 

primi  fra  loro,  contiene  anche  qualunque  loro  combinazione  li- 
neare a  coefficienti  interi,  indi  il  numero  1,  e  il  detto  ideale  è 
dunque  l'ideale  unità.  Se  ne  conclude 

AA'  =  {n)  =  {NA),  e.  d.  d. 

Caso  b): 

L'ideale  A  ha  la  forma  (§  60) 

1-1- [/"w 


essendo 


e  i  tre  numeri 


n,  a-\- 


{2a-\-ì)'—m=z4:nc 


n  ,  2a-\-ì,  e 
primi  fra  loro.  Qui  abbiamo 

ì—fm 


A'=:\n,  a-\- 


e  l'ideale  prodotto  AA'  è  generato  dai  quattro  numeri 

2a^l-j-^^          2a4-l  —  f^       (2a4-ìy—m 
n\  n ^—~ ,  n '—^ — >    ^ !— -^ =:nc. 


2 


2 


Come  sopra,  essi  sono  tutti  divisibili  per  n  ed  AA'  è  il  pro- 
dotto di  n  per  l' ideale  generato  dai  numeri 

2  a  -f  1  4-  fm         2  a  4-1  —  Ì~m 


La  somma  dei  due  medii  è  2a-|-l  e  siccome  n,  2a-|-l,c 
sono  primi  fra  loro,  se  ne  conclude,  come  sopra,  che  questa  ul- 
timo ideale  è  l'ideale  unità,  indi  ancora 

AA'—{n). 
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Dimostrata  la  formola  (1),  possiamo  trarne  qui  per  i  corpi 
quadratici  quest'altro  teorema  che  più  tardi  (§  72)  vedremo  va- 
lere per  tutti  i  corpi  algebrici: 

P)  La  norma  del  prodotto  di  più  ideali  è  eguale  al  pi'odotto  delle 
norme  dei  fattori. 

Basta  provare  il  teorema  per  due  fattori  A^B: 

NiAB)z=NA.yB. 

Poniamo 

NA  =  a,     XB  —  b 

NiAB)  =  c, 

ed  osserviamo  che  l'ideale  coniugato  del  prodotto  AB  è  il  pro- 
dotto dei  coniugati  A\B',  cioè  - 

K  iABy=A'.B'. 

E  allora,  applicando  la  formola  (1),  abbiamo 

AA'={a),     BB'  —  {h),  ^ 

e  moltiplicando 

AB.A'Ez=i{ah), 

che  per  l'osservazione  precedente  può  scriversi 

{AB).{AB)'={ah). 

Ma  è  di  nuovo  per  la  (1) 

{AB)  .  {AB)'  =  {N{AB))  =  (e), 

indi 

{c)=iab), 

e  i  due  numeri  razionali  interi  positivi  e,  ab  risultano  associati, 
indi  eguali: 

e  z=  ab,  ed.  d. 


18 
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§  63. 
Esistenza  degli  ideali  moltiplicatori  in  generale. 

La  dimostrazione  dell'esistenza  di  ideali  moltiplicatori  per 
ogni  ideale  A,  in  qualunque  corpo  algebrico,  si  può,  fondare  sulle 
proprietà  generali  dei  numeri  algebrici,  precisamente  sul  teorema 
finale  6)  §  31  (pag.  137)  a  ciò  espressamente  preparato. 

Col  sussidio  di  questo  teorema  possiamo  stabilire  la  seguente 
proposizione  fondamentale: 

A)  Qualunque  ideale  A  di  un  corpo  algebrico  K(d)  può  conver- 
tirsi, moltiplicandolo  per  un  conveniente  ideale  B,  in  un  ideale  AB 
che  sia  principale,  ed  anzi  in  un  ideale  (8)  geneì^ato  da  un  numero 
razionale  intero  positivo  8. 

Nel  corpo  algebrico  ^(0)  di  grado  n  abbiasi  un  qualunque 
ideale  A^  di  cui  indichiamo  con  Uo,  ai,...a„  un  sistema  di  nu- 
meri generatori 

^  —  (ao,  a, ,...  aj, 

al  quale  associamo  il  polinomio  di  grado  m  in  uua  variabile  £c(*} 
(1)  ^(a?)  =  ao  £c"+ai  a;"-* -f...-fa„. 

Ponendo  questi  coefficienti  sotto  la  forma  normale  (I)  del  §  33, 

scriviamo 

a,  =r  r,  (6) ,  a,  =  ?\  (0) , . . .  a„  =  r„.  (0) , 

e  cangiando  0  in  tutti  i  suoi  coniugati 

01,     0j,-..0n 

consideriamo  gli  n  sistemi    di   m  numeri   algebrici  (appartenenti 
ai  corpi  coniugati) 

af  r=  *'o  (0c) ,  «r'^  =  r,  (0,) , . . .  a^^  ==  r„  (  0,). 


(*)  L'associazione  agli  ideali  di  questi  polinomii  ha  lo  scopo,  pura- 
mente formale,  di  introdurre,  colle  leggi  di  moltiplicazione  del  calcolo 
letterale,   le  formazioni  più  opportune  nei  coefficienti. 
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Dopo  ciò  costruiamo  il  seguente  polinomio  C[x)  di  grado  mn: 

(2)    Cix)  =  'fi  j  c4'^  «•"-[-  a/5  x"-'-^ . . .  -j-  a^^  (  =  CoO;""  -f  e,  a-"*"-'-[- . . .  +  c„„ 
1=1 

e  dimostriamo  in  primo  luogo  che  i  suoi  coefficienti 

Cj  ,   Ci  . . .  c„„ 

sono  interi  razionali.  Essi  sono  certamente  interi  algebrici,  come 
combinazioni  intere  dei  numeri  a^'^  ;  ma  di  più  sono  formati  in 
modo  simmetrico  con  questi  n  sistemi  di  numeri  u'-'\  cioè  con 
8i,  8^,... 6,  e  per  ciò  sono  razionali  pel  teorema  delle  funzioni 
simmetriche  (o  perciò  che  ciascuno  di  questi  numeri  è  eguale  a 
tutti  i  suoi  coniugati). 

Ora  il  polinomio  C{x)  è  manifestamente  divisibile  per  A  {x\ 
e  se  poniamo 

C(x)z=A(x).B{x), 

il  polinomio  quoziente  B{x)  ha  grado  q=z7n{n  —  1)  e  scrivendolo 
sviluppato  : 

vediamo  facilmente  che  i  suoi  coefficienti  ^  sono  interi  di  K{Q). 
E  infatti,  ottenendosi  J5  (a;)  coir  algoritmo  della  divisione  di  C{x) 
per  A  (£c),  i  coefficienti  P  sono  certo  numeri  del  corpo  -^"(6),  ma 
d'  altra  parte,  avendosi 

B{x)  =  n  \  a«a;"'-f  a«a;"-'+  . ..-[-««!, 

sono  formati  in  modo  intero  cogli  interi  algebrici  a''^(i  =  2, 3,  ...n), 
e  sono  quindi  interi  (di  K{%)). 

Ed  ora  dimostriamo  che,  costruendo  l' ideale 

5  =  (|3o,i3„...p,), 

si  ha  precisamente  un  ideale  moltiplicatore  dell'enunciato  del  no- 
stro teorema  A). 
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Sia  5  il  massimo  comun  divisore  degli  interi  razionali 

^Oì  ^1  j  •  •  •  C„„ , 

per  il  teorema  ricordato  del  §  31  il  numero  fi,  dividendo  tutti  i 
coefficienti  del  prodotto 

Cix)  =  A{x).B{x), 

divide  anche  tutti  i  prodotti 

(  ^  =  0,  1, . . .  w 

dai  quali  è  generato  l'ideale  prodotto 

Dunque  intanto  ogni  numero  di  AB  è  divisibile  per  6,  e 
basterà  provare  che  6  stesso  è  contenuto  in  ^jB  per  concluderne 
che  AB  consta  di  tutti  i  multipli  di  8,  cioè 

AB={b\ 

Ma  infatti,  essendo  8  il  massimo  comun  divisore  degli  interi 
razionali  Co,  e,, ..  .c„„,  è  risolubile  in  interi  razionali  Xo,Xi,...X„„ 
1'  equazione 

8  =:  ÀoC,  4-  Ài  Ci  4-  .  . .  -j-  À„„  C„„. 

D'altra  parte  ciascun  coefficiente  e  è  la  somma  di  prodotti 
della  forma  a,[3fc,  e  per  ciò  anche  8  è  una  combinazione  lineare 
a  coefficienti  razionali  interi  di  questi  prodotti,  ed  è  quindi  con- 
tenuto nell'ideale  AB,  e.  d.  d. 

Il  teorema  fondamentale  A)  è  cosi  dimostrato  e  noi  aggiun- 
giamo ancora  le  osservazioni  seguenti: 

1."  Il  procedimento  stesso  tenuto  per  la  dimostrazione  con- 
duce, con  un  numero  finito  di  operazioni,  alla  costruzione  effet- 
tiva di  un  ideale  moltiplicatore. 

2.0  Se  si  applica  il  procedimento  al  caso  dei  corpi  quadratici, 
si  è  ricondotti  ai  risultati    del  §  precedente,  dei   quali  adunque 
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gli  attuali  sono  da  riguardar^;!  come  una  conveniente  estensione. 
E  infatti  se  nel  corpo  K{f~m),  p.  e.  per  m=^l  (mod  4),  conside- 
riamo l'ideale 

A=.[n,a-\-  ]'  m  ]       a'  —  m  =z  n  e, 

vi  assoderemo  il  polinomio  lineare 

A{x)  =  nx  -{-  a  -{- }'  m  , 
e  il  polinomio  B{x)  sarà  appunto  il  coniugato 

B{x)  =nx  -\-  a  —  }  m  , 

onde  pel  polinomio  prodotto  avremo 

C{x)  =  A  {x) .  B{x):=i{nx  -\-  af  —  m  =z 
=  71]  nx^-\-2ax-j-  e  \, 

e  il  numero  8  del  caso  generale  è  qui  rappresentato  da  n. 

§  64. 
Conseguenze  del  teorema  principale. 

Dal  teorema  principale  stabilito  andiamo  ora  a  dedurre  con- 
seguenze fondamentali  pel  calcolo  con  ideali. 
In  primo  luogo  dimostriamo  il  teorema  : 
a)  Se  A,  B,  C  sono  tre  ideali  e  si  ha 

(1)  AB^AC 
ne  segue 

(2)  B=C. 

Prendiamo  un  ideale  M  moltiplicatore  di  A,  tale  che  lo  con- 
verta in  un  ideale  principale  (a)  generato  da  un  numero  a  razio- 
nale intero  positivo  AMz={a).  Moltiplicando  la  supposta  egua- 
glianza (1)  per  ili,  risulta 

AM.B  =  AM.C  , 
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cioè 

(3)  {a)B  =  (a)C, 

cosicché  il  teorema  da  dimostrarsi  è  ridotto  al  caso  che  l' ideale 
A  sia  il  principale  (a). 

Ma  in  questo  caso  la  proposizione  è  evidente,  perchè  se  con 
P  indichiamo  i  numeri  di  B,  con  y  quelli  di  (7,  i  numeri  del- 
l'ideale a  sinistra  in  (3)  sono  i  numeri  a (3  e  quelli  dell'ideale 
a  destra  i  numeri  ay,  sicché,  salvo  l'ordine,  coincidono  e  divi- 
dendoli tutti  per  a,  ne  risulta  cosi  appunto 

B=C,      e.  d.  d. 

Ora  alla  nozione  di  moltiplicazione  associamo  l' altra  di  divi- 
nhilità  che  definiamo  nel  modo  seguente.  Se  un  ideale  C  si  ri- 
solve nel  prodotto  di  un  ideale  A  per  un  altro  B 

C=A.B, 

noi  diremo  che  C  è  divisibile  per  A,  o  che  ^  è  un  divisole  di  C. 
Si  è  visto  al  §  61  che  l'ideale  C  è  tutto  contenuto  in  A  sicché: 
V ideale  dividendo  C  è  meno  ampio  in  contenuto  dell'ideale  divisore 
A  (Cf.  le  osservazioni  al  §  61). 

Ora  il  teorema  principale  A)  del  §  precedente  ci  pone  in  grado 
di  stabilire  la  proposizione  inversa  di  fondamentale  importanza: 

6)  Condizione  necessaria  e  succiente  affinchè  un  ideale  C  am- 
metta l'ideale  A  per  divisore  (sia  risoluòile  in  C=zAB)  è  che  l'ideale 
C  sia  tutto  contenuto  in  A. 

Che  la  condizione  sia  necessaria  si  è  visto,  e  per  dimostrare 
che  essa  è  anche  sufficiente  pongasi 

^=:(a,,a,,...a,),       C=  Cy,,  y,,  • ..  Y.) 

e  si  determini  un  ideale  (moltiplicatore)  M  tale  che  sia 

•  AM={h) 

con  ft  razionale  intero  positivo.  Supponiamo  che  sia 

^=0.,(3,,...|3.) 
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Ogni  numero  del  prodotto  CM  è  una  combinazione  lineare 
intera,  a  coefficienti  interi  in  K{Q),  dei  prodotti  Y.P*I  ^  siccome 
per  ipotesi  C  è  contenuto  in  A,  ogni  y.-  è  in  ^,  e  quel  numero 
di  CM  e  un  aggregato  di  prodotti  a,  Pt?  vale  a  dire  è  contenuto 
in  AM.  Cosi" dunque  CM  è  contenuto  in  AM={Ò),  il  che  signi- 
fica essere  ogni  numero  di  CM  divisibile  per  8.  Se  scriviamo  CM 
mediante  numeri  generatori,  sia  in  numero  di  f,  avremo  dunque 

CMz=:  (5e, ,  6g,,...8g,) , 

ovvero 

(73/=:(8).(8.,e,,...e,). 

Poniamo 

5=±  (e.,  e,,... 8,) 

e  la  precedente  darà 

CM={Ò)B, 

ovvero 

CM=AM.B=:AB.M. 

Pel  teorema  a)  si  può  sopprimere  l'ideale  fattore  M  dalle  due 

parti  e  resta 

Cz=AB,  c.d.d. 

Si  osservi  anche  che,  per  verificare  se  un  ideale  C  è  divisi- 
bile per  un  ideale  A^  basta  esaminare  se  ogni  numero  della  base 
di  C  appartiene  ad  A,  cioè  se  si  compone  linearmente,  con  coef- 
ficienti razionali  interi,  coi  numeri  della  base  di  A. 

Dimostriamo  ora  questo  terzo  teorema  : 

e)  Se  r ideale  C  è  divisibile  pei'  l'ideale  A,  la  norma  di  C  è  di- 
visibile per  la  norma  di  A. 
.  Esprimendo  i  due  ideali  per  le  rispettive  basi,  abbiasi 

A  =  [u^,  a,,...a„],    C=:[yi,  Y»,---V»]- 

Essendo  C  per  ipotesi  contenuto  in  A,  ogni  numero  y*  della 
base  di  C  è  una  combinazione  lineare,  a  coefficienti  razionali 
interi,  dei  numeri  a»  della  base  di  A,  scriviamo 

(4)  V.=  i;c;ta,. 
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Il  modulo  A=:|c,ftl  di  questa  sostituzione  lineare,  che  possiasao 
supporre  positivo,  è  diverso  da  zero,  perchè  y, ,  Ysh-'-Y»  sono  in- 
dipendenti, ed  è  anche  diverso  da  1,  se  pure  escludiamo  che  C 
coincida  con  J^.  Ora  le  a^  si  esprimono  per  la  base  (coi,  co2,...(o„) 
del  corpo  con  una  sostituzione  lineare  il  cui  modulo  è  precisa- 
mente la  norma  di  A  (§  57).  Ponendo  questi  valori  'di  a^  nelle  (4) 
si  hanno  le  y*  espresse  per  le  co  con  una  sostituzione  lineare  il 
cui  modulo  è  il  prodotto  à.NA  dei  due  moduli;  esso  eguaglia 
d'altra  parte  NC,  da  cui 

NC=A.NA. 

Il  teorema  e)  è  così  dimostrato  ;  e  notiamo  che  se  ^4  è  un 
divisore  pm^o  di  C,  cioè  diverso  da  C  e  dall'ideale  unità,  è  anche 
NA  un  divisore  puro  di  NC.  Come  si  vede,  mentre  il  dividendo  C 
è  contenuto  nel  divisore  A  (è  meno  ampio),  la  norma  di  C  è  più 
ampia  della  norma  di  A  (Cf.  §  61). 

§  65. 
Calcolo  dell'ideale  quoziente  e  degli  ideali  moltiplicatori. 

Si  è  visto  che,  se  l'ideale  C  è  tutto  contenuto  in  un  altro 
ideale  A,  esso  si  risolve  nel  prodotto  di  A  per  un  terzo  ideale  B^ 
che  si  dirà  per  ciò  "l'ideale  quoziente,  scrivendo 

Come  si  trova  questo  ideale  quoziente,  conoscendo  l'ideale  divì- 
dendo C  ed  il  divisore  A  ì 

Supponiamo  dati  i  due  ideali  A&  C  per  mezzo  delle  loro  basi 

^  =  [a,,  a2,...a„],    C=[yi,  y,,.--Yn], 

e  ricordiamo  che  G  è  contenuto  per  ipotesi  in  A^  cioè  le  y  si  espri- 
mono con  una  sostituzione  lineare  aritmetica  per  le  a 

Yi  =  2  e**  a^  ^ 
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il  cui  determinante  A,  come  si  è  visto  sopra,  è 

,         NC 
^  =  10"* 

L'ideale  B  cercato,  di  cui  conosciamo  l'esistenza,  è  tale  che 

C=AB, 

ed  ogni  suo  numero,  moltiplicato  per  uno  qualunque  dei  numeri 

((.  (i=l,  2,...n),  dà  un  numero  di  C  (§  61  a)). 

Consideriamo  l'insieme  di  tutti  i  numeri  interi  P  di  ^(6)  che 

soddisfano  alla  condizione: 

a)  i  prodotti 

appartengano  tutti  a  C. 

La  totalità  di  questi  numeri  p,  fra  i  quali  si  trovano  almeno 
tutti  i  numeri  di  C.  è  in  ogni  caso  uu  ideale  (anche  se  C  non  è 
divisibile  per  A),  poiché  manifestamente  la  somma  di  due  nu- 
meri p  è  ancora  un  numero  j5 ,  e  lo  stésso  vale  del  prodotto  di 
un  numero  P  per  un  intero  qualunque  del  corpo.  Chiamiamo  D 
V  ideale  costituito  da  tutti  i  numeri  (3  e  dimostriamo  che,  nella 
nostra  ipotesi  C=AB,  l'ideale  Z)  coincide  con  B.  E  infatti  l'i- 
deale D  contiene  B^  e  per  ciò  AD  contiene  AB=^  C;  ma  d'altra 
parte,  per  la  definizione  stessa  dei  numeri  (3  di  D,  il  prodotto 
AD  è  contenuto  in  C  e  quindi 

AD  =  AB, 

da  cui  (§  64  a))  segue  appunto  D:=B. 

C 
Dunque:    r ideale   quoziente  jB  =  — r-    è    l'insieme    di    tutti    gli 

interi  P  che  soddisfano  alla  condizione  a). 

Per  trovare  allora  tutti  questi  numeri  ^  che  costituiscono  B,. 
esprimiamone  uno  qualunque  per  la  base  [to, ,  co, ,...cd,] 

^  =r  a;,  0)^ -f- a-,  0), -j- . . .  4- a;.  co„ , 
ove  ir,,  Xt^...oc„  saranno  numeri  razionali  interi  da  assoggettare 
alle  coudizioni  (necessarie  e  sufficienti)  perchè  gli  n  prodotti 

a.  2  ^r  (y\ 
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si  scrivano  come  combinazioni  lineari,  a  coefficienti  razionali  in- 
teri yp\  dalle  y^: 

r  k 

Se  in  queste  per  i  prodotti  a,-  co,  e  per  le  y^  sostituiamo  le 
loro  espressioni  per  le  co,  dovremo  eguagliare  da  una  parte  e 
dall'altra  i  coefficienti  delle  03.  (7  z=  1,  2,...  w).  Cosi  otteniamo  n* 
equazioni  lineari  intere,  a  coefficienti  interi,  fra  le  n(n-f-l)  in- 
cognite 

a^r,  y?'  {r,  i,  7c—l,2,...n), 

che  a  priori  sappiamo  ammettere  una  soluzione  generale  dipen- 
dente da  n  parametri  arbitrari.  E  allora  i  metodi  d'aritmetica 
razionale,  descritti  al  §  2,  ci  danno  in  particolare  a?,,  £C,,...ic„  in. 
funzipne  lineare  intera  ed  omogenea,  a  coefficienti  interi,  di  n 
parametri  ^, ,^, ,...^„,  suscettibili  di  assumere  tutti  i  valori  in- 
teri. Sostituendo  in  p,  avremo 

e  i  coefficienti  (3,,  i3j,...(3„  daranno  una  base  dell'ideale  cercato  5. 
Cosi  possiamo  anclie  risolvere  la  questione: 
Dato  un  ideale  A,  trovarne  un  ideale  moltiplicatore  M. 
Si    estragga   da  A  un    intero   qualunque  a  (razionale   o   no). 

L'ideale  principale  (a)  è  contenuto  in  A^  quindi  divisibile  per  ^. 

Il  quoziente 

A  —      ' 

che  si  calcolerà  nel  modo  precedente,  è  appunto  un  moltiplicatore 

di  A^  perchè 

AM=  (a) 

è  un  ideale  principale.  Particolarmente  semplice  risulterà  il  cal- 
colo di  un  moltiplicatore  se  per  numero  a  si  sceglierà  il  più 
piccolo  numero  intero  razionale  positivo  e,  contenuto  nell'ideale 
(§  59).  In  tal  caso,  posto  C:^{c^),  le  condizioni  a)  si  traducono 
semplicemente  in  un  sistema  di  congruenze  lineari  (mod  e,)  a  cui 
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debbono  soddisfare  le  coordinate  a:, .  a*,,...  a?,  dei  numeri  p  dell'i- 
deale moltiplicatore. 

Esempio  numerico.  Si  consideri  il  corpo  cubico  di  Dedekind 
di  determinante  Dz=z  —  503  dell'esempio  alla  fine  del  §  40,  colla 
composizione  della  base  [co,,  co,,  o).],  data  dalle  formolo  ivi  se- 
gnate (3)  (pag.  181).  Se.  col  metodo-  del  §  59,  tenendo  conto  delle 
dette  formolo  di  composizione,  si  cercano  gli  ideali  di  questo 
corpo  colla  norma  =2,  si  trovano  i  tre  seguenti 

A  =  [2,  (ù, ,  0),] ,  5  =  [2,  co, ,  1  -|-  CO3] ,   C=[2,l-\-  co, ,  1  -\-  co,] 

(co.rrzl). 

Se  cerchiamo  quell' ideale  3/  raoltii)licator6  p.  e.  del  primo  A 
tale  che  AM=zi2)^  si  trova  subito  che  le  tre  coordinate  x, ,Xj,a7s 
di  ogni  numero  (3  di  M  debbono  unicamente  soddisfare  alle  con- 
gruenze : 

a^i^Xj,    a?,  ^0  (mod  2), 

indi  3/  =  [  1  -|-  CO3 ,  2  co, ,  2  coj] , 

od  anche  (sotto  forma  ridotta) 

3/=[2,2co,,l-fco3]. 

m 

§  66. 

Leggi  di  dÌTÌ8il)iIità. 
Ideali  primi.  Decomposizione  in  ideali  primi. 

I  risultati  del  §  64  ci  hanno  mostrato  la  perfetta  equivalenza 
fra  le  due  definizioni  della  divisibilità: 

a)  Un  ideale  A  è  divisibile  per  un  ideale  B,  se  può  risolversi 
nel  prodotto  di  B  per  un  ferzo  ideale  C. 

a')  Un   ideale  A  è  divisibile  per  un  ideale  B,  se  è  tutto   conte- 
nuto in  B. 

Partendo  da  queste  proprietà,  che  hanno  un  evidente  riscontro 
nell'aritmetica  razionale  (ove  ai  numeri  si  sostituiscano  gli  ideali 
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principali  corrispondenti),  si  perviene  a  sviluppare  le  leggi  di 
divisibilità  degli  ideali,  della  loro  decomposizione  in  fattori  ecc. 
in  perfetta  analogia  colle  leggi  dell'aritmetica  razionale. 

Cominciamo  a  segnalare  le  seguenti  proprietà  d'immediata 
dimostrazione: 

1)  Se  l'ideale  A  è  divisibile  per  l'ideale  B  e  questo  per  il  terzo  C, 
è  anche  A  divisibile  per  C. 

Difatti,  ricorrendo  alla  a'),  siccome  A  è  contenuto  \n  B  e  B 
in  C,  è  anche  A  contenuto  in  (7(*). 

2)  Ogni  ideale  è  divisibile  per  l'ideale  unità  0. 
Difatti  qualunque  ideale  è  contenuto  in  0. 

3)  L'ideale   unità  0  (come  il  pili  ampio)  è  divisibile  solo  pei' 
sé  stesso. 

4)  Ogni  ideale  A  ammette  almeno  due  ideali  divisori,  e  cioè  se 
stesso  e  l'ideale  unità. 

Ed  ora  poniamo  la  definizione  : 
Un  ideale,  diverso  dall'ideale  unità,  che  sia  divisibile  solo  per 
se  sfesso  e  per  l'ideale  unità,  dicesi  un  ideale  primo. 

Conveniamo  però  che:  l'ideale  unità  non  si  riguarda  come 
ideale  primo. 

Un  ideale  che  non  sia  primo  si  dirà  composto  o  decomponibile. 
In  questo  caso  l'ideale  possiede  qualche  divisore  puro;  ed  allora 
anche  la  norma  dell'ideale  è  un  numero  (razionale)  decomponi- 
bile, come  segue  dal  teorema  e)  §  6-i.  Si  ha  quindi  :  Un  ideale  la 
cui  norma  sia  un  numero  primo  (razionale)  è  certamente  un  ideale 
primo. 

Dallo  stesso  teorema  e)  §  64  e  dal  fatto  che  è  finito  il  numero 
degli  ideali  con  norma  data  (§  59  yl))  segue  subito  l'altra  pro- 
prietà: 

5)  Ogni  ideale  A  ha  un  numero  finito  di  ideali  divisori. 

E  infatti  le  norme  di  questi  divisori  dividono  tutte  NA  e 
non  possono  avere  che  un  numero  finito  di  valori,  per  ciascuno 


(*)  Oppure  da  A~BM,  Bz=GN   segue  A  =  C.MN. 
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dei  quali  poi  è  finito  il  numero  degli  ideali  possibili.  Così  anche 
si  vede  che  basta  un  numero  finito  di  operazioni  per  trovare 
tutti  gli  ideali  divisori  di  uno  dato  A. 

Basterà  infatti  scrivere  tutti  i  divisori  puri  m  di  XA,  cercare 
per  ogni  tale  m  gli  ideali  di  norme  =7»  (§  59)  e  verificare  se 
uno  o  più  di  questi  dividono  l'ideale  A  (ef.  §  64  b)). 

Cogli  stessi  principi!  riconosciamo  la  verità  di  quest'altra 
proposizione  : 

6;  Ogni  ideale  A,  diverso  dall'ideale  unità  O,  ammette  almeno 
un  divisore  primo. 

E  infatti,  se  non  è  già  A  un  ideale  primo,  fra  tutti  i  divisori 
di  A,  in  numero  finito  come  si  è  visto,  ve  ne  sarà  certo  uno  di 
minima  norma  772^1,  e  questo  sarà  necessariamente  nn  ideale 
primo,  altrimenti  ammetterebbe  un  divisore  puro,  che  sarebbe  fra 
i  divisori  di  A^  con  norma   <m,  contro  l'ipotesi. 

In  forma  leggermente  diversa  si  può  anche  osservare  che  la 
proprietà  6)  risulta  vera  per  gli  ideali  di  NA  ^^  m  se  si  suppone 
già  vera  per  quelli  di  norma  <  m.  E  infatti  se  A  non  è  primo, 
ha  qualche  divisore  di  norma  <^  m  e  ^1,  che  ha  alla  sua  volta 
per  ipotesi  un  divisore  primo. 

Dalla  proposizione  6)  deriva  l'altra: 
7)  Qualunque  ideale  A  è  risolubile  nel  prodotto  di  ideali  primi 

1)  A  =  P,P^...P^ 

Difatti  o  A  è  primo,  o  possiede  almeno  un  divisore  primo,  sia 
P, ,  e  poniamo 

A  —1\A'. 

Se  A'  è  primo  la  decomposizione  è  al  termine,  altrimenti  si 
decomporrà  nuovamente  A'  e  cosi  via.  In  tal  modo,  essendo  .finito 
il  numero  dei  divisori  di  A,  si  perverrà,  dopo  un  numero  finito 
di  passi,  ad  una  decomposizione  (1)  in  fattori  primi. 

Le  proposizioni    cosi   stabilite   oflfrono    un'evidente   analogia 
in  teoremi   corrispondenti   dell'aritmetica  razionale,  ove  l'ente 
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ideale  viene  sostituito  dal  numero  base.  Ma,  a  rendere  perfetta 
l'analogia,  manca  ancora  di  stabilire  che  gli  ideali  primi  fun- 
zionano veramente  come  i  numeri  primi  nell'aritmetica  ordinaria, 
si  da  assicurare  che  la  decomposizione  (1)  di  un  ideale  in  fattori 
primi  sia  unica,  come  verrà  in  effetto  subito  dimostrato. 
Qui  presentiamo  ancora  la  definizione  seguente: 
Due  ideali  A  e  B  diconsi  primi  fra  loro  se  non  hanno  alcun 
divisore  comune,  oltre  l'ideale  unità  O. 

Si  osserva  allora  subito  la  proposizione  (che  non  è  lecito 
invertire)  : 

8)  Due  ideali  A,  B  le  cui  norme  NA,  NB  siano  prime  fra  loro 
sono  anche  primi  fra  loro.  Difatti  se  avessero  un  divisore  D  a 
comune,  diverso  da  0,  la  norma  ND  >  1  dividerebbe  insieme 
NA  e  iV-B,  contro  l'ipotesi. 

Sia  ora  a  un  numero  razionale  intero,  p.  e.  il  più  piccolo  c^ 
(§  59),  contenuto  nell'ideale  A.  L'ideale  principale  [a)  è  conte- 
nuto in  A  ed  è  quindi 

N{a)  —  a" 

divisibile  per  NA.  Ed  allora  se  in  due  ideali  A^B  sono  conte- 
nuti rispettivamente  i  due  numeri  razionali  a,  b  primi  fra  loro, 
anche  NA^  NB,  divisori  rispettivi  di  a",  b",  sono  primi  fra  loro, 
e  per  ciò  anche  i  due  ideali  A  e  B. 

Se    in    particolare    consideriamo    la  serie    infinita    di    numeri 

primi  razionali 

p,  q,  r... 

e  i  corrispondenti  ideali  principali 

ip),  (5),  (r)---. 

due  ideali  primi,  divisori  rispettivi  di  due  diversi  di  questi,  sono 
certamente  diversi,  perchè  primi  fra  loro.  Di  qui  segue  la  pro- 
posizione corrispondente  a  quella  di  Euclide  in  aritmetica  ra- 
zionale: 

9)  In  ogni  corpo  algebrico  esistono  infiniti  ideali  primi. 
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Anzi  siccome  in  generale  per  un  numero  primo  razionale  p 
l'ideale  corrispondente  (p)  possiede  diversi  ideali  primi  divisori, 
si  vede  che  la  densità  degli  ideali  primi  nei  corpi  algebrici  è  in 
certo  modo  maggioro  che  la  densità  dei  numeri  primi  ordinari!. 
Gli  ideali  primi  saranno  in  generale  indicati  col  simbolo  P. 


§  67. 

Unicità  della  decomposizione  in  ideali  primi. 
Grrado  degli  ideali  primi. 

Veniamo  ora  alla  proposizione  che  stabilisce  la  perfetta  ana- 
logia degli  ideali  indecomponibili  (primi)  ooi  numeri  primi  del- 
l' aritmetica  razionale  : 

A)  Se  un  ideale  primo  P  divide  il  prodotto  A.B  di  due  ideali, 
divide  almeno  uno  di  essi. 

Dimostreremo  che  se  P  non  divide^,  divide  necessariamente  B. 
Esprimendo  A,  P  per  numeri  generatori  pongasi 

^  =  (a,,  aj,...a,)  ,    P=  (jr, ,  jr,,...n;.), 

e  riunendo  i  loro  numeri  generatori  a.-,  tc,.  si  costituisca  il  terzo 

ideale 

Cz=  (a,,  a,,...a,  ;     .t, ,  .t, , . . .  jt.) , 

(che  rappresenta  come  ora  si  vedrà  il  massimo  comun  divisore 
di  A,  P).  Questo  ideale  G  contiene  P  (ed  A)^  onde  è  un  divisore 
di  P]  ma  siccome  P  è  primo,  avremo  una  delle  due  alternative 

C=zP,    o    C=  O  (ideale  unità). 

Ma  la  prima  resta  esclusa  dalla  nostra  ipotesi  (che  P  non 
divida  A),  perchè  in  tal  caso  ciascuno  dei  q  numeri  a,,  a»,... a, 
sarebbe  in  P,  onde  A  stesso  sarebbe  contenuto  in  P,  cioè  divi- 
sibile per  P.  Dunque  necessariamente  l'ideale  costruito  C  coin- 
cide coir  ideale   unità  e  contiene    per  ciò  il  numero  1.  Esistono 
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dunque  dei  moltiplicatori  X,  ii  interi  in  A'(0),  tali  che  si  abbia 

1=1  *=1 

Ma  la  prima  somma  è  un  numero  a  di  ^,  e  la  seconda  un 
numero  jt  di  P,  tali  dunque  clie 

(1)  a  -f  jt  =:  1 . 

Di  qui  facilmente  si  deduce  che  qualunque  numero  (3  di  B 
si  trova  in  P,  cioè  che  B  è  contenuto  in  P,  ossia  è  divisibile 
per  P.  Difatti  per  la  (1)  si  può  scrivere 

(2)  (3z=af5-f  .tp; 

il  secondo  prodotto  jt  [3 ,  come  multiplo  di  jt,  è  in  P.  Ma  anche 
il  primo  a^  è  in  P,  poiché  esso  è  un  numero  dell'ideale  pro- 
dotto AB,  il  quale  è  per  ipotesi  divisibile  per  P,  cioè  contenuto 
in  P.  Dunque  il  numero  fj  dato  dalla  (2),  come  somma  di  due 
numeri  di  P,  appartiene  a  P,  e.  d.  d. 

Dalla  proposizione  dimostrata  A)  seguono  i  corollarii 

1)  Se  un  ideale  primo  divide  il  prodotto  di  piit  ideali,  divide 
almeno  uno  dei  fattori. 

2)  Se  un  ideale  primo  divide  il  prodotto  di  più  ideali  pinmi,  è 
eguale  almeno  ad  uno  fra  questi. 

Coll'ajuto  di  questi  risultati  possiamo  ora  ritornare  sulla  pro- 
posizione 7)  del  paragrafo  precedente,  che  stabilisce  la  decom- 
ponibilità di  ogni  ideale  A  in  un  prodotto  di  ideali  primi,  e 
dimostrare  che  una  tale  decomposizione  è  essenzialmente  unica. 

Suppongasi  A  decomposto  in  due  modi  nel  prodotto  di  ideali 
primi  P,  Q,  sia 

Ciascun  fattore  P,-  a  sinistra  divide  il  prodotto  dei  fattori 
primi  Q  a  destra,  e  per  la  2)  trova  quindi  il  suo  eguale  a  destra. 

Sopprimendo  questo  fattore  comune,  come  è  lecito  pel  teorema 
a)  §  64,  e  proseguendo  nel  medesimo  modo,  arriviamo  al  risultato 
di  capitale  importanza: 
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B)  (Teorema  principale)  Ogni  ideale  A,  diverso  dall' ideale  unità, 
-si  risolve  in  un  modo  essenzialmente  unico  nel  prodotto  di  ideali 
primi  (prescindendo  dall'ordine  dei  fattori). 

Naturalmente  in  questa  decomposizione  dell'ideale  A  in  fat- 
tori primi  (ideali)  un  medesimo   ideale    primo  potrà  presentarsi 
più  volte,  e  riunendo  questi  fattori  eguali,  si  darà  alla  decompo- 
sizione la  forma 
(I)  A^PliP:*....  Plr , 

dove  con  P^,  P-,...P^  sono  indicati  gli  ideali  primi  diversi  che 
entrano  in  A,  e  con  n,,  Wj,.../»,  i  rispettivi  gradi  (esponenti  in- 
teri positivi)  a  cui  vi  figurano. 

Con  questo  teorema  principale  l'aritmetica  degli  ideali  nei 
corpi  algebrici  viene  a  raggiungere  la  perfetta  analogia  coli' ari- 
tmetica razionale  corrispondente  al  primo  e  più  semplice  caso  n=l. 

Ci  rimane  ancora  da  introdurre  una  nozione  importante  per 
gli  ideali  primi  P,  quella  del  loro  grado,  alla  quale  arriviamo 
stabilendo  prima  la  proposizione: 

C)  Se  P  è  un  ideale  primo,  il  piti  piccolo  numero  razionale  p 
contenuto  neW  ideale  è  un  numero  primo. 

E  infatti  se  p  fosse  decomponibile,  poniamo  j;  =  g>",  avremmo 

(p)  =  iq)ir), 

e  l'ideale  primo  P,  dividendo  il  prodotto  (q)  (?•),  dividerebbe  al- 
meno uno  dei  fattori.  Se  divide  p.  e.  (g),  cioè  (q)  è  contenuto  in  P, 
il  numero  q  <^p  sarebbe  in  P,  ciò  che  è  contraddittorio.  Cosi 
adunque  ad  ogni  ideale  primo  P  è  coordinato  uno  ed  un  solo 
numero  primo  razionale  jp,  che  è  il  più  piccolo  fra  i  numeri  ra- 
zionali contenuti  in  P.  Questo  naturalmente  non  esclude  che  un 
numero  primo  razionale  p  sia  coordinato  a  ideali  primi  diversi 
P,,  P,,...P, ;  precisamente  questi  saranno  tutti  e  soli  gli  ideali 
primi  diversi  che  entrano  in  {p). 

Se  P  è  un  ideale  primo,  e  p  il  suo  numero  primo  razionale 
coordinato,  sappiamo  dal  paragrafo  precedente  che  p"  è  divisibile 
per  xVP,  onde  vediamo  : 

1» 
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D)  La  norma  di  un  ideale  primo  P  è  sempre  una  potenza  esatta 
p^  del  numero  primo  razionale  p  coordinato  all'ideale,  con  esponente 
f  non  superiore  al  grado  n  del  corpo. 
Questo  esponente  f  nella  formola 

NPz=ipf 

dicesi  il  grado  dell'ideale  P.  Cosi  in  un  corpo  di  grado  n  gli  ideali 
primi  potranno  essere  di  l.*' grado,  di  2.»  grado,  ecc.  fino  al  grado  n 
al  massimo. 

Nell'aritmetica  generale  dei  corpi  algebrici  gli  ideali  primi 
80*10  i  fattori  primordiali  dei  quali  si  compongono  tutti  gli  altri 
ideali  e  i  numeri  stessi  del  corpo,  considerati  come  ideali  prin- 
cipali. Per  conoscere  tutta  la  serie  degli  ideali  primi  nel  corpo 
^(6)  basta  risolvere  nei  loro  ideali  primi  i  numeri  primi  p  or- 
dinarli, ossia  gli  ideali  principali  [p)  corrispondenti. 


§  68. 
Massimo  comuii  divisore  e  minimo  multiplo  comune. 

Supposti  risoluti  gli  ideali  nei  loro  fattori  (ideali)  primi,  è 
chiaro  come  dalla  decomposizione  in  fattori  primi  dei  singoli 
fattori  A,ByC...à\  un  prodotto  ABC...  si  ottiene  quella  del 
prodotto  medesimo,  riunendo  i  fattori  primi  dei  singoli  fattori 
A,B,C... 

Di  qui,  come  in  aritmetica  razionale,  segue  il  teorema  : 
a)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè   un   ideale  A  sia 
divisìbile  per  un  ideale  B  è  che  ciascun  ideale  primo  P,  fattore  di 
B,  entri  in  A  alla  medesima  potenza,  o  ad  una  potenza  maggiore. 

Due  ideali  sono  primi  fra  loro  (§  66)  quando  non  hanno  alcun 
divisore  primo  comune,  e  sussistono  quindi  le  proprietà: 

6)  Se   un   ideale  C  divide   il  prodotto  di  due  ideali  AB,  ed  è 
prim^o  con  uno  di  essi,  divide  l'altro. 
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E  infatti  se  C  è  primo  p.  e.  con  A  e  diWde  AB,  ogni  suo 
fattore  primo  P  deve  entrare  per  lo  meno  alla  stessa  potenza  in 
AB]  ma  poiché  P  non  entra  in  A,  quella  potenza  entrerà  in  B. 

Si  ha  ancora  evidentemente: 
e)  Se  un  ideale  è  divisibile  singolarmente  per  due  ideali  pinmi 
fra  loro,  è  divisibile  anche  pel  loro  prodotto. 

Veniamo  ora  alla  nozione  di  massimo  comun  divisore  e  di 
minimo  multiplo  comune  di  più  ideali,  cominciando  dal  caso  di 
due  ideali,  le  considerazioni  estendendosi  subito  al  caso  generale. 
Come  in  aritmetica  razionale,  queste  nozioni  possono  stabilirsi 
in  doppio  modo,  o  dai  semplici  concetti  di  divisibilità,  o  dalla 
decomposizione  in  ideali  primi. 

Se  A,  B  sono  due  ideali  qualunque/essi  avranno  dei  divisori 
comuni,  che  si  ridurranno  al  solo  ideale  unità  se  A,  B  sono  primi 
fra  loro.  Ora  fra  questi  diversi  divisori  ve  ne  è  uno  determinato, 
come  facilmente  vediamo,  che  è  divisibile  per  tutti  gli  altri  e 
che  si  chiama  per  ciò  (come  in  aritmetica  razionale)  il  loro  mas- 
simo comun  divisore.  Per  persuadersene,  basta  considerare  che  se 
C  è  un  divisore  comune  di  .4  e  jÌ5,  tanto  A  che  B  sono  contenuti 
in  C  e  quindi  se  definiamo  A  e  B  mediante  numeri  generatori: 

(1)  A  =  {a„a,,...a,),       j5  =  ((3.,  p,, . . .  (3.), 

tanto  i  q  numeri  a  quanto  gli  s  numeri  ^  sono  in  C.  Per  ciò  C  è 
contenuto  nell'ideale  D  generato  dai  numeri  a  e  (3  insieme: 

(2)  i)  =  (a.,a„...tt,;p.,|3„...p,). 

In  questo  ideale  D  è  contenuto  dunque  qualunque  ideale  C 
divisore  comune  dì  A  e  B,  ed  è  D  stesso  un  tale  divisore  comune, 
poiché  contiene  tanto  A  quanto  B.  Come  si  vede,  D  è  appunto 
quel  divisore  comune  di  A,  B  che  è  divisibile  per  ogni  altro  di- 
visor  comune  di  A  e  B:  esso  risponde  alla  definizione  sopra  data 
di  massimo  comun  divisore.  In  sostanza,  secondo  la  (2),  D  è  for- 
mato da  tutte  le  somme  di  ogai  numero  di  A  con  ogni  numero 
di  B. 
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Ed  ora  osserviamo  che  questo  massimo  comun  divisore  D, 
contenendo  ogni  altro  divisor  comune,  può  anche  dirsi  il  divisore 
meno  ampio  in  contenuto  di  numeri,  o  ciò  che  è  lo  stesso  (§  64) 
quello  di  massima  norma.  Cosi  sono  definizioni  equivalenti  alla 
superiore  queste  altre  : 

II,  massimo  comun  divisore  di  due  ideali  A,  B  è  il  divisore  co- 
mune meno  ampio  in  contenuto  di  numeri;  od  anche  il  divisore 
comune  della  massima  norma  possibile. 

La  formola  (2)  dà  il  semplice  modo  di  formazione  del  mas- 
simo comun  divisore  di  due  ideali  A^B  definiti  da  numeri  gene- 
ratori (o  anche  dalle  loro  basi)  e  corrisponde  nell'  aritmetica 
razionale  all'algoritmo  euclideo  pel  massimo  comun  divisore  di 
due  numeri  a,  6(*). 

Se  ci  riferiamo  invece  alla  decomposizione  in  fattori  ideali 
primi,  la  formazione  del  massimo  comun  divisore  D  dei  due  ideali 
A  e  B^  risoluti  in  fattori  primi,  si  fa  subito,  per  la  proposizione 
a),  come  in  aritmetica  razionale:  D  si  compone  di  tutti  e  soli  i  fat- 
tori primi  comuni  ad  A  e  B,  ciascuno  elevato  alla  minima  delle 
due  potenze  a  cui  vi  figura. 

Quando  D  -=.  (1)  allora  A  q  B  sono  primi  fra  loro  (e  viceversa) 
secondo  la  definizione  data  (§  66).  In  ogni  caso 

D  '     D 

sono  due  ideali  primi  fra  loro. 

Consideriamo  ora  tutti  gli  (infiniti)  ideali  che  sono  multipli 
ad  un  tempo  di  ^  e  di  ^,  cioè  contenuti  tanto  in  A  ^  B.  I  nu- 
meri di  un  tale  ideale  C  sono  numeri  comuni  ad  ^  e  B'^  d'altra 
parte  l'insieme  di  tutti  i  numeri  comuni  ad  ^  e  ^  (per  la  defi- 
nizione stessa  d' ideale)  forma  un  ideale  Jf,  che  contiene  dunque 
qualunque  altro  multiplo  comune  C  di  yl  e  i?,  vale  a  dire  M  è  un 


{*)  Se  A  =  (a),   jB  =  (&),  è  D  —  (a,  6)   e  la  ricerca  della  base  (5)  per 
questo  ideale  D  è  appunto  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore  5  di  o,  h. 
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divisore  di  ogni  tale  multiplo.  L'ideale  Me  dunque  quel  mul- 
tiplo comune  dì  A  e  B  che  ha  la  massima  estensione  possibile 
quanto  a  contenuto  in  numeri,  e  conseguentemente  la  minima 
norma  fra  gli  infiniti  multipli  comuni.  Esso  dicesi  per  ciò  il 
minimo  multiplo  comune  di  A  e  B;  cosi: 

H  minimo  multiplo  comune  di  due  ideali  A,  B  è  quel  loro  mul- 
tiplo comune  che  ha  la  massima  estensione  per  contenuto  di  numeri, 
ovvero  la  minima  norma. 

Se  i  due  ideali  A  e  B  sono  dati  p.  e,  per  le  loro  basi 

^  =  [a,,  a,,...  a,] 

B=[^^,,^,,...n 

per  trovare  la  base  dell' ideale  ilf  loro  minimo  multiplo  comune 
si  adoprerà  il  procedimento  seguente  d'aritmetica  razionale.  Ogni 
numero  _u  di  M,  essendo  comune  ad  A,  B,  potrà  scriversi  sotto  le 
due  forme 

1=1.  fc=i. 

(3)  a=^x,a,=  ^y,:^^, 

• = i  t = i 

colle  Xi,x^,. .  .X,',  yi,yjj..  .y^  nnm.eri  razionali  interi.  Esprimendo 
le  a,  e  le  Pt  per  una  base  [oj,,  coj,..  .co„],  e  identificando  da  una 
parte  e  dall'altra  i  coefficienti  della  medesima  coy,  risultano  n 
.equazioni  lineari,  a  coefficienti  interi  razionali,  fra  le  2n  quan- 
tità x,y.  La  risoluzione  in  interi  per  questo  sistema  lascia  sussi- 
stere (§  2)  n  parametri  arbitrarii  interi 

p.  es.  in  ic,,a*,,...ar, ;  e  allora  i  coefficienti  n,,{.i,,.. .  ji,  di  questi 
parametri  danno  manifestamente  una  base  per  M. 

Se  invece  si  opera  per  decomposizione  in  ideali  primi,  allora 
M  contiene  tutti  e  soli  quei  fattori  primi  che  entrano  o  in  ^  o 
in  B  o  in  ambedue,  ciascuno  elevato  alla  massima  delle  due  po- 
tenze a  cui  vi  figura.  Di  qui  risulta  subito,  come  in  aritmetica 
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ordinaria,  che  se  Z>  è  il  massimo  comun  divisore  di  ^  e  ^.  pel 
minimo  multiplo  comune  M  si  ha  (*) 

AB 


(4)  M 


D   ' 


Quando  D=zl^A  e  B  sono  primi  fra  loro  e  il  minimo  mul- 
tiplo comune  coincide  col  prodotto  AB. 

Ed  ora  non  vi  è  alcuna  difficoltà  ad  estendere  queste  nozioni 
di  massimo  comun  divisore  D  e  dì  minimo  multiplo  comune  M 
a  quanti  si  vogliano  ideali 

(6)  A„A„...A,. 

D  è  il  loro  divisor  comune  di  minima  estensione,  o  di  massima 
norma;  esso  è  composto  di  tutti  e  soli  i  numeri  della  forma 

a,  -\-  a.,-\-  . . .  -\-  a,, 

essendo  a,  un  numero  qualunque  di  >4,,  Uj  un  numero  di  A.^,...  a, 
un  numero  di  ^,. 

Se  I>:=:0  (ideale  unità)  gli  r  ideali  si  dicono  (complessiva- 
mente) primi  fra  loro;  e  allora,  siccome  1  appartiene  in  tal  caso 
a  D,  si  può  estrarre  da  ciascun  ideale  Ai  un  numero  a,  per  modo 
che  si  abbia 

(6)  a,4-a,-|-...-f  a,=  l. 

Viceversa  il  sussistere  di  una  tale  relazione  (6)  porta  che  D 
(contenendo  1)  coincida  con  0  e  gli  r  ideali  Ai  sono  primi  fra  loro. 


(*)  Questo  si  ha  subito  dalla  decomposizione  in  fattori  primi,  ovvero 
provando  come  segue  che  qualunque  multiplo  0  di  J.  e  jB  è  anche  mul- 

AB 

tiplo  di Difatti,  essendo  G  multiplo  di  A,  sarà 

G^AC 

A  Ti  Ti 

e  deve    essere  A  G'   multiplo  di  B,  indi  __0'  di  — -;   e   siccome  —  è 

A  B  A  B 

primo  con  —  dividerà  0' ,  da  cui  G'  =  —-C",  o  G  =  ——-.G". 
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Il  minimo  multiplo  comune  degli  r  ideali  (5)  è  il  loro  mul- 
tiplo comune  di  massima  estensione  o  di  minima  norma,  esso 
consta  di  tutti  e  soli  i  numeri  comuni  agli  r  ideali.  Se  gli  r 
ideali  sono  primi  fra  loro  due  a  due,  il  minimo  multiplo  comune 
coincide  col  loro  prodotto. 


§  69. 
Decomponibilità  dei  numeri. 

Dopo  avere  stabilite,  col  presente  Capitolo,  le  proprietà  fon- 
damentali relative  alla  divisibilità  ed  alla  decomposizione  in  fat- 
tori primi  degli  ideali  nei  corpi  algebrici,  dove  abbiamo  visto 
ristabilirsi  la  perfetta  analogia  colle  proprietà  elementari  del- 
l'aritmetica razionale,  ritorniamo  da  ultimo  sui  fenomeni  più  volte 
descritti  (Cf.  §  25  e  37),  che  si  presentano  invece  nella  decompo- 
sizione dei  numeri  in  un  corpo  algebrico  e  che  appunto  per  le 
loro  difficoltà,  in  apparenza  insormontabili,  hanno  dato  origine 
alla  creazione  degli  ideali  (Kummer  Dedekind). 

Nella  nuova  teoria  i  numeri  interi  stessi  a,  (3, . . .  del  corpo 
algebrico  debbono  sostituirsi,  per  l'esame  delle  leggi  di  divisi- 
bilità, della  decomposizione  in  fattori  (numeri  o  ideali),  dai  loro 
corrispondenti  ideali  principali 

(«),(P),... 

la  cui  introduzione  ha  avuto  per  primo  effetto  di  sostituire  alla 
serie  infinita  (appena  v  >  1)  di  numeri  associati  di  un  dato  a  un 
unico  ente,  l' ideale  principale  corrispondente,  come  appunto  esigeva 
la  circostanza  che  tutti  i  numeri  associati  si  comportano  come 
un  unico  numero  nelle  questioni  esaminate.  Qui  vogliamo  con- 
statare quanto  è  stato  asserito  al  §  26,  che  cioè  i  fenomeni  della 
separazione,  nei  corpi  algebrici  in  generale,  dei  due  concetti  di 
numero  indecomponibile  e  di  fattore  primo,  e  l'altro  della  decom- 
ponibilità limitata  bensì  ma  non  più  unica  pei  numeri,  si  presen- 
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tano  sempre  insieme  alla  esistenza  nel  corpo  di  ideali  secondari! 
(non  principali).  Per  questo  cominciamo  dall' avvertire  che,  in 
conformità  alle  osservazioni  precedenti,  quando  parliamo  della 
divisibilità  di  un  numero  a  per  un  ideale  A,  intendiamo  sempre 
riferirci  all'  ideale  principale  (a)  corrispondente,  che  dovrà  essere 
contenuto  in  A,  cioè  dovrà  esservi  contenuto  il  numero  a: 

Un  numero  a  è  divisibile  per  un  ideale  A  se  è  contenuto  fra  i 
numeri  di  A. 

Se  però  A  stesso  è  un  ideale  principale  (f}),  allora  la  divisi- 
bilità dell'ideale  (a)  per  l'ideale  ((3)  ritorna  all'ordinaria  divisi- 
bilità del  numero  a  pel  numero  (3,  giacche  a  è  contenuto  in  ((3), 
che  consta  dei  multipli  di  p.  Questa  considerazione  ci  dimostra 
che  i  due  concetti  di  divisibilità  di  numeri  o  di  ideali  principali 
corrispondenti  non  possono  mai  trovarsi  in  contraddizione. 

Due  numeri  a  e  |3-  saranno  primi  fra  loro  se  sono  primi  fra 
loro  i  due  ideali  principali  (a)  e  (P).  In  generale  per  massimo 
comun  divisore  di  due  numeri  a,  (3  deve  intendersi  non  già  un 
numero  ma  l'ideale  D  massimo  comun  divisore  dei  due  ideali 
principali  (a)  e  (p),  il  quale  ideale  D  soltanto  in  casi  particolari  (*) 
sarà  principale  D  =  (8),  nel  qual  caso  il  numero  8  sarà  da  dirsi 
il  massimo  comun  divisore  fra  a  e  j3.  Similmente  il  minimo  mul- 
tiplo comune  M  dei  due  numeri  a,  [3  sarà  in  generale  non  un 
numero  ma  un  ideale,  cioè  l'ideale 

D     ' 

il  quale  del  resto  sarà  principale  o  secondario  con  D. 

Qui  conviene  ritornare  ancora  sul  teorema  A)  del  §  67  (pag.  287) 
che  in  sostanza  stabilisce  come  l' indecomponibilità  di  un  ideale 


(*)  Così   p.  es.  nel  corpo  K{iÌ b)  (Cf.  §  25)  i  due  numeri  3,  1  +ir  5 
hanno  per  (massimo)  comun  divisore  non  già  un  numero  ma  l' ideale 

J>  =  [3,  l-f-t)/5]. 
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ne  assicuri  il  funzionamento  come  ideale  primo,  per  aggiungervi 
l'osservazione  seguente  utile  in  varie  applicazioni: 

Un  ideale  C  è  certamente  primo  se  non  può  mai  dividere  il  pro- 
dotto di  due  numeri  senza  dividere  l' uno  o  l'altro. 

E  infatti  se  C  è  un'ideale  composto 

C—AB, 

possiamo  prendere  un  numero  a  contenuto  in  A  ma  non  in 
AB^=C,  cioè  un  numero  a  divisibile  per  A  e  non  per  (7;  e  cosi 
un  secondo  numero  P  divisibile  per  B  e  non  per  C.  Allora  il 
prodotto  a  (3  è  contenuto  in  AB=:  (7,  cioè  divisibile  per  C,  senza 
che  siano  divisibili  per  C  né  a  né  p. 
Di  più  numeri  del  corpo 

a,,  a,,...  u, 

diremo   che    sono    primi   fra  loro  se    sono   primi    fra    loro    gli  r 

ideali  principali 

(a,),  (a,), . . .  (aj. 

Se  questo  ha  luogo,  potremo,  pel  §  precedente,  trovare  r  interi 
razionali  iCi,  x,,  ...x,  tali  che  si  abbia 

(1)  a,a;,-|-a,a:,-f  ...-}-a,a;,=  l, 

e  viceversa.  Dunque  :  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
r  numeìH  del  corpo  aj ,  Oj , . . .  a,  siano  primi  fra  loro  è  che  sia  solu- 
bile in  interi  razionali  Xi,x^,...x^  r equazione  (1). 

Premesse  queste  osservazioni,  passiamo  a  dimostrare: 
Se  tutti  gli  ideali  del  corpo  K[d)  sono  principali,  qualunque  nu- 
mero a,  che  sia  indecomponibile  come  numero,  è  anche  indecomponi- 
bile come  ideale  principale  (a). 

Questo  è  immediato,  perchè  se  l'ideale  principale  (a)  fosse 
invece  decomponibile  nel  prodotto  di  due  ideali,  diversi  ciascuno 
dall'ideale  unità,  siccome  in  ^(6)  tutti  gli  ideali  sono  per  ipo- 
tesi principali,  avremmo 

i  Nm  >  1 

(«)  =  (P)(Y),con  ] 
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e  questa  può  scriversi 

(a)  =  (|3Y). 

Allora  i  due  numeri  a,  ^y,  generando  lo  stesso  ideale  prin- 
cipale, sono  associati,  cioè 

essendo  e  un'unità;  e  questa  sarebbe  contro  l'ipotesi,  una  de- 
composizione essenziale  del  numero  a.  Così  dunque,  quando  nel 
corpo  ^(6)  tutti  gli  ideali  sono  principali,  i  numeri  indecompo- 
nibili si  comportano  come  effettivi  numeri  primi,  indi  ogni  nu- 
mero non  ammette  che  una  decomposizione  essenziale  in  fattori 
primi,  ecc.  o  insomma  valgono,  pure  restringendosi  ai  soli  numeri, 
tutte  le  leggi  dell'aritmetica  ordinaria.  In  questo  caso  adunque 
l'introduzione  degli  ideali  non  è  necessaria,  per  quanto,  se  v^l 
e  vi  sono  quindi  inj&nlte  unità,  possa  riguardarsi  ancora  come 
opportuna  per  riunire  tutti  gli  infiniti  numeri  associati,  in  ogni 
serie,  in  un  solo  ente. 

Ma,  nella  serie  infinita  dei  corpi  algebrici,  quelli  che  conten- 
gono soltanto  ideali  principali  sono  estremamente  rari,  e  per  tutti 
gli  altri  l'introduzione  degli  ideali  è  assolutamente  necessaria, 
come  ora  andiamo  a  dimostrare  stabilendo  che: 

Se  nel  corpo  K{Q)  esistono  anche  ideali  non  principali: 
a)  esistono  in  K{%)  numeri  indecomponibili  ma  che  non  funzio- 
nano come  numeri  primi, 

h)  si  danno  numeri   decomponibili  in  più  modi,  essenzialmente 
diversi,  in  prodotti  di  numeri  indecomponibili. 

Cosi  sarà  provato  che  i  due  fenomeni  rilevati  in  a)  e  in  6) 
sono  indissolubilmente  legati  fra  loro  ed  all'esistenza  di  ideali 
secondarii  del  corpo. 

Per  dimostrarlo  ammetteremo  per  altro  provvisoriamente  il 
teorema  seguente  che  sarà  dimostrato  più  tardi  (V.  Gap.  VII,  §  86): 

Se  A  è  un  qualunque  ideale  secondario  in  K{Q),  nella  serie  delle 
successive  potenze  di  A 

A\A',A\.. 
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se  ne  incontra  necessariamente  una  prima,  diciamo  A^,  che  è  un 
ideale  principale. 

Si  dirà  allora  che  l'ideale  A  appartiene  all'esponente  Ò. 

Ciò  ammesso,  osserviamo  che,  contenendo  per  ipotesi  K{Q)  degli 
ideali  secondarii,  contiene  anche  di  tali  ideali  primi,  perchè  se 
tutti  gli  ideali  primi  fossero  principali,  sarebbe  anche  principale 
ogni  altro  ideale,  che  si  risolve  in  prodotti  di  ideali  primi.  Sia 
allora  P  un  ideale  primo  non  principale,  5  l'esponente  a  cui  ap- 
partiene talché 

(2)  P'={a) 

è  un  ideale  principale  mentre  le  prime  6  —  1  potenze 

(3)  P,P%...P'-' 

sono  tutte  ideali  secondarli.  Il  numero  a,  secondo  la  (2),  è  decom- 
ponibile come  ideale  in  8  fattori  eguali  ;  ma  come  numero  è  in- 
decomponibile perchè  se  si  supponesse  al  contrario 

con  (3  e  Y  differenti  da  unità,  avremmo  per  la  (2) 

(13y)  =  (P).(y)  =  ^, 

indi  p.  e. 

(P)  =  P^  con  0<r<8, 

ed  una  delle  potenze  (3)  sarebbe  già  un  ideale  principale,  contro 
r  ipotesi. 

Ora  sia  a  uno  di  questi  numeri  di  K{d)  indecomponibile  come 
numero,  ma  decomponibile  come  ideale,  supponiamo 

Siccome  il  prodotto  BC  è  meno  ampio  in  contenuto  di  cia- 
scuno dei  fattori  B,  C,  possiamo  prendere  in  B  un  numero  P  non 
contenuto  in  BC,  cioè  non  divisibile  per  a,  e  cosi  un  numero  y 
in  C  non  divisibile  per  a. 

Allora  P  è  divisibile  per  B,  e  y  divisibile  per  C,  onde  ^y  è 
divisibile  per  BC,  cioè  per  a.  Cosi  dunque  il  prodotto  Py  è  di- 
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visibile  pel  numero  indecomponibile  a,  senza  che  siano  divisibili 
per  a  ne  p  né  y,  cioè  a,  benché  indecomponibile,  non  funziona  come 
numero  primo,  e  questo  è  quanto  viene  atjserito  in  a). 

Quanto  alla  seconda  asserzione  6),  essa  è  un'immediata  con- 
seguenza della  prima.  E  infatti  se  a  è  un  numero  indecomponi- 
bile che  divide  il  prodotto  ^y  senza  dividere  ne  (3.  ne  y,  poniamo 

(3y  =  «8 

e  risolviamo  P,  y,  S,  in  un  qualunque  modo  in  prodotti  di  fattori 
indecomponibili  (§  37),  sia  p.  e. 

8  =  8,  8, ...  8,. 
Allora  abbiamo 

PiP,...p,  Y,  Y»...Y.  =  «8,  8,...8«, 

e  ambedue  le  decomposizioni,  a  destra  e  a  sinistra,  sono  in  fat- 
tori indecomponibili. 

Ma  queste  due  decomposizioni  di  un  medesimo  numero  in 
fattori  indecomponibili  sono  essenzialmente  distinte  perchè  a,  non 
-dividendo  ne  ^  ne  y,  non  può  essere  eguale  (o  associato)  ne  a 
un  fattore  P.-  né  ad  un  fattore  y^.. 


Capitolo  VI 


Congruenza  di  numeri  rispetto  ad  ideali. 
Estensione  delle  teorie  di  aritmetica  razionale. 

Congruenze  di  numeri  rispetto  ad  ideali  -  Nuovo  significato  della 
norma  di  un  ideale  -  Congruenze  simultanee  rispetto  ad  ideali 
diversi  -  Applicazioni  -  n  teorema  della  norma  del  prodotto  -  Lia 
funzione  aritmetica  ^'(^)  e  il  teorema  di  Fermat-Eulero  genera- 
lizzato -  Resti  di  potenze  -  Radici  primitive  di  ideali  primi  e  ta- 
belle d' indici  -  Residui  quadratici  -  Ideali  primi  nei  corpi  quadra- 

[fi  "ì 
—  I  al  simbolo  di  Legendre. 

§  70. 

Congruenza  di  numeri  rispetto  ad  xm.  ideale. 
Nuovo  significato  della  norma. 

Fra  le  nozioni  fondamentali  dell'aritmetica  razionale,  traspor- 
tabili all'  aritmetica  generale  dei  corpi  algebrici,  ve  ne  ha  una 
elementare  di  cui  ancora  non  abbiamo  parlato  :  quella  di  con- 
gruenza di  numeri  rispetto  ad  un  modulo.  Questa  introduciamo 
osservando  prima  che  per  i  numeri  interi  di  un  corpo  K(Q)  la 
*'  congruenza  di  due  numeri  a,  ^  rispetto  ad  un  terzo  y  (modulo) 
:  definisce  come  equivalente  al  fatto  che  la  differenza  a — p  sia 
divisibile  per  y,  cioè  appartenga  all'ideale  principale  (y).  E  allora 
(cfr.  §  61)  trasportiamo  subito  questa  nozione  agli  ideali  in  ge- 
nerale convenendo  che: 

Due   interi   a,  fi  di  K{Q)  H  dicono  congrui  fra  loro  rispetto  ad 
un  ideale  A  quando  la  differenza  a — j5  appartiene  ad  A,  e  si  scrive 

a  ^  P  (mod  A). 
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In  particolare  la  scrittura 

a  ^  0  (mod  A) 

significa  che  a  è  un  numero  di  A,  ossia  (§69)  che  a  è  divisi- 
bile per  A. 

Dalle  proprietà  elementari  degli  interi  algebrici,  e  dalla  defi- 
nizione stessa  degli  ideali,  risulta  che  su  queste  congruenze,  ri- 
spetto ad  un  ideale  fisso  A,  si  può  operare  come  sulle  congruenze 
dell'aritmetica  razionale  per  somma,  sottrazione  e  moltiplicazione 
per  interi  del  corpo  e  da  queste  osservazioni  elementari  segue  il 
principio  generale  : 

Se  /"(oc, y, 2, . ..)  denota  una  funzione  razionale  intera  di  quante 
si  vogliano  variabili  x,  y,  z, . . . ,  con  coefficienti  inteH  nel  corpo  K{Q), 
nella  quale  si  sostituiscano  due  sistemi  di  valori  interi  (a,  (3, y...), 
(a',  |3',y'.  ••)  rispettivamente  congrui  fra  loro  rispetto  ad  un  ideale  A, 
anche  i  valori  assunti  da  f{x,t/,z,...)  risultano  congrui  fra  loro; 
in  simboli  da 

a=a',       p  =  P',      Y  =  Y'...(mod^) 

segu£ 

/■(«,(3,Y...)  =  A«M3',Y'..-)(niod^). 

E  da  osservare  poi  che,  se  5  è  un  ideale  divisore  del  mo- 
dulo A,  dalla  congruenza  aE^p(mod^)  segue  l'altra  a  ^(3  (mod  5); 
poiché  a  —  j3,  essendo  divisibile  per  A,  è  anche  divisibile  pel  suo 
divisore  B.  Se  ne  deduce  che  ogni  ideale  divisore  comune  di  a 
e  del  modulo  A  divide  anche  (3,  e  inversamente,  e  per  ciò: 

Due  numeri  a,  P  congrui  rispetto  a  un  ideale  A  hanno  con  questo 
a  comune  il  massimo  comun  divisore. 

Bipartiamo  ora,  rispetto  all'ideale  A,  i  numeri  di  K{Q)  in  classi, 
ponendo  nella  medesima  classe  quelli  che  sono  congrui  con  uno 
stesso  numero  e  per  ciò  fra  loro;  audiamo  a  dimostrare  che: 

I)  H  numero  delle  classi  dei  numeri  in  K{d),  rispetto  all'ideale 
A,  è  finito  ed  eguaglia  la  norma  dell'ideale  NA. 

Si  ha  così  un  nuovo  ed  importante  significato  della  norma 
dell'ideale,  come  numero  degli  interi  incongrui  (mod  ^)  esistenti 
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in  ^(8).  Questo  teorema  si  riconduce  facilmente  a  quello  del  §  4, 
che  dà  il  numero  delle  classi  delle  forme  aritmetiche  in  n  varia- 
bili rispetto  ad  n  forme  fisse  indipendenti.  L' identità  delle  due 
questioni  è  resa  palese  dalle  considerazioni  seguenti. 
Dell'ideale  A  prendiamo  una  base 

^  =  [a,,a,,...a.] 
e  siano 

k  =  n 

(1)  a,=  5]«.»(0k       (£==l,2,...n) 

ìi  =1 

le  formole  che  esprimono  la  base  divi  per  la  base  [co,,  co», ..  .co,] 

del  corpo.  Il  modulo 

I«al 

della  sostituzione  lineare  aritmetica  (1),  che  possiamo  supporre 
senz'altro  positivo,  è  appunto  per  definizione  (§  57)  la  norma 
NA  dell'ideale 

AM=r|a,J. 

Ora  due  interi  qualunque  p,  y  di  K{&)  si  esprimono  in  modo 
unico  sotto  la  forma 

(     P  =  &,a),-f  &,(o,-[-...-|-6.co, 

(2) 

'     Y  =  e,  co,  -f  e,  0),  -f-  . . .  +  e.  co. , 

essendo  i  coefficienti  ò,  e  razionali  interi,  e  la  congruenza 

(3)  (3  =  Y  (mod  A) 

significa  che  la  differenza  ^  —  y  ^s  in  ^,  cioè  è  della  forma 

^,  a,  -p  ^2  «j  -[~  •  •  •  ~h  ^ii  "•      (^i  razionali  interi). 

Dunque  la  congruenza  (3)  ha  lo  stesso  significato  dell'eguaglianza 

(4)  6,  co,  -\-h.,(ùi-{-  ...-\-h„  co,  =r  e,  coj  -f  e,  co,  -]-  . . .  -[-  e.  «>.  + 

+  *.  2  ^'^ «t -f  . . .  -f  /i,  2  a.4  0)^; 
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e  questa,  a  causa  dell'indipendenza  delle  co,-,  deve  essere  un'iden- 
tità. E  allora  se  alle  to,,CL),,..  .o)„  sostituiamo  in  (4)  n  variabili 
indipendenti  a?, ,a52, . .  .a?.,  i  numeri  a.-  si  cangiano  nelle  n  forme 
lineari 

^on  determinante  :=zNA,  e  i  numeri  |3,  y  nelle  due  forme 

Secondo  le  notazioni  del  §  4,  la  congruenza  (3)  trae  seco  la 
<;ougruenza  di  forme  lineari 

(p  =  -i[>(modd /",,/;,.../•„), 

ed  è  poi  manifesto  che  da  questa  segue  inversamente  la  (4).  Si 
danno  dunque  in  K(&)  tanti  numeri  incongrui  (mod  A)  quante 
forme  lineari  incongrue  esistono  (modd /",,/!,, .../),).  Ma  il  numero 
di  queste  ultime  è  dato  j>recisamente  (§  4)  dai  loro  determinante 
=2NA  ed  è  cosi  dimostrato  il  nuovo  significato  della  norma, 
enunciato  in  I). 

Se  da  ciascuna  delle  NA  classi  di  numeri  (modJl)  si  estrae 
ad  arbitrio  un  numero,  posto  per  brevità  m=NA,  si  avranno 
così  m  numeri 

(4*)  13.,P.,...P- 

tutti  incongrui  fra  loro,  mentre  qualunque  altro  numero  (3  di 
^(6)  sarà  congruo  (mod  A)  con  uno  (ed  uno  solo)  dei  numeri  (4*); 
questi  si  diranno  formare  un  sistema  completo  di  numeri  incon- 
grui, o  anche  un  sistema  completo  di  resti  (mod  A).  Possiamo 
supporre  la  base  [ai,a.,  ...a„]  posta  sotto  la  forma  ridotta  (I)  §  58 

)   ai  =  Co,  co,  -[-  Ci  a>« 


a„  =  c„,  co,  -{-  c„2  coa-f- . . .  -4-  c„  co„ , 
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e  allora  risulta  subito,  dal  §  4  e  da  quanto  sopra  si  è  detto,  che 
per  avere  un  sistema  completo  di  resti  (mod  A)  basta  prendere 

facendo  percorrere  ad  ^i  i  valori  0,1, ...e, —  1.  ad  h^  i  valori 
0, 1, ...  e,  —  1, ...  ad  h^  i  valori  0, 1, ...  e,  —  1 . 

Se  poi  adottiamo  per  la  base  stessa  del  corpo  la  forma  più 
semplice  con  co,  =  1  {§  59),  allora  nel  sistema  completo  di 
numeri  incongrui  (5)  sono  razionali  quelli  soltanto  pei  quali 
A,  =  As=r  . ..  =  ^,r=:  0,  cioè  il  loro  uumcro  è  Ci,  e  coincide  col 
più  piccolo  numero  razionale  positivo  contenuto  nel  corpo,  come 
del  resto  è  anche  subito  visibile  direttamente  (*). 

Ne  segue  :  soltanto  per  quegli  ideali  A  nei  quali  NA  è  il  più 
piccolo  intero  razionale  contenuto  in  A  può  costituirsi  un  sistema  com- 
pleto di  numeri  incongrui  tutti  razionali.  L' ideale  è  allora  primario 
assoluto  (§  59). 


§  71. 

Congruenze  simultanee  di  numeri  rispetto  ad  ideali. 
Applicazioni. 

Siano  Ai,A,,...A^  r  ideali,  i  quali  siano  primi  fra  loro  due 
a  due,  e  per  ciò  anche  complessivamente  fra  loro.  Come  nell'ari- 
tmetica ordinaria,  e  nelle  sue  prime  estensioni  ai  corpi  nei  quali 
sussiste  un  algoritmo  euclideo  della  divisione  (cf.  §  17  pel  corpo 
K{i)  ),  vale  in  generale  la  proposizione  seguente  : 

A)  Dati  r  interi  qualunque  a,, a,,... et,,  esiste  un  intero  x  che 
soddisfa  alle  congruenze  simultanee 

1  x^Ui  (mod  4i),    se  ^  Oj  (mod  Ai) ...  a:  ^  a,  (mod  i4,). 


t*)  Se  a,h  sono  due  numeri  razionali  interi  congrui  (mod  A)  ciò  signi- 
fica che  a  —  6  è  in  ,1,  indi  multiplo  di  e,. 
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e  questo  numero  x  è  perfettamente  determinato  rispetto  all'ideale 
Az=:  A^A^.,.Ar  prodotto  di  tutti  gli  r  ideali  (al  loro  minimo  mul- 
tiplo comune). 

Introduciamo  gli  r  ideali 

A  A 

X),  =  -j-  "=■  Aj  Ag . , .  A, ,  ÌJj  ^^^^  "1     ^^^  Al  Af ....  A^ . . . 

-Or  ^==  -j-  =  Al  At . . .  A,.i  , 

i  quali,  come  subito  dimostriamo,  sono  complessivamente  primi 
fra  loro.  Altrimenti  esisterebbe  almeno  un  ideale  primo  P  che  li 
dividerebbe  tutti  e  dovrebbe  quindi  dividere  uno  degli  ideali  A, 
poniamo  -4,;  ma  allora  dividendo  Bi  dividerebbe  anche  uno  degli 
altri  A,  ciò  che  contraddice  all'  ipotesi. 

Essendo  dunque  =(1)  il  massimo  comun  divisore  di  5,,5,,..i5„ 
possiamo  estrarre  da  ciascuno  di  questi  ideali  Bi  un  numero  j3,- 
per  modo  che  si  abbia  : 

(2)  p.+  p,  +  ...+  p,=.l. 
Ed  allora,  se  poniamo 

(3)  a;  =  (3,  tti  -f  (3,  aj  + . . . .  -f- 13,  a, , 

è  facile  vedere  intanto  che  questo  numero  x  soddisfa  a  tutte  le 
congruenze  (1).  Per  la  simmetria  delle  formole,  basterà  provare 
che  soddisfa  alla  prima.  Ora  i  numeri  f3j ,  j3s . . .  (3,  sono  rispettiva- 
mente divisibili  per  B,,  B.i...B^  e  per  ciò  tutti  per  -4,,  onde  la 
(3),  rispetto  al  modulo  A^ ,  si  riduce  a 

a;  ^  pitti  (mod  ^,), 

e  la  (2)  dimostra  che 

13i  =  1  (mod  Ai\ 

onde  resta  appunto 

X  ^  tti  (mod  Ai)^  e.  d.  d. 

La  seconda  parte  della  proposizione  si  prova  osservando  che 
se  un  secondo  numero  x'  soddisfa  alle  medesime  congruenze  (1), 
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la  differenza  x  —  x'  e  divisibile  pei  singoli  moduli  -4,,  J.,,...^,, 
primi  fra  loro  due  a  due,  e  per  ciò  anche  pel  loro  prodotto  A. 
Un'immediata  conseguenza  della  formola  (3)  si  ottiene  osservando 
ch.e  se  ad  a^  facciamo  percorrere  un  sistema  completo  di  NA^ 
numeri  incongrui  (mod  ^J,  ad  a,  un  sistema  completo  di  NA^ 
numeri  incongrui  (mod  -4,),  e  cosi  via,  il  numero  x  percorrerà  un 
sistema  completo  di  numeri  incongrui  (mod  A),  e  siccome  questi 
sono  in  numero  di 

na  =  n{a,a,...a:), 

se  ne  deduce  la  formola 

N{A,A,...  A^)  =  ^'A, .  XA, . . .  .Y^, . 

Questo  è,  per  ideali  primi  fra  loro  due  a  due,  il  teorema  della 
norma  del  prodotto,  di  cui  già  abbiamo  incontrato  varii  casi  par- 
ticolari e  che  al  paragrafo  seguente  sarà  dimostrato  affatto  in 
generale. 

La  proposizione  A)  può  subito  applicarsi  a  stabilire  quest'altro 
teorema  : 

B)  Se  un  ideale  A  è  divisibile  per  un  ideale  B,  si  può  sempre 
scegliere  in  B  un  numero  r\  tale  che  il  massimo  comun  divisore  di 
A  e  dell'ideale  principale  (t])  coincida  con  B,  ossia  in  modo  che  i 
due  quozienti 

B  '     B 
siano  primi  fra  loro{*). 

Risolviamo  B  in  fattori  (ideali)  primi,  sia 

B  =  P:^  i^» . . . .  p:r , 

e  l'ideale  A,  essendo  divisibile  per  B,  conterrà  ciascun  fattore 
Pi  almeno  alla  medesima  potenza  P^*  ?  mentre  potrà  contenere 
altri  fattori  primi  diversi,  ^iano 


(•)  Si  osservi  che  per  quei  corpi  nei  quali  tutti  gli  ideali  sono  prin- 
cipali il  teorèma  è  d' immediata  evidenza,  bastando  scegliere  per  Tj  il 
numero  generatore  di  B. 
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Siccome  Pi*  è  più  ampio  in  contenuto  di  numeri  che  non 
Pi*^^  (§  61),  possiamo  scegliere  un  numero  a,  che  sia  contenuto  in 
Pr*  ma  non  in  P;*»^',  onde  avremo 

a.  =  0  ( mod  P^O ,  a,^0  (mod  P».-  +  ' ). 

Ed  allora,  applicando  la  proposizione  A)^  determiniamo  un 
numero  t)  che  soddisfi  alle  r-\-s  congruenze  simultanee 

i  11  =  a,  (mod  Pr>+'),  ri  =  a,  (mod  PJ»+'),...t]  =  a,  (mod  P;«-+') 
(  1]  ^  1  (mod  Qi),  1]  ^  1  (mod  Q,) , . . .  ii  ^  1  (mod  Q,) , 

il  che  è  possibile  perchè  gli  7'-|-^  moduli  sono  primi  fra  loro  due 
a  due.  Allora  questo  numero  t],  come  il  suo  congruo  a.  (mod  Pj"*^'), 
è  divisibile  per  P"«'  ma  non  per  P," '"'"',  ed  essendo  ^1  (mod  Qj) 
non  è  divisibile  per  Qj.  Questo  numero  r\  è  dunque  divisibile  per  P, 
ma  non  contenendo  alcun  fattore  P,  a  potenza  superiore  di  quella 
che  fio-ura  in  B,  e  nessuno  dei  residui  fattori  Q,  dell'ideale  A,  il 
massimo  comun  divisore  di  ^  e  di  (t))  è  appunto  P,  come  si  voleva. 

Servendoci  dei  risultati  sopra  ottenuti,  si  può  ritornare  sul 
teorema  fondamentale  al  §  63  (pag.  274)  che  assicura  l' esistenza 
di  ideali  moltiplicatori  e  completarlo  col  teorema  seguente: 

C)  Un  qualunque  ideale  B  si  può  convertire  in  ideale  principale 
moltiplicandolo  per  un  ideale  M  (moltiplicatore)  che  sia  primo  con 
un  ideale  prefissato  C. 

Pongasi  infatti  nel  teorema  precedente 

A  =  BC, 

e  si  determini  in  B  un  numero  rj  tale  che  i  due  ideali 

P"- ^'       ~B 


siano  primi  fra  loro.  Il  secondo  ideale 

B 

è  primo  con  (7  ed  è  un  moltiplicatore  di  B  perchè  Pi/=  (ii). 
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Ma  un'altra  conseguenza  impoi-taute  si  trae  dal  teorema  B) 
ove  si  prenda  per  A  un  qualunque  ideale  principale  (a)  divisi- 
bile per  B  (u  contenuto  in  B).  Ne  segue  l'esistenza  di  un  altro 
numero  y\  in  B  tale  che  B  sia  il  massimo  comun  divisore  di  a 
e  di  r\.  Troviamo  cosi  il  notevole  teorema  : 

D)  Qualunque  ideale  B  può  considerare  come  il  massimo  comun 
divisore  di  due  convenienti  suoi  numeri  a,  P,  dei  quali  uno  può  es- 
sere preso  ad  arhitrio. 

Cosi  adunque  mentre,  nella  prima  definizione  di  ideale  al  §  57, 
abbiamo  preso,  a  generare  l' ideale,  un  numero  qualunque  di 
numeri  a,, a,,... a,,  in  realtà  bastano  a  generare  l'ideale  al  mas- 
simo due  numeri,  uno  solo  poi  quando  l'ideale  è  principale. 

In  sostanza  mentre  nell'aritmetica  razionale,  ed  in  ogni  altro 
corpo  algebrico  ove  esistano  solo  ideali  principali,  se  a, ,0,,...  a, 
sono  q  interi  fissi  arbitrarli  del  corpo,  tutti  i  numeri  della  forma 

^i  «1  +  ^t  «t  -f  • .  •  •  +  ^,  «, , 

(dove  X, ,  ?L,,..,?.,  percorrono  gli  interi  di  ^(6))  costituenti  l'ideale 
(a,,  a,,... a,),  si  riducono  alla  forma  monomia 

con  a  fisso  e  \  variabile,  per  il  corpo  algebrico  più  generale  si 
possono  ridurre  alla  forma  binomia 

k  a,  +  X,  a, 

con  a,,  a,  interi  fissi,  aventi  per  massimo  comun  divisore  l'ideale 
considerato, 

§  72. 
n  teorema  della  norma  del  prodotto. 

I  risultati  sopra  ottenuti  possono  anche  applicarsi  a  dimo- 
strare in  tutta  la  sua  generalità  V  importante  teorema  : 

I)  La  norma  di  un  prodotto  di  quanti  si  vogliano  ideali  è  uguale 
al  prodotto  delle  norme  dei  fattori. 
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Basterà  evidentemente   dimostrarlo   pel    prodotto  BC  ài  due 
ideali  qualunque,  collo  stabilire  la  formola 

(1)  N{BC)  —  NB.NC. 

Posto  NBr=zh,  NC=c,  prendiamo  un  sistema  completo  di  b 
numeri  incongrui  (mod  B)  e  siano 

Pi,    |3,,...p6, 

ed  un  altro  sistema  completo  di  e  numeri  incongrui  (mod  C) 

Yi,Y2,---Y.- 

Secondo  il  teorema  C)  del  §  71,  prendiamo  un  ideale  M  mol- 
tiplicatore di  B  che  sia  primo  con  C,  e  sia 

BMz=^{y\), 
dove  T)  sarà  un  numero  di  j5,  cioè  ii^O  (mod  ^). 
Prendiamo  allora  a  considerare  i  he  numeri 


(2)  rìY.-f|3 


i  =  1 ,  2 , ...  e 
A-=:l,2,...6 


e  dimostriamo  che  formano  un  sistema  completo  di  resti  rispetto 
al  modulo  prodotto  BC,  di  modo  che  il  loro  numero  sarà  anche 
dato  da  N{BC)  e  ne  seguirà  la  (1). 

Per   provare   la   nostra   asserzione  dobbiamo  dimostrare  suc- 
cessivamente : 

1.°  due  qualunque  dei  he  numeri  (2)  sono  incongrui  fra  loro 
(mod  BC). 

2.<>  un  qualunque  numero  intero  co  di  ^(6)  è  congruo  (mod^C) 
con  uno  dei  he  numeri  (2). 

Quanto  al  primo  punto,  suppongasi 

(3)  TI Y,  +  (3,  =  TìY,  4-  %  (mod  BC) , 

e  riducendo   rispetto    al   modulo  B^  siccome  ri^O  (mod  J5),  ne 

verrà 

l3,=  Pr(mod5), 


H  teorema  della  norma  del  -prodotto  "il  ì 

indi  necessariamente  ^•  =  /,  (3t  =  |3j.  Ma  allora  la  (3)  resta 

Tì(Yi— Yi)  =  0  {moàBC) 

e  dice  che  il  prodotto  dell'ideale  principale  {v^  =  BM  per  l'altro 
ideale  priijcipale  (y, —  Yj)  ®  divisibile  per  BC,  onde  segue  che  il 
prodotto  di  M  per  (y,- — Y>)  è  divisibile  per  C.  Ora,  essendo  M 
primo  con  C,  ne  segue  che  C  divide  l'ideale  principale  (Yì — Yì)? 
ossia  ■\'i^yj{m.oà  C),  e  conseguentemente  i=j ,  Y.-^^Yi-  Cosi  è  di- 
mostrato il  primo  punto. 

Per  provare  anche  il  secondo,  si  cominci  dal  considerare  che 
un  qualunque  intero  co  di  ^"(0)  sarà  congruo  (mod  B)  con  uno 
dei  numeri  p,  poniamo  con  (3*,  e  facciamo 

(4)  0)-(3,=:P,     CO=:(3  +  i3,, 

dove  sarà  P^O  (mod  B).  Siccome  iHf  è  primo  con  C,  esisterà  un 
numero  ]x  in  M  ed  un  numero  y  in  C,  tali  che  sia 

e  allora  possiamo  anche  scrivere 

(6)  P:::z(3^^-|-pY. 

Ora  (3  è  in  ^  e  ji  in  1/,  onde  Pjj.  è  in  BM={r\),  vale  a  dire 
Pjì  è  divisibile  per  t^,  poniamo 

P  H  m  T]  V    (v  intero), 

e  la  (5)  diventerà 

(6)  P  =  r]v  +  (3Y. 

D' altra  parte  (3  è  in  5 ,  e  y  in  C,  onde  (3  y  è  in  B  C,  cioè 
Py^O  (mod  BC),  e  perciò  dalla  (6) 

(7)  ^  =  y]w     (mod  5C). 

Il  numero  v,  rispetto  al  modulo  C,  sarà  congruo  con  uno  dei 
numeri  Yi)Yì>---Yc>  sia 

v^  Y<  (mod  C), 
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per  cui,  essendo  la  dififerenza  v — y,  divisibile  per  C,  e  il  numero  x\ 
divisibile  per  5,  il  prodotto  t]  (v — y^)  sarà  divisibile  per  J5(7,  ossia 

Tiv^Tiyj    (mod  jBC), 

cioè  per  la  (7) 

|3  =  Tiy,    (mod  BC), 

e  sostituendo  nella  (4)  avremo 

«  =  ^  Y.-  +  Pfc  (mod  B  C\ 

che  è  quanto  volevasi  provare. 

Alla  dimostrazione  generale  di  questo  teorema  della  norma 
del  prodotto  colleglliamo  anche  l'osservazione  seguente  che  ri- 
guarda il  problema  fondamentale  della  ricerca  degli  ideali  primi 
nel  corpo  K{&)  mediante  la  decomposizione  di  ogni  numero  primo 
razionale  p  nei  suoi  fattori  (ideali)  primi  (§  66).  Se  chiamiamo  r 
il  numero  degli  ideali  primi  diversi  Pi,  P^,.  ..P^,  in  cui  p  si  de- 
compone, avremo 

(8)  P   =   P[^    Pl^...Plr- 

e  indicando  con  /"i,  fi^.-fr  i  rispettivi  gradi  di  questi  ideali  primi 
(§  67),  sicché 

NP,=p^i,  NP,=p^*....NP,=p^r^ 

basta    prendere  la  norma  dalle  due   parti    della  (8)  ed  applicare 
il  teorema  della  norma  del  prodotto,  coli' avvertenza  che 

N{p)  =:  Np  =jp", 

per  dedurne 

(9)  n  =  Ci/; -}-ej/; -]-... -fé,/;. 

In  ogni  caso  dunque-  r^n;  e  se  r=rn,  tutti  i  fattori  primi 
ideali  di  p  saranno  di  1.®  grado. 

A  questo  punto  diciamo  subito  che  un  importante  teorema 
di  Dedekind,  di  cui  ci  occuperemo  più  oltre  (§  99)  assicura  che, 
nella  decomposizione  (8)  di  un  numero  primo  p,  tutti  gli  espo- 
nenti €{  sono  eguali  all'unità,  eccezione  fatta  per  i  fattori  pi'imi  p 
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del  numero  fondamentale  D  del  corpo,  che  si  dicono  numeri  primi 
critici.  In  realtà  dunque  la  (9),  salvo  che  per  questi  numeri  cri- 
tici, si  riduce  semplicemente  alla  formola: 

«==/•.  +  /•,+..••+/:• 

§  78. 
La  funzione  aritmetica  ^{A)  per  un  ideale. 

Le  considerazioni  svolte  al  principio  del  paragrafo  precedente 
possono  anche  applicarsi  a  risolvere  la  questione  seguente  : 

Dato  un  ideale  qualunque  A,  quanti  sono  fra  gli  NA  numeri  di 
un  sistema  completo  di  resti  (jnod  A)  quelli  che  sono  primi  con  ^?(*) 

Questo  numero,  che  si  indica  con  0(-4),  è  manifestamente  la 
generalizzazione  della  funzione  numerica  qp(m)  nell'aritmetica 
razionale,  e  già  al  §  18  abbiamo  usato  il  simbolo  stesso  nel  caso 
particolare  del  corpo  K{i). 

Riferendoci  ai  risultati  del  paragrafo  precedente,  ricordiamo 
che  i  ì)C  numeri  (2)  danno  un  sistema  completo  di  numeri  incon- 
grui (mod  B  C),  e  per  risolvere  la  questione  proposta  risolviamo 
prima  la  seguente: 

Quanti  sono  fra  gli  N{BC)  numeri 

^'^  ^^'+^1^=1,2, ...6 

quelli  non  divisibili  per  B? 

Siccome  i^  ^  0  (mod  B)^  i  numeri  (2)  divisibili  per  B  sono 
tutti  e  soli  quelli  in  cui 

fìt  =  0  (mod  B), 


{*)  Si  noti    che,  per  quanto  si  è  visto  al  $  70,  due  numeri    congrui 
(mod  A)  sono  sempre  insieme  primi  con  A,  ovvero  non  primi. 
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e  sono  quindi    in  numero  di  c  =  NC.  Togliendoli  dalla  serie  (2) 
ne  restano  precisamente 

N{BC)  —  NC=:NC  (NB  —  l),     ' 

che  sono  quelli  domandati  (non  divisibili  per  B). 

Con  questo  risultato  si  determina  subito  la  funzione  0(P'') 
per  una  qualunque  potenza  di  un  ideale  primo  P,  poiché  basta 
degli  NP''  numeri  di  un  sistema  completo  (mod  P')  prendere 
quelli  non  divisibili  per  P  (primi  con  P),  e  ponendo 

B=:P,     C=zP'\ 

troviamo  dunque 

^{P')  =  N{R-')    (NP—1), 
ossia 
(a)  <D(P')=:(iVPr  iNP-i)=ziNPr(l--^y 

Ed  ora,  per  trovare  la  ^{A)  nel  caso  di  u)i  ideale  A  comunque 
composto,  deduciamo  prima,  dai  risultati  del  §  71,  la  seguente 
proprietà  della  funzione  (I>(Cf.  §  18  per  K{i)): 

Se  Af,  Af,...Ar  sono  r  ideali  primi  fra  loro  due  a  due,  si  ha 

^  {A,  A,...  a;)  =^  ^  {A,)  .^  {A,)  ...^  {A;). 

Riprendendo  infatti  le  considerazioni  al  §  71  per  dedurre 

N{A,  A„..A,)  =  NA, .  NA, . . . NA,, 

"basta  ora  aggiungere  che  nella  formola  (3)  §  71  riuscirà  x  primo 
con  A  allora  ed  allora  soltanto  che  sia  a^  primo  con  -4j,  a,  primo 
con  Ai,..a^  primo  con  A^.  Difatti  se  x  è  primo  con  A,  è  anche 
primo  singolarmente  con  Ai,  At,..A^  e  quindi  per  le  (1)  ibid.  è 
a,-  primo  con  Ai.  Inversamente,  se  a,-  è  primo  con  Af  {i=l,  2,...r), 
il  numero  x  risulta  primo  con  A,  che  in  caso  contrario  vi  sarebbe 
almeno  un  ideale  primo  che  entrerebbe  ad  un  tèmpo  in  a;  e  in  A, 
indi  in  uno  dei  fattori  Ai  di  A,  e  per  ciò  anche  in  a,. 


La  funzione  aritmetica  ^{A)  per  un  ideale  31j> 

Colle  due  formole  (a)  e  (6),  si  trova  subito  l'espressione  di 
O  (A)  per  un  qualunque  ideale  A  decomposto  in  fattori  primi 
diversi  Pi ,  P, . . . .  P^ ,  sia 

^  =  Pti  i^*....P;r. 

Per  la  (6)  abbiamo 

^{A)  =  o(p:i).<i»(p:o....o(pv), 

ed  applicando  la  (a)  risulta 

(I)         $(4)  =  am(i-^)  (l_J^)...(l_Jp,), 

che  è  la  formola  richiesta. 

Colla  stessa  funzione  numerica  $  si  risolve  il  problema  più 
generale:  In  tcn  sistema  completo  di  resti  (mod  A] 

a, ,  a, ,  a, . . .  a^     (a  =  à^A) 

quanti  ve   ne  sono   che   hanno  con  A  un  massimo  comun   divisore 
prefissato  B  fra  i  divisori  di  Af 

Ponia,mo  nuovamente  Az=BC,  NB  =h,  XC=z e,  indi  a  =  bc. 
Si  potrà  scrivere  il  sistema  completo  di  resti  (mod  A)  sotto  la 
solita  forma  (2)  precedente 


(  i  =  l,2,...c 


dove  T]  è  un  numero  di  B  tale?  che  -^  =  C  e  -^  sono  primi  fra 

-D  B 

loro.  I  numeri  di  questo  sistema  completo,  che  hanno  con  A  per 
massimo  comun  divisore  B,  debbono  intanto  essere  divisibili 
per  B^  e  questi  sono  quelli  soltanto  in  cui  pi^O  (mod  B),  onde 
possiamo  fare  senz'altro  (3t  =  0.  Rimane  allora  a  cercare  quanti 
fra  i  e  numeri 

hanno  con  A  il  massimo  comun  divisore  B.  Ma  B  divide  ri,  onde 
resta  a  vedere  quanti  degli  ideali 

'-|(Y,),<-^'(v.),...^>(r') 
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A        ^     .    ,  ,      A       .  (ti) 

sono  primi  con  —^  =  C,  cioè,  essendo  -^  primo  con  -^  ,  quanti 
xJ  Jo  ri 

dei  numeri 

Ym  Y»,.--Yo, 

formanti  un  sistema  completo  (mod  C),  sono  primi  con  C,  e  questi 
sono    in  numero  di    ^{C)^^^\-^\.  Concludiamo  dunque: 

Se  B  è  un  qualunque  divisore  dell'ideale  A,  in  un  sistema  com- 
pleto di  resti  (mod  A)  ve  ne  sono  <I>  [-jr\  che  hanno  con  A  il  mas- 
simo comun  divisore  B. 

Naturalmente,  se  facciamo  i?  =  (l),  ritroviamo  0(-4),  e  perchè 
la  formola  non  cada  in  difetto  nemmeno  per  B=zA  conveniamo 
di  porre  O  (1)  =  1. 

Di  qui  si  trae  una  notevole  proprietà  funzionale  della  fun- 
zione ^  (generalizzazione  di  una  notissima  proprietà  della  qp  {m) 
in  aritmetica  razionale)  pensando  ripartiti  gli  NA  numeri  di  un 
sistema  completo  di  resti  (mod  A)  in  tanti  gruppi  ponendo  nel 
medesimo  gruppo  quelli  che  hanno  con  A  lo  stesso  massimo  comun 
divisore  B]  ne  risulta  la  formola  ^ 

dove  B  percorra  tutti  i  divisori  di  A^  compreso  A   stesso  e  l'i- 

A 
deale  unità.  E  siccome  -^  =  D  percorre  nuovamente  tutti  i  di- 
visori di  Z>,  si  può  anche  scrivere 

(ri)  S  o  (i>)  =  NA . 

D 

Questa  formola  si  può  anche  verificare  colla  espressione  ef- 
fettiva (I)  della  funzione  O. 
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§  74. 
Generalizzazione  del  teorema  di  Fermat.  Resti  di  potenze. 

Premettiamo  l'osservazione  (Cf.  §  17  pel  corpo  K{i)]:  Se  nel 
binomio 

dove  a,  ^  sono  due  interi  fissi  in  -K'(0),  dei  quali  il  primo  a  sia  pinmo 
coir  ideale  A,  si  fa  percorrere  alia  variabile  x  un  sistema  completo 
di  NA  numeri  incongrui  (mod  A),  anche  aac-j-P  percorre  un  taU 
sistema. 

E  infatti  da 

ax-\-^^  ax  -\-  p  (mod  A) 

segue 

a  (a;  —  x')^0  (mod  A). 

cioè  il  prodotto  dei  due  ideali  principali  (a),  {x — x')  e  divisibile 
per  A;  ma  siccome  (a)  è  primo  con  A,  sarà  divisibile  per  A  il 
secondo,  cioè  x^xf  (mod  A). 

In  particolare  il  binomio  ax  -\-  p  una  ed  una  sola  volta  riu- 
scirà ^  0  (mod  A\  e  si  ha  il  risultato  : 

Nel  corpo  algebrico  K{%)  la  congruenza  lineare 

■  (1)  aa?-[-p  =  0  (mod  A), 

quando  a  è  primo  coli'  ideale  A,  ha  una  ed  una  sola  radice  (*). 


(*j  introdotta  una  base  [(i), ,  o),, . . .  (i),  ]  di  K{%),  il  problema  di  risol- 
vere la  congruenza  lineare  (1)  si  riduce  in  sostanza  ad  un  problema  d'a- 
nalisi indeterminata  di  l.o  grado  nell'aritmetica  razionale  (^  2).  Posto 

a  =  ^  «,  0).  .  p  =  _^  i>,  (1),  ,  -r  =  ^  -Ti  t»).  • 

si  ha 

a  X  -}-  p  =  ^  fl,  w,  .  2  J^r  w,  4-  2  ^  w, 

•  r  / 

e  introducendo  le  costanti  di  composizione  della  base  (Cf,  $  37i  >i  !ia 
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Supponendo  ora  (3  =  0,  nel  binomio  ux  facciamo  percorrere 
alla  X  non  tutti  gli  NA  valori  di  un  sistema  completo  di  resti 
(mod  A),  ma  soltanto  i  v  =  0(4)  valori  primi  con  A,  indichia- 
moli con 

Si  ottengono  cosi  i  nuovi  v=z^{A)  numeri 
api,  (X Q, , . . .  a 9, , 

i  quali  saranno  tutti  incongrui  e  inoltre  primi  con  A  (come  i 
fattori),  e  per  ciò  congrui,  in  altro  ordine,  coi  precedenti.  Ese- 
guendo il  prodotto  e  ponendo  q  =  QiQj.  .  .q^,  risulta 

Qu'^Q  (mod  A), 

e  quindi,  essendo  q  primo  col  modulo, 

.     a*  =  1    (mod  A), 


a  X  4-  ^  =r  2  ^i  ^r  .  CiJ  (tìj  -h  ^  &i  (1),  := 

i,r  l 

=  2  S  2  '^'tr    «i  «r  -4-  6i    I    (Oj   =   2    S    2    Y'r  -Cr  +  h 

l       {     ir  J  «        '        r 

avendo  posto  come  al  ^  37 

Se  questo  numero  deve  appartenere  al  modulo  A,  supposto  J.=: [a,., aj,.. a,], 
deve  scriversi   =  2  tji  a,-  ,  ed  esprimendo  la  base  di  A  per  [Wi  ,  w^  , . .  a)„  j 

colle  forraole  a.  =  ^  ^"  ^'  '  l'isulta  quindi 

i 

2   (2  ti-  «r  +  ^   )  Wz   =  2  ««  V'  ^l    ' 

e  di  qui  per  le  2n  incognite  intere  «,  ,  r/,   il  sistema  delle  n  equazioni 
2T"*r  +  ^  =2««  y<  (i  =  l,2,...n), 

r  * 

al  quale  sono  da  applicarsi  1  procedimenti  del  $  2,  coli'  osservare  che  il 
determinante  ly^rl  per  le  x  è  precisamente  Nx  (§  37)  e  quello  |a.j|  delle 
y  è  NA. 
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Otteniamo  cosi  il  teorema  generalizzato  di  Fermat-Eulero  : 
Se  il  numero  a  è  primo  coli' ideale  A,  sussiste   sempre  la  con- 
gruenza 
(I)  a*(^>  =  l    (mod  A). 

In   particolare  se  ^  è  un   ideale   primo  P,  ed    a   un  numero 
non  divisibile  per  P,  siccome  ^{P)=^NP — 1,  la  (I)  diventa 

a'''^-'=l     (mod  P), 

che,  scritta  sotto  la  forma 

a-^'P=  a     (mod  P), 

vale  anche  per  a  divisibile   per  P.  Se   poi   con  p  indichiamo  il 
numero    primo   razionale   coordinato  a  P,  e  con  f  il  grado  del- 
l'ideale P  (§  67),  talché  XP  =  p^,  ìe   formole   precedenti    pren- 
dono l'aspetto: 
(a)  a*^-'  =  1     (mod  P), 

in  generale 

(a')  a'^'=a     (mod  P). 

Dopo  questi  risultati,  non  vi  è  difficoltà  alcuna  a  generaliz- 
zare gli  altri  teoremi  ben  noti  dell'aritmetica  razionale  che  si 
riferiscono  ai  resti  di  potenze  e  che  noi  abbiamo  già  avuto  oc- 
casione di  dedurre,  coi  convenienti  sviluppi,  nel  caso  particolare 
del  corpo  K{i)  di  Gauss  (al  §  19  s.s.).  Qui  basterà  un'indicazione 
sommaria  dei  risultati. 

Se  a  è  un  numero  primo  coli' ideale  A,  nella  serie  illimitata 
di  potenze  di  a 

a"  =r  1 ,  a ,  a*,  a' 

ve  ne  è  una  prima  che  riesce  ^  1  (mod  A).  Se  chiamiamo  8  il 
minimo  esponente  positivo  pel  quale 

a^=  1  (mod  A\ 
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diremo  ò  l'esponente  cui  appartiene  u  (mod  A).  Le  potenze  con 
esponente  negativo  — w  si  introducono  al  solito  come  potenze 
positive  del  numero  socio  u,  tale  che 

art,  ^  1  (mod  A)^ 

e  allora,  per  convenzione,  a,=  a"',  u~™=a™.  Per  la  congruenza 
{mod  A)  di  due  potenze  di  a  occorre  e  basta  che  gli  esponenti  siano 
congrui  (mod  8);  ne  segue:  6  è  in  ogni  caso  un  divisore  di  ^{A). 

Valgono  pure  i  teoremi  a)  |3)  y)  8)  del  §  19  (pag.  79)  pel  corpo  K{i)^ 
■colle  medesime  dimostrazioni. 

Se  esistono  dei  numeri  a  appartenenti  al  massimo  esponente 
possibile  O(^)  (esponente  di  Fermat),  quei  numeri  si  diranno 
radici  primitive  del  modulo  A.  Si  dimostrerà  ora  che  per  moduli 
primi  P  esistono  in  effetto  radici  primitive;  ma  qui,  nel  caso 
generale  dei  corpi  algebrici,  non  si  conoscono  ulteriori  risultati 
per  l'esistenza  di  radici  primitive  nel  caso  di  moduli  composti. 

§  75. 
Congruenze  rispetto  a  ideali  primi.  Tabelle  (Vindici. 

Se  il  modulo  è  un  ideale  primo  P,  valgono  per  congruenze 
<5on  un'incognita,  di  qualunque  grado,  i  teoremi  stessi  dell'arit- 
metica razionale,  o  i  generalizzati  del  corpo  K{i)  al  §  17,  come 
qui  rapidamente  indichiamo. 

Sia  f{x)=zaoX"'-\-a^x"*~'^-\-...-\-a„_-^x-{-a„  un  polinomio  di 
grado  m  con  coefficienti  Uo,  a.i,...a„  interi  fissi  in  ^(6)  e  consi- 
deriamo, rispetto  ad  un  ideale  primo  P,  la  congruenza 

(1)  aoa;"'-^- «i^'"~'+---  +  «m-i«-{- ««=0  {moà  P). 

Supporremo  sempre  che  il  primo  coefficiente  ao  non  sia  divi- 
sibile per  P  (primo  con  P),  che  altrimenti,  se  fosse  ao  ^  0  (mod  P), 
la  congruenza  (1)  abbasserebbe  in  effetto  di  grado  ;  e  volendo 
(col  moltiplicare  la  (1)  pel  numero  socio  di  ao)  si  potrà  anche 
fare  ao  =  1.  Radice  della  congruenza  (1)  chiameremo  ogni  numero  |3 
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di  ^(6)  che  (eventtial mente)  la  soddisfi,  e  allora  tutti  i  numeri 
X  ^  ^  (mod  P)  saranno  radici,  che  per  altro  (mod  P)  saranno  ri- 
guardati come  un'unica  radice.  La  questione  è  di  riconoscere 
se  la  (1)  possiede  radici  e  quante  incongrue.  Abbiamo  il  teorema  : 

La  congruenza  (1)  di  grado  m  rispetto  al  modulo  primo  P  non 
può  avere  più  di  m  radici  {incongrue). 

Il  teorema  è  vero  per  le  congruenze  lineari,  come  si  è  visto, 
e  basta  quindi  provare  che,  supposto  vero  pel  grado  m  —  1,  sus- 
siste anche  pel  grado  m.  Per  questo  si  consideri  che  se  p  è  una 
radice  della  (1),  l'ordinaria  divisione  di  f{x)  per  x — ^  dà  (Cf.  §  17) 

f{x)  =  {x-^)    n{x)-\-f{^) 

con  /"i  (a?)  polinomio  di  grado  m —  1.  Ma,  essendo  /*(P)^0  (mod  P), 
resta  identicamente 

f{x)  =  {x—^)  f,{x)    (mod  P), 

e  se  a  è  un'  altra  radice  della  (1)  risulta 

(a— P)  f,{a)  =  0  (mod  P)  ; 

ma  poiché  a — P^^O  (modP),  cioè  non  divisibile  per  P,  ne  viene 

/;(a)  =  0  (modP). 

Dunque  ogni  ulteriore  radice  della  (1)  (diversa  da  P)  è  anche 
radice  della  congruenza 

f,  {x)  =  0  (mod  P), 

che  essendo  di  grado  m  —  1  non  avrà  per  ipotesi  più  di  m  —  1 
radici.  E  ne  segue  appunto  che  la  (1)  non  può  averne  più  di  m. 
Se  supponiamo  poi  che  la  (1)  abbia  effettivamente  m  radici, 
e  che  il  polinomio  f{x}  si  scinda  nel  prodotto  di  due  polinomii 
(p  (x),  11)  [x)  (con  coefficienti  interi  in  ^"(0)  ) 

f{x)z=(p(x).'\\^iX), 

come  al  §  17  (pag.  74)  si  vede  che:  ciascuna  delle  due  conginienze 
cp(ic)^0,  al)(a;)^0,  {mod  P)  avrà  alla  sua  volta  tante  radici  quante 
unità  nel  grado. 
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Dopo  ciò,  consideriamo  i  ^{P)  =  NP — 1  numeri  di  un  sistema 
completo  di  resti  (mod  P),  non  divisibili  per  P.  Ciascuno  di  essi 
appartiene  ad  un  esponente  8  divisore  di  O  (P),  e  fra  tutti  questi 
esponenti  il  massimo  d  è  multiplo  di  tutti  gli  altri  (§  198)).  Se  a? 
è  uno  qualunque  di  quei  $  (P)  numeri,  siccome  l'esponente  8  a  cui 
appartiene  divide  d,  si  avrà  certamente 

a;"— 1  =  0    (mod  P). 

Questa  congruenza  è  dunque  soddisfatta  da  tutti  i  O  (P)  nu- 
meri e  pel  teorema  dimostrato  è  quindi  d^^{P).  D'altra  parte 
d  è  un  divisore  di  O  (P),  e  per  ciò  d  =  ^{P).  Esistono  dunque  dei 
numeri  g  che  appartengorio  (mod  P)  all'esponente  di  Format 
O  (P),  e  questi  danno  appunto  le  radici  primitive  cercate.  Quanto 
al  numero  delle  radici  primitive  diverse,  esso  è  dato  (cf.  §  19)  da 

(p(0(P))=:q)(.VP-l), 

dove  qp  è  la  funzione  numerica  di  Gauss  dell'aritmetica  razionale. 
Un'  altra  dimostrazione  dell'  esistenza  delle  radici  primitive 
(mod  P)  si  può  fondare,  come  la  prima  data  da  Gauss  per  l'ari- 
tmetica ordinaria,  sull'equazione  funzionale  (II)  §  73  a  cui  sod- 
disfa la  $. 

§  76. 
Costruzione  di  tabelle  d'indici. 

Trovata  (per  tentativi)  una  radice  primitiva  g  (mod  P),  si  può 
costruire  con  questa  base  g  una  tabella  d' indici,  precisamente 
come  nei  corpi  K{1)  e  K{i)  (cf.  §  20)  e  l'uso  di  queste  tabelle 
sarà  il  medesimo;  in  particolare  per  la  risoluzione  di  congruenze 
lineari  o  di  congruenze  binomie,  ove  si  tenga  sempre  presente 
cbe  la  congruenza  per  due  numeri 

a=p    (mod  P) 

equivale  per  gli  indici  all'  altra 

ind  a  =  ind  p  (mod<I>(P)). 
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Alcune  avvertenze    per  altro  sono  ancora   necessarie  rispetto 
alla  disposizione  di  queste  tabelle,  a  seconda  del  grado  /"dell'ideale 
**    primo  P.  Scelta  la  base  del  corpo 

nel  modo  più  semplice  con  co,  =  1,  si  darà  alla  base  dell'ideale 
primo  P  la  forma  ridotta  (§  70) 

/    e,,   0,   0...0 
(2)  ■      '-    '-^'-'^ 


^»t        ^mt  ■ 


dove,  detto  f  il  grado  dell'  ideale,  avremo 
(3)  e,  c,....c.=y. 

Ma  Ci  è  il  più  piccolo  intero  razionale  contenuto  in  P  ed  è 
quindi  =p  (§  67),  e  siccome  poi  ciascuno  degli  altri  numeri  e, 
divide  Ci  (§  59),  sarà  esso  stesso  =p,  ovvero  =1.  La  (3)  dimo- 
stra che  vi  saranno  precisamente  f  numeri  e,  nella  diagonale 
dello  schema  (2)  che  saranno  =^  (fra  i  quali  in  ogni  caso  cj  e 
i  rimanenti  =1.  D'altra  parte  i  $(P)  numeri  incongrui  (mod  P) 
si  hanno  dalla  (5)  §  70  (pag.  306) 

!hi=z0^1  ,...Ci —  1 
A.r=0,l,...C„— 1 

con  esclusione  della  combinazione  (0,  0,...0)  per  le  h.  Ma  quando 
c.=:l  la  corrispondente  hi  nella  (4)  assume  solo  il  valore  zero, 
talché  in  definitiva  la  (4)  rimane  solo  (mod  P)  con  f  termini,  che 
possiamo  manifestamente  supporre  (scambiando  gli  indici  delle 
co, ,  CO3 . . .  Q),),  siano  i  primi  /*. 
Cosi  potremo  scrivere 

(5)  ^—h,-\-h,(i)^-\-...-{-hy(x)y, 
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e  qui  ciascuno  degli  f  numeri  h  prenderà  i  valori 

0,  1,  2,...j3-l, 

escludendo  però  la  combinazione  (0,0,... 0). 

Per  un  ideale  P  di  grado  f  i  (^  (P)  numeri  incongrui  (mod  P) 
si  potranno  rappresentare  colle  coordinate  \  nella  formala  (5) 

^  =  {h,,h,,...h,\  /i,=  0,  1,2,...^?— 1, 

escluso  (0,  0,...0). 

Se  l'ideale  P  è  di  1."  grado  {NP:=:zp),  formano  già  un  sistema 
completo  di  resti  (mod  P)  ì  p  numeri  razionali 

0,l,2,.,.p-l, 

e  le  tabelle  stesse  costruite  pel  numero  primo  p  nel  campo  ra- 
zionale serviranno  (mod  P)  (cf.  §  20,  pel  corpo  K{i)).  Nell'altro 
caso  estremo  di  un  ideale  primo  P  di  grado  n 

NP  =  p", 

ove  dunque  l'ideale  principale  (j))  è  primo  =:P  (cioè  p  resta 
ancora  indecomponibile  come  ideale)  la  base  (5)  (mod  P)  consterà 
di  n  termini. 

Come  già  al  §  20  pel  corpo  K{i),  osserveremo  anche  qui  che 
la  moltiplicazione  di  un  numero  variabile 

p  ^  (a?, ,  a7j , . . .  Xj)     (mod  P) 

per  uno  qualunque  fìsso  (5)  equivale  ad  una  sostituzione  lineare 
(mod  p)  sulle  f  variabili  Xi,  Xi...Xf  nel  campo  razionale: 

*=/ 
(6)  x!  =  2  c,A.  a?,        (  ?"  =  1 ,  2 , . . ./)  (mod  p) 

e  variando  il  moltiplicatore  p  le  (6)  formano  un  gruppo  di  p^ —  1 
sostituzioni.  L'esistenza  di  radici  primitive  prova  che  il  gruppo 
(6)  è  un  gruppo  ciclico  ;  in  generale  il  periodo  di  una  sostitu- 
zione (6)  è  l'esponente  a  cui  appartiene  il  relativo  moltiplica- 
tore P  (mod  P). 


Costruzione  dì  tabelle  d'indici 


325 


Illustriamo   queste    teorie   generali    con  qualche  esempio  nu- 
merico fra  i  più  semplici 
a)  Corpi  quadratici. 

Prendiamo  il  corpo  immaginario  K(^  —  7),  dove,  essendo  — 7 
^  1  (mod  4),  una  base  del  corpo  è  data  da 

6»  =  6  — 2. 

Il  numero  primo  5  dà  qui  luogo  all'ideale  principale  (5),  che 
è  un  ideale  primo  di  secondo  grado,  perchè,  essendo  —  7  non 
residuo  di  5,  non  esistono  ideali  di  norma  :rz:5  (§  60).  Rispetto 
all'ideale  primo  (5),  un  sistema  completo  di  resti  è  dato  dai 
N{b)  =z  25  numeri 

i  «  =  0,1,2,3,4 
^       i  6=0,  1,  2,  3,4. 

Escludendo  lo  zero,  restano  0(5)  =  24  numeri,  e  per  costruire 
una  tabella  d'indici  basta  trovare  una  radice  primitiva.  Questa 
è  p.  e.  ^r  =  6.  Alla  moltiplicazione  di  un  numero  x-\-yQ  per  6 
corrisponde,  come   sostituzione    lineare  (6)  (mod  5),  la   seguente 

Sx'=       3y 
y'  =  x-{-y 


S)  )     ,  '  "     (mod  6). 


La  8)  ha  il  periodo  24  e,  disponendo   i    numeri   come  negli 
esempi  al  §  20,  si  ottiene  la  tabella  seguente 

(mod  5),  0(5)  =  24 

corpi 


(4) 

13 



19 

5 

14 

3 

10 

(3) 

9 

11 

16 

20 

(2) 

7 

8 

4 

23 

21 

(1) 

1 

22 

15 

2 

17 

(0) 

* 

0 

6 

18 

12 

1, 


2 


1    1  +  ^13 


(0)     (1)    (2)     (3)     (4) 
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La  stessa  tabella  rispetto  al  modulo  (5)  serve  insieme  pel 
corpo  quadratico  reale  K{^  l'd)  colla  base  [1,  0]  6  =  -  — ,  dove 
nuovamente  (5)  è  ideale  primo  di  secondo  grado  e  una  radice 
primitiva  è  ancora  ^  =  6,  perchè,  avendosi  qui  0*rr:6-|-3,  si  lia 

sempre 

e»  =  6  — 2     (mod  5), 

onde  la  sostituzione  lineare  binaria  S)  rimane  la  medesima. 

Se  prendiamo  il  corpo  quadratico  reale  K{'f~6~)  colla  base 
[l,  /  6  ]  il  numero  primo  7  dà  luogo  all'ideale  primo  di  2.°  grado 
(7)  ed  una  radice  primitiva  (mod  7)  è  gz=z2-\-^  6  .  Per  la  cor- 
rispondente tabella  d'indici  si  ha: 

mod  (7),  corpo  [l,  fW] 


(6) 

36 

10 

7 

11 
9 

5 

39 

25 

46 

(5) 

20 

37 

42 

30 

43 

(4) 

28 

17 

3 

2 

38 

45 

47 

(3) 

4 

23 

21 

14 

26 

27 

41 

(2) 

44 

19 

6 

16 

33 

18 

13 

(1) 

12 

22 

1 

29 

35 

31 

34 

(0) 

* 

0 

32 

40 

16 

8 

24 

g  =  2-^}fT 


(0)     (1)    (2)     (3)     (4)     (5)    (6) 

b)  Co7'pi  cubici.  Prendiamo  i  due  primi  esempi  §  40  (pag.  178) 

dei  corpi 

e'_e  +  lr=0,  D  =  —23 

e«_j_e-|-l=:0,    Z>=:— 31 

colla  base  [1,  6,  0*].  Si  osserva  facilmente  che  in  questi  corpi  non 
esistono  ideali  di  norma  =i:::2  e  nel  primo  nemmeno  di  norma  =3, 
onde  segue  che  in  ambedue  i  corpi  è  P=(2)  ideale  primo  di  3.° 
grado,  e  medesimamente  Q  =  (S)  nel  primo  di  questi  corpi. 
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Se  consideriamo  p.e.  P=(2),  sia  nell'uno  sia  nell'altro  corpo,  è 

A^2=:8,     $((2)):=  7 

e  ^  =  0  una  radice  primitiva  le  cui  potenze,  ridotte  alla  forma 
ternaria  a-j-6  6-|-c6' ^  (a,  6,  e)  (mod  2),  danno  il  seguente  ordi- 
namento degli  indici  ai  numeri 

Indice  0  12  3  4  6  6 

Numero    (1,0,0)    (0,1,0)    (0,0,1)    (1,1,0)    (0,1,1)    (1,1,1)    (1,0,1) 

Prendiamo  ora  l'ideale  primo  di  3.°  grado  Q=i(3)  nel  primo 

di  questi  corpi.  Si  vede  che  ^  =  2  0  è  radice  primitiva  (mod  Q), 

e  qui 

NQ  =  27,  0(Q)  =  26; 

per  la  corrispondente  tabella  d'indici  abbiamo  la  seguente 


I. 

N. 

0 
(1,0,0), 

12     3      4      5 

(0,2,0),  (0,0,1),  (2,2,0),  (0,1,1),  (2,2,2), 

6 

(1,2,1), 

I. 

N. 

7 
(2,1,1), 

8      9     10     11     12 
(2,0,2),  (1,2,0),  (0,2,1),  (2,2,1),  (2,0,1), 

13 

(2,0,0), 

I. 

N. 

14 
(0,1,0), 

15     16     17     18     19 

(0,0,2),  (1,1,0),  (0,2,2),  (1,1,1),  (2,1,2), 

20 

(1,2,2), 

I. 

N. 

21 
(1,0,1), 

22     23     24     25 

(2,1,0),  (0,1,2),  (1,1,2),  (1,0,2). 
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§  77. 
Kesidul  quadratici. 

Come  ai  §§  20,  21  pel  corpo  K{i),  la  teoria  degli  indici  rispetta 
ad  un  ideale  primo  P,  in  un  qualunque  corpo  algebrico,  può  ap- 
plicarsi all'esame  della  risolubilità  di  una  congruenza  binomia 

(1)  x"  =  D  (mod  P), 

dove  D  è  un  intero  del  corpo (*)  non  divisibile  per  P,  e  l'espo- 
nente m  (a  causa  del  teorema  di  Fermat)  può  supporsi  <C  O  (P)> 
Se  la  (1)  ammette  radici,  il  numero  D  si  dirà  residuo  w""  (mod  P). 
Prendendo  gli  indici,  la  (1)  è  perfettamente  equivalente  alla  con- 
gruenza d'aritmetica  razionale 

m  ind  X  ^  ind  D  (mod  <E>  (P)), 

per  cui  indicando  con  8  il  massimo  comun  divisore  dell'espo- 
nente w  e  di  ^(P),  sarà  risolubile  la  (1)  quando  sia 

(2)  ind  D  =  0    (mod  8)  ; 

e  se  questa  condizione  è  soddisfatta,  la  (1)  possiede  8  radici  in- 
congrue. La  condizione  (2),  che  appare  legata  alla  scelta  della 
radice  primitiva  g,  se  ne  rende  subito  indipendente  trasforman- 
dola nell'altra 

(3)  i>    8   =  1    (mod  P). 

Il  numero  dei  residui  m""  (mod  P)  è  dato  quindi  dal  numero 
delle  radici  della  congruenza  binomia 

*(P) 

(4)  X    ^   =1    (mod  P) , 


(*)  Nel  presente  paragrafo  D  indica  un  intero  qualunque  del  corpo, 
non  già  il  numero  fondamentale. 
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*(P) 
e  poiché  a; *^^^  —  1  è  divisibile  per  ac    *   — 1,  e  lax^^^^  1  (modP) 

Q>{P) 
ha  Q>{P)  radici,  risulta  dal  §  75  che  la  (4)  ha  — - —  radici,  cioè: 

OrP) 

il  numero  dei  residui   rn""  (mod  P)  è  — r — ,  essendo  6  il  massimo 

6 

comun  divisore  di  m  e  di  0(P}. 

Particolarmente  interessante  è  il  caso  t7z  =  2  dei  residui  qua- 
dratici, ove  converrà  distinguere  subito  il  caso  particolare  in  cui 
il  numero  primo  p  coordinato  all'ideale  primo  P  sia  p  =  2  dal 
generale  in  cui  p  è  dispari.  Nel  primo  caso,  siccome 

0(P)=;/— 1=2^— 1  (/"grado  di  P) 

è  dispari,  si  ha  ò  =  l  e  la  (2)  è  sempre  soddisfatta,  cioè: 

a)  Se  l'ideale  primo  P  Rivide  il  numero  2,  qualunque  numero 
è  suo  residuo  quadratico. 

Nel  caso  generale  di  p  dispari  0(P)  è  pari,  indi  8  =  2  e,  se- 
condo la  (3),  sarà  D  residuo  quadratico  (mod  P)  quando  sia 

D»     ^^=Z)    *    =1  (modP). 
Ma  siccome  in  ogni  caso 

2>*(P)_i^(2)*         -1)  (Z)'         -[-l)  =  0(modP), 
si  vede  che  quando  D  è  non  residuo  risulta 
D*        =  —  1  (modP), 

perchè  dei  due  fattori  D^       —  1 ,  D^        -\-  1  uno  solo  può  essere 
divisibile  per  P,  la  differenza  2  non  essendo  divisibile  per  P. 
Si  ottiene  cosi  il  criterio  d'Eulero  generalizzato  : 

b)  Se  l'ideale  primo  P  non  divide  2,  il  numero  D  è  suo  residuo 
quadratico,  ovvero  non  resìduo,  secondo  che 

— *  (P)  — *  (p-) 

D'     ^  ^=1,  0  D'^^^-KmodP). 
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Introduceado  anche  qui  (cf.  §  21)  il  simbolo  di  Dirichlet 


D 


(*) 


per  significare  l'unità  positiva  o  negativa,  secondo  che  D  è  re- 
siduo o  non   residuo  (mod  P),  il    criterio   d'Eulero    si    riassume 

nella  formola 

D 


(5) 


=  D''*^^^  (modP). 


Senza  ricorrere  alla  teoria  degli  indici,  questi  risultati  pos- 
sono confermarsi  elementarmente  come  segue  (Cf.  Dirichlet  Dede- 
kind  Zahlentheorie  §  34).  Prendiamo  un  sistema  completo 

(6)  t»!?  e2,-.-e$(F) 

di  0(P)  numeri  incongrui  (mod  P),  e  consideriamo  i  loro  quadrati 

(6*)  Q!,     Q\,.,.Q%(^py 

Se  l'ideale  primo  P  divide  2,  è  facile  vedere  che  i  numeri  (6*) 
sono  tutti  incongrui  fra  loro  e  rappresentano  quindi  tutti  i  resti 
possibili,  onde  qualunque  numero  è  residuo  quadratico  di  P.  E 
infatti  se  si  suppone 

q]~qI    (modP), 
cioè 

(Q.  — Q.)  (Q,-f  e*)=0  (modP), 

siccome  q^^  —  q*  (mod  2)  e  per  ciò  anche  (mod  P)  ne  viene 

(Q,-Q,y=0  (mod  P), 
indi  Qi  ^  Qj,  (mod  P). 

Se  siamo  invece  nel  caso  generale,  in  cui  P  non  divide  2, 
allora  due  numeri  opposti  o,,  —  q,  sono  sempre  incongrui  (mod  P) 
«  dàano  lo  stesso  quadrato;  per  ciò  vi  sono  -^O(P)  residui  qua- 
dratici  e  altrettanti  non  residui. 


(*)  Il  simbolo  si  riferisce  unicamente  al  caso  cht  P  non  divida  2. 
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Per  ritrovare  elementarmente  il  criterio  di  Eulero  si  proceda 
come  al  §  21,  distribuendo  i  numeri  (6>  a  coppie  (p,,  q^ì,  cosi  che 

Q,Q,=  D  (mod  P). 

Ogni  numero  q,  determina  cosi  l'altro  Ok  nella  coppia  e  coin- 
cide con  esso  solo  quando  sia  radice  della  congruenza  x'^D 
(mod  P).  Di  qui  si  conclude,  come  al  §  21 

D 


QiQfQi^{P)^D'         (modP),  se 

— $(P) 
QiGi.-.Q$(p)  =  — D'  (modPy,se 


p.=-i 


D 


+  1, 


e  facendo  Z)=l  se  ne  deduce  il  teorema  di  Wilson  (generalizzato) 

P.  Q,...Q$(i»)  =  — 1  (raodP), 
indi  nuovamente  il  criterio  b)  di  Eulero. 

§  78. 
Ideali  primi  nei  corpi  quadratici. 

Il  problema  fondamentale  della  ricerca  di  tutti  gli  ideali 
primi  in  un  corpo  algebrico  -£"(6)  si  identifica  coli'  altro  (§  67) 
di  decomporre  i  numeri  primi  razionali  p  nei  loro  fattori  primi 
ideali,  e  la  sua  risoluzione  generale  dipende  dalle  congruenze  di 
grado  superiore,  corno  vedremo  in  apposito  Capitolo  (Gap.  YIII). 
Qui  ci  limitiamo  a  trattare  il  problema  nel  caso  di  un  qualunque 
corpo  quadratico  Kyfm),  pel  qual  caso  possediamo  già  tutti 
gli  elementi  per  la  risoluzione,  particolarmente  colla  ricerca  già 
eseguita  al  §  60  per  questi  corpi  dei  loro  ideali  primarii  in 
generale. 

Ogni  numero  p  (compreso  il  2),  ossia  l' ideale  principale  {p) 
corrispondente,  decomposto  in  K{fni)  ii®i  suoi  fattori  primi 
ideali,  o  si  risolverà  nel  prodotto  di  due  ideali  primi  : 

{p)  =  P.P' 
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differenti  od  eguali,  ciascuno  dei  quali  sarà  di  primo  grado 

NP  —  Nr  =p, 

o  sarà  (p)  un  ideale  primo  di  secondo  grado 

{p)  =  Pj  NP=^p* 

e  quest'ultimo  caso  si  darà  certamente  se  non  esiste  alcun  ideale  di 
norma  =  p. 

La  ricerca  fondamentale  è  dunque  quella  degli  ideali  di  norma 
=Pj  ed  essendo  questi  necessariamente  primarii,  possiamo  subito 
applicare  i  risultati  del  §  60.  Prendiamo  al  solito  la  base  del 
corpo  K\^m)  sotto  la  forma 

[1,0)], 
con 

a)         0)    :^    )^  w      per  w==l  (mod  4) ,  D  =  4m 

h)         co  r= — ^5 P®^  w^l  (mod  4),  D=:^m, 

e  cercbiamo   gli  eventuali   ideali  (necessariamente  primi)  P  con 

con  NP=:p.  Pei  risultati  al  §  60,  un  tale  ideale  avrà  una  base 

della  forma 

p— [^^a-j-co], 
dove  sarà 

(1)  a^  ErS  m  (mod  p)^  nel  caso  a) 

fyi 1 

(2)  a(a+l)  =  -^^  (modi?). 

Siccome  poi  Z>=rr47n  nel  primo  caso,  e  D=zm  nel  secondo, 
le  due  congruenze  possono  compendiarsi  nell'unica 

(3)  l'=D  (mod  4:p), 

con  i  (necessariamente  pari  nel  primo  caso)  =  2a,  e  nel  secondo  | 
(dispari)  =2a-\-l.  Cosi  abbiamo  questo  primo  risultato: 

Il  numero  primo  p  (compreso  p^=2)  si  scinde  nel  corpo  quadra- 
tico di  numero  fondamentale  D  nel  prodotto  di  due  ideali  primi 
(di  1"  grado)  se  è  solubile  la  congruenza  (3)  {se  D  è  residuo  qua- 
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dratico  di  4joj;  in  caso  contrario  l'ideale  principale  jj-  e  primo 
di  secondo  grado  f{p)  è  inscindibile j. 

Rimane  ora  a  suddistinguere  nel    primo    caso,  quando  (jp)  si 
decompone  nei  due  fattori  ideali  di  primo  grado  P,P' 

{p)=P.P' 

(i  soli  esistenti  di  XP  =  p)  se  questi  due  ideali  sono  distinti, 
ovvero  coincidenti.  Se  avviene  la  prima  cosa,  la  congruenza  (1), 
o  la  (2),  avranno  una  sola  radice,  e  due  invece  quando  P,P'  siano 
distinti. 

Separiamo    per  maggiore   chiarezza  il  caso  p=^2,  dal  caso  p 
dispari. 

a)  Sia  p=^2.  ed  osserviamo  prima  il  caso  a),  nel  quale  2 
divide  il  numero  fondamentale  D=4:m  ed  è  m^2,  ovvero  m^3 
(mod  4).  La  congruenza  (1)  con  p  =  2  ha,  se  m  ^2,  l'unica  radice 
a^O  (mod  2),  e  se  w^3  (mod  4)  Tunica  radice  a^l  (mod  2). 
Esiste  un  solo  ideale  P  di  NP=2,  e  cioè 

P  z=  [  2 ,  y  «i  ]      per    m  ^  2    (mod  4) 

P=:[2,l-f  y^wT]  »     TO  =  3    (mod  4), 

in  ogni  caso  si  ha 

(2)  =  P\ 

Si  noti  che  2  divide  il  numero  fondamentale  D  =  4m,  e  cor- 
rispondentemente esso  è  il  qtiadrato  di  un  ideale  primo. 
Se  poi  con  p=:2  siamo  nel- caso  b),  ove 

D=m  =  l   (mod  4), 

la  congruenza  (2)  diventa 

a(a-f  1)  =  ^^P^  (mod  2) 

ed  è  insolubile  se  — -j —  è  dispari,  cioè  D^b  (mod  8),  mentre  se 
D  ^  1  (mod  8)  ha  le  due  radici  distinte  (mod  2)  a  ^  0,  a^  1.  Dunque 
quando  D^ò  (mod  8)  l'ideale  principale  (2'  è  primo  di  secondo 
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grado,  mentre  se  Z>^^1  (mod  8)  si  acinde  nei  due  fattori  primi 


distinti  coniugati  P= 


2, 


1  +  / 


ni 


(2) 


P'  = 
PP'. 


2, 


l  —  fm 


(3)  Il  numero  primo  p  sia  dispari  e  divida  dapprima  il  nu- 
mero fondamentale  Z>,  ossia  m.  Se  siamo  nel  caso  a),  la  con- 
gruenza (1)  ha  la  sola  radice  a^O  {mod  p),  ed  esiste  quindi  un 
solo  ideale  P  di  NP=:p,  cioè 


onde  si  ha 


P=[p,fm] 
ip)  =  P'- 


Se  siamo  poi  nel  caso  6)  la  congruenza  (2)  si  può  anche  scri- 
vere 

{2a-\-iy=m  {mod  ip)) 

ma  siccome  in  ogni  caso  (2 a -J- 1)"^ ^  1  (mod  4),  e  già  m^l  (mod 4), 
equivale  alla 

(2a-f  1)''=0    (mod  p\ 


che  ha  l'unica  radice  a 


_J»- 


2 


Anche    in    questo    caso    esiste 


dunque  un  solo  ideale  P  di  NP  =  p  ed  è 


iP) 


P  +  f 


P' 


Come  dunque  nel  caso  ^  =  2:  quando  il  numero  primo  p  di- 
vide il  numero  fondamentale  D,  esso  è  il  quadrato  di  un  ideale 
primo. 

Quando  in  fine  p  (dispari)  non  divide  D,  ossia  non  divide  m, 
non   resta    più  che  a  distinguere  secondo  che  ni  è  non   residuo 

quadratico  di  jp,  ovvero  residuo. 

(ni  \ 
—  p=:  — 1  la  (1)  o  la  (2)  sono  insolubili,  e  l'ideale  prin- 
cipale (p)  è  primo  di  secondo  grado. 
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Quando  invece  (—)  =  4~  ^j  ^^  (^)  °  ^^  ^^)  iranno  due  radici 
incongrue,  ed  esistono  due  ideali  distinti  P,  P'  di  norma  =p,  e 
per  ciò  in  questo  caso 

{p)^P.P'. 

Riassumendo  abbiamtì: 

Se  p  è  un  qualunque  numero  primo  razionale,  l'ideale  princi- 
pale (p)  è  il  quadrato  di  un  ideale  primo  di  primo  grado  se  p 
divide  il  numero  fondamentale  D.  Se  p  non  divide  D,  allora  (p)  è 
il  prodotto  di  due  ideali  divei^si  di  primo  grado  quando  D  è  residuo 
quadratico  di  4p^  e  nel  caso  contrario  (p)  è  un  ideale  primo  di  se- 
condo grado. 

In  questo  risultato,  relativo  ai  corpi  quadratici,  vediamo  con- 
fermarsi quello  speciale  comportamento  dei  fattori  primi  p  del 
numero  fondamentale  D,  come  numeri  primi  critici,  di  cui  già 
abbiamo  accennato  nel  §  72. 


§  79. 


Riduzione  del  simbolo 


0 
P 
al  simbolo  di  Legeiidre. 


per  corpi  quadratici 


Andiamo  ora  a  generalizzare  a  tutti  i  corpi  quadratici  le 
formole  al  §  21,  colle  quali  Dirichlet  ha  ridotto  la  determina- 
zione del  carattere  quadratico  di  un  numero,  nel  corpo  K{i)  ri- 
spetto ad  un  modulo  primo,  al  calcolo  di  un  simbolo  di  Legendre. 
Nel  corpo  K{\^~m)  sia  P  un  ideale  primo,  non  divisore  di  2,  e 
0  un  intero  del  corpo  non  divisibile  per  P,  e  si  tratti  di  calco- 
lare il  valore  del  simbolo 

0 


+  1. 


Converrà  distinguere  due  casi  secondo  che  P  è  un  ideale  di 
secondo  grado,  ovvero  di  primo.  Trattiamo  in  questo  paragrafo 
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il  primo  caso  e  indicando  con  p  (dispari)  il  numero  primo  razio- 
nale coordinato  a  P,  supponiamo  dunque 

(jp)  =P,  NP=p' 

e  ricordiamo  che  m  è  non  residuo  di   »,  o  (  —  )r=— 1. 

Dimostriamo  che  in  tal  caso  sussiste  la  formola  generalizzata 
■di  Dirichlet  (I)  §  21  (pag.  91): 


(A) 


Basterà   provare  che  se 


ive\ 


F 


P 


=1  -j- 1  è  anche  | j  =:  -|-  1 ,    e 


<jhe  inversamente  da  (  '^^^-^  j  ^n  -j- 1  segue 


6 


e 


P 


=  -j-  1.    La   prima 
-|-1,  ciò  signi- 


cosa  e  immediatamente  visibile,  poiché  se 

fica  che  nel  corpo  K{^  m)  è  solubile  la  congruenza 

(1)  a?*=0  (mod  P), 

o  ciò  che  è  lo  stesso 

(1')  a*  =  e  (mod  jp). 

La  congruenza  ora  scritta  varrà  ancora  passando  ai  numeri 
coniugati,  e  moltiplicando,  col  porre  Nx  ^  «,  ne  verrà 


(2) 


s'^iVB  (mod  p). 


La  solubilità  della  (1)  porta  dunque  la  solubilità  della  (2) 
nel  campo  razionale  ed  è  quindi    anche  I j=-|-l. 

La  seconda  asserzione  equivale  a  dire  che  se  è  solubile  la  (2), 
è  solubile  anche  la  (1)  o  (1'),  e  questo  andiamo  ora  a  provare, 
suddistinguendo  al  solito  i  due  casi  : 

a)     (0    rrz    fra  ^    m  ^^  1    (mod  4) 
6)     CD  =:  — 45 ,  m  ^  1  (mod  4). 
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Ca<o  a'.  Pongasi 

e  =  a-^bfm 

X  :=  t  -\-  u  fin 

■e  sarà 

Per  ipotesi  «siste  un  intero  razionale  *  (determinato  a  meno 
del  segno)  die  soddisfa  alla  congruenza 

(3)  s*  =  a*  —  m  &*  (mod  p), 

e  si  deve  provare  che  esistono  due  interi  razionali  t,  u.  tali  che 
sussista  la  congruenza 

(t-]-u  \1nf^  a  -|-  ò  )'w"  (mod  p), 

la  quale  si  decompone,  nel  campo  razionale,  nelle  due  simultanee 

(  f  -—  m  ir  ^  a 

(4)  o/         .  (modici. 

La  risolubilità  di  queste  è  manifesta  quando  sia  6^0  (mod  p)^ 
perchè  allora  a^=0  (non  essendo  6  divisibile  per  p)  e  sarà 
I— j  nr-f-lj  ovvero  (  — )  = — 1.  Nel  primo  caso  basta  prendere  m=0 
e  per  t  una  radice  della  ^^a  (mod  p);  nel  secondo  caso  si  farà 
invece  f  =  0  e  si  prenderà  per  u  una  radice  della  congruenza 

m  m'  ^  a  (mod  p), 

che  è  solubile,  essendo  insieme  a.m  non  residui  di  p. 

Supponiamo  ora  6^^0  (mod  p)  e  notiamo  che  si  deve  avere 
anche 

iX{t-\-u  }^'m)y  =  X{a^b}^)  =  s'  (mod  p), 

indi 

(<*  —  m  tt*)'  ^  #*  (mod  p\ 

da  cui 

f  —  m  u*  ^  g  .§  (mod  p), 

indicando  e  l' unità  positiva  o  negativa. 

33 


338  Capitolo  VI  —  §  79 

Combinando    per  somma  e  sottrazione   colla  prima  delle  (4)^ 
ne  viene 

(  2f^a-\-es 
(5)  o       ,  (mod  p). 

Ora  dalla  (3)  abbiamo 

2  (a—s) . 2  {a~{-s)  ^^mV  (mod  p) 

ed  essendo  6^0  (mod  ^),  1  — 1=:  —  1,  ambedue  i  fattori  nel 
primo  membro  sono  ^^0  (mod  p\  e  si  ha 

2{a—s)\  _  /2(a-f,9)\  ^ 

Siccome  cangiando  .«in  — s  si  scambiano  i  due  fattori,  pos- 
siamo supporre  p.  e. 

e  allora  se  prendiamo  z^=:-\-l  le  due  congruenze  separate  (5)  in 
t,u  sono  solubili  e  possiamo  cangiare  a  volontà  i  segni  di  t^u. 
Moltiplicando  le  (5)  risulta 

4  w  f  w'^  ^  d^  —  s^  ^  m  1f  (mod  p)^ 

cioè 

(2^^t)*  =  6'(^lGd  p), 

indi 

2tu  ^  +6  (mod  p). 

Disponendo  dei  segni  di  f,w,  possiamo  rendere  2^m^6  (mod^), 
e  soddisfare  cosi  anche  alla  seconda  delle  (4),  e.  d.  d. 
Caso  h).  Posto  ancora  qui 

6  1=  «  -j-òo) 

si  ha 

m  —  1 

Yfi \ 

Nx  —  e-\-  tu j~  u\ 
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Dobbiamo  provare  che,  supposta  solubile  la  congruenza 

(6)  «*=a*  +  aò— ^^^^  6'(mod  !>), 

è  solubile  anche  l'altra 

{t-{-  u(tìf  ^  a  -\-bo)  (mod  p). 

Questa,  tenendo  conto  che  si  ha 

^  ="H — 4—  ' 

si  sdoppia,  nel  campo  razionale,  nelle  due 

(  m—1    ^ 

(7)  i  (modi)). 

Se  supponiamo  dapprima  h^O  (mod 2?),  sarà  a==0  (modj9), 
e  potrà  essere 


(y)-+'-(y)-- 


Quando  sia  I — j  m -[- 1 ,  prendiamo  tt  =  0  e  ^  dalla  con- 
gruenza solubile  f^a  (mod  p) ;  invece  se  1  —  j  =r  —  1  facciasi 
u^=z — 2t  e,  per  soddisfare  anche  alla  prima  delle  (7),  resterà  da 
determinare  t  dalla  congruenza 

mt^  ^  a     (mod  p)^ 

la  quale  è  solubile,  perchè  a  ed  m  sono  insieme  non  residui  di  p. 
Venendo  ora  al  caso  ò==0  (mod^),  alle  (7)  associamo  l'altra 

( iVr («4- M co) )«  =  iV(a  +  ò co)    (mod  ^), 

da  cui 

iV(<-j-MO))  ^  E#    (mod  jp),    £  =  +1, 

ossia 

(8)  f  —  "^—^  w*  J^tu^^s  (mod  p). 
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Associando  questa  alle  (7),  e  risolvendo  rapporto  a  f^  tr,  tu^ 
si  avrà  il  sistema  equivalente 

^«       w.  4-  1       ,    ììi  —  1    ^^ 
mf  =  _J—  a  +  —^  (2 ,.s—ì» 

(9)  {    ww'=2a4-ò  — 28,9  (mod  ^) 

mtu^^  —  a  -{ —  o  -[-  E ,s' . 

Ora  la  (6),  scritta  sotto  la  forma 

(2«-f-6f— 4**=|2«-f&  — 2g.yM  2a-f  &-|-2e6-l  =m¥imoàp), 

mostra  che  dei  due  fattori  a  sinistra 

2a  +  ò— 2g.s>,     2rt-f-ò-|-2  8.'.' 

(ambedue  non  divisibili  per  p)  uno  è  residuo  l'altro  non  residuo 
(mod  p).  Fissato  «,  possiamo  scegliere  il  segno  di  e  in  modo  che 
il  primo  sia  non  residuo 

/2a4-6  — 28,s-\  _ _ 

(Ttl  \ 
—  =: —  1,  sarà  risolu- 
bile e  si  potrà  scegliere  fra  due  valori  opposti  di  ti.  La  terza 
delle  (9)  determinerà  allora  ^  ed  è  facile  vedere  che  con  questo 
valore  di  t  sarà  soddisfatta  anche  la  prima.  E  infatti  quadrando 
l'ultima  delle  (9)  ed  osservando  la  seconda  si  ottiene 

/_a_|_^ÌzJ:5_|-g5-y=  (2a-f  &  — 2e^).w?»  (mod  j?). 

D'altronde  alla  (6),  moltiplicata  per  w,  si  può  dare  la  forma 

(  — «H 2~^"T-e*j=(2a  +  6  — 2  85)    — ^a ^(&  — 2s*)j 

(mod  p) ^ 

e  dal  confronto  colla  «precedente  risulta  la  prima  delle  (9).  La 
formola  (A)  è  così  dimostrata  in  tutti  i  casi. 
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§  80. 
Caso  di  un  ideale  P  di  primo  grado. 


Veniamo  ora  aV  caso  che  l' ideale  P  sia  di  primo  grado.  Qui 

fì  1 

ad  un  simbolo  di  Legendre  si  pre- 


la  riduzione  del  simbolo 
senta  molto  più  semplice,  ed  inoltre  la  trasformazione  si  applica 
non  solo  ai  corpi  quadratici  ma  al  corpo  più  generale  algebrico 
K{Q),  come  si  vedrà. 

Restando  prima  al  caso  di    un   corpo    quadratico,  ricordiamo 
che  se  l'ideale  P  è  di  primo  grado 

XP  =  p, 

formano   già  un   sii^tema   completo  di    resti  (raod  P)  ì  p  numeri 

razionali 

0,  K  2;. ..7^—1, 

e  cioè  qualunque  numero  8  del  corpo  è  congruo  (mod  P)  con  un 
numero  razionale  intero  r.  0<7'  <  p — 1.  Supposto  6  sostituito 
col  numero  razionale  r,  l'esame  delia  possibilità  della  congruenza 

(1)  x'=r     (mod  P) 

si  fa  subito  osservando  che  x  stesso  può  in  questo  caso  supporsi 
razionale.  E  allora,  dovendo  il  numero  razionale  intero  «*  —  i' 
appartenere  all'ideale  P,  sarà  multiplo  del  più  piccolo  p,  cioè 
la  (1)  equivale  perfettamente  all'altra  del  campo  razionale 

x'  ^  r    (mod  p). 

Di  qui  risulta  :  Se  P  è  un  ideala  pìnmo  di  primo  grado  ed  r 
un  intero  razionale,  non  divisibile  per  p.  si  ha  semplicemente 


(2)  1^ 


r 

e  questa  formola.  pel  modo  stesso  come  l'abbiamo  dedotta,  varrà 
non  solo  pel  corpo  quadratico  K{frn\  ma  in  un  qualunque 
corpo  algebrico  -^"(6). 
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Se  si  tratta  di  un  corpo  quadratico ^(/^^,  alla  base  dell'ideale 
primo  di  primo  grado  P  potremo  dare  la  forma  (§  78) 

dove  a  è  una  radice  delie  rispettive  congruenze 
(3)  à*^m  (mod  ^)  ,  se  w='=l   (mod  4) 

(3')  a{a-\-ì)^ — - — (mod  2>)  se  m^\  (mod  4). 

Dato  ora  un    qualunque   intero  6  di  K{j m)   sotto   la   forma 
normale 

6  =  ^-[-T]co  (|,Tj  razionali  interi), 

6 


per  calcolare  -^  si  trovi  prima  il  numero  razionale  r^0  (modP) 
e  si  applichi  quindi  la  (2).  Il  numero  6  —  r  dovendo  appartenere 
a  P,  avremo 

\  -\-  r\(i)  :=  r  -\-  p  X  -\-  {a  -\-  (X))  y  (x,  y  razionali  interi) 

e  dal  confronto 

•    y  =  il,  l  =  r^a^-\-px, 

da  cui 

r  -^t,  —  ar]  (mod  p). 

Ne  concludiamo:  Se  P  è  un  ideale  primo   di  primo  grado  in 

K{fnì\  colla  base 

P  — fj},a-f  o)], 

il  carattere  quadratico  di  un  qualunque  intero  |-{-CDr)  del  corpo 
(mod  P)  si  calcola  dalla  formolo, 


(B) 


t  — gii 
__ 


Questa,  insieme  colla  (A)  §  79,  risolve  completamente  il  pro- 
blema proposto. 

Non  lascieremo  di  osservare  una  proprietà  che  discende  dalla 
formola  (B),    applicata   ai    caratteri   quadratici   di   un  medesimo 
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numero  8  =  5-[~'1^'^  rispetto  a  due  ideali  primi  di    primo   grado 
coniugati  P,  P'.  Per  la  base  del  coniugato  P'  abbiamo 

P'  =  [Pj — a-}-(o],  se  w^l  (mod  4) 
P'  =  [j?,  —  (a-|-l)-f-Q)]  se  w^l  (mod  4), 

■e  quindi  dalla  (B) 

l  +  ar] 


^4-T]0) 


1  +  11  fO 


per  m^=ì  (mod  4) 


lJr(a-hl)r] 


j  per  m  ^  1  (mod  4). 


Moltiplicando  rispettivamente  per  la  (B),  risulta 


re  1 
p 

e  ' 
p 

* 

e 

F 

[8  1 

a' lì' 


per  m  ^  1   (mod  4) 


r+|ri-a(a  +  l)Ti' 


per  771  ^  1  (mod  4). 


Ponendo  mente  alle  rispettive  congruenze  (3),  (3')  cui  soddisfa  a 
nei  due  casi,  queste  due  formole  si  compendiano  nell'unica 


(4) 


"6  1 
P 

' 

e 
P' 

-'")• 


o  in  parole:  Ogni  numero  6  del  corpo  quadratico  ha,  rispetto  a 
due  ideali  primi  coniugati  di  primo  grado,  caratteri  qtmdratici  con- 
cordanti o  discordanti,  secondo  che  la  sua  noT'ma  è  residua  o  non 
residuo  quadratico  del  numero  primo  p  coordinato  ai  due  ideali  {*). 
Si  osservi  che,  sebbene  in  questo  risultato  siano  implicita- 
mente supposti  P,  P  diveì^si,  esso  non  cessa  di  valere  anche  se 
coincidono,  perchè  allora  p  divide  m  e  Nd  risulta  congrua  con 
un  quadrato  (mod  p),  onde  ambedue  i  membri  della  (4)  sono  e- 
guali  a  -f-1' 


{*)  Cfr.  $  21  in  fine  ove  il  teorema  fa  già  osservato  pel  corpo  K(i). 
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Come  abbiamo  avvertito  da   principio  del   paragrafo,  la  for- 

r  Q   - 

mola  (B)  di  riduzione  del   simbolo 


al  simbolo  di  Legendre 
si  estende  subito  per  un  ideale  P  di  primo  grado  al  più  generale 
corpo  algebrico.  Se  la  base  del  corpo  algebrico  si  prende  sotto 
la  forma  più  semplice 

[1,  co,,  C0s,...a)„],  co,  =  1, 

e  P  è  un  ideale  primo  di  primo'  grado 

^NP=zp, 

la  sua  base  [a,,  ai,,...a„]  si  potrà  prendere  sotto  la  forma  ridotta 
(Cf.  §  76)  e  presenterà  lo  schema 

p,    0,   0...0 
a,     1     0...0 


a.    0    0...1 


Cloe 

P—[p,  a,-\-m,,  «s-^Ws,... a„-f  co„]. 

Qualunque  intero  0  del  corpo 

6  =  ^1  -j-  ^2  <J»x  -j-  ^s  w»  + .  •  •  +  ^»  w„  (hi  razionali  interi) 

che  non  sia  divisibile  per  P,  sarà  congruo  (mod  P)  con  un  nu- 
mero della  serie 

1,  2,....p-h 

Per  calcolare  questo  numero  ?•  si  scriva 

Al  +  ?i,  (Dì -f  A,  coj -j- . . . -f- /i„  co„  =2  ?• -f  j^Xi  4- (a, -}- (Oj)  Xì  + . . . -}- 
-|-(a„  +  coJir,, 

da  cui 

«Cjj  /t  j  ,       «37s  /I3  ,  •  •  •  «J„  fin  > 

indi 

r  ^  hi  —  «2 A,  —  a^hg...,  —  «„ A, , 
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ed  applicando  la  forinola  (2),  valevole  come  si  è  detto  per  qua- 
lunque corpo  algebrico,  la  forinola  (B)  si  generalizza  nell'altra 

hj-\-ht(i),~\-. .  .-\-h„(S)  ]   /h,  —  a.jh.j — «s^» — •••  —  ^«h 


P 

Questa  vale  adunque  per  qualunque  corpo  algebrico,  la  cui 
base  sia  scritta  sotto  la  forma 

[1 ,  00,,  co,...  co,], 

e  per  qualunque  ideale  primo  P  di  primo  grado  {NPz=zp)^  assunta 
la  base  di  P  sotto  la  forma 

P=[p,a,^(à,,  a3-f-oo„...«,-f  o)„]. 

In  effetto  la  formola  (C)  trova  applicazione  in  infiniti  casi, 
in  ogni  corpo  algebrico,  poiché  si  vedrà  che  in  qualunque  corpo 
algebrico  esistono  infiniti  ideali  primi  di  primo  grado  (V.  §  96).- 


Capitolo  VII 


Equivalenza  di  ideali.  Numero  finito  delle  classi.  Gruppo  di  com- 
posizione delle  classi.  Forme  decomponibili  coordinate  agli  ideali. 

Definizione  per  la  equivalenza  di  ideali  e  leggi  fondamentali  -  Classi 
di  ideali  -  Numero  finito  delle  classi  -  Il  gruppo  di  composizione 
e  i  periodi  delle  classi  -  Classi  fondamentali  e  base  del  gruppo  - 
Fattori  ideali  di  Kummer  e  concetto  assoluto  del  massimo  comun 
divisore  di  due  numeri  interi  algebrici  -  Numeri  frazionari  coor- 
dinati agli  ideali  e  teorema  di  Hunvitz  -  Forme  decomponibili 
coordinate  agli  ideali  -  Loro  classi  corrispondenti  alle  classi  di 
ideali  -  Gruppo  automorfo  delle  forrae  decomponibili  -  Composi- 
zione di  queste  forme. 

§  81. 
Equiralenza  di  ideali  e  leggi  fondamentali. 

Introduciamo  ora  nella  teoria  generale  degli  ideali  nei  corpi 
algebrici  una  nuova  nozione  di  fondamentale  importanza,  quella 
di  equivalenza  di  ideali,  a  cui  arriviamo  dapprima  partendo  dalla 
nozione  di  ideali  moltiplicatori  stabilita  al  §  63,  e  completata 
poi  al  §  71  col  teorema  C)  (pag.  308)  dal  quale  risulta  che  qua- 
lunque ideale  A  ammette  infiniti  ideali  moltiplicatori.    , 

Cominciamo  dal  dimostrare  : 

Se  due  ideali  A  e  B  hanno  a  comune  un  moltiplicatore  M,  tutti 
gli  ideali  moltiplicatori  per  l'uno  sono  anche  moltiplicatori  per  l'altro. 

Sia  M  un  moltiplicatore  comune  di  ^  e  di  J5,  talché  AM^ 
BM  risultino  ideali  principali,  diciamo 

AM—{a),    BM—'S), 
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Moltiplicando  la  prima  per  ((3),  la  seconda  per  (a),  risulta 
(^)AM—  (a)BM 
e  quindi  anche  (§  64  a)): 
(!)  {^)A  =  {a)B. 

L'esistenza  di  un  moltiplicatore  comune  M  per  .ri  e  per  B 
porta  dunque  che  si  possono  trovare  due  interi  a,  P  nel  corpo 
tali  che  sussista  la  (I).  Ora  è  facile  provare  inversamente  che,  se 
sussiste  una  relazione  (I),  qualunque  moltiplicatore  di  A  è  anche 
un  moltiplicatore  per  B.  Difatti  sia  M'  un  moltiplicatore  di  A, 
sicché  A3I'  risulti  un  ideale  principale,  diciamo  (a');  dalla  (I) 
moltiplicata  per  M'  segue 

(P)(a')  =  (Pa')  =  (a)^3f'. 

Dunque  l'ideale  principale  (^a')  è  divisibile  per  (a),  cioè  il 
numero  ^a'  per  a,  poniamo 

Pa'  =  V"«  (Y  intero) 

e  la  precedente  si  scriverà 

(y)  (a)  =  (a)  BM', 
od  anche 

BM'  =  iy), 

e  questa  dice  appunto  che  M'  è  un  moltiplicatore  anche  per  B. 
Cosi  è  dimostrato  il  teorema,  e  di  più  vediamo  che  l'avere  AeB 
i  moltiplicatori  comuni  porta  l'esistenza  di  due  ideali  principali 
(a),  (P)  tali  che  sussista  la  (I),  e  viceversa  da  questa  segue  che  i 
due  ideali  hanno  gli  stessi  moltiplicatori. 
Poniamo  ora  la  definizione  seguente: 

1)  Due  ideali  si  dicono  equivalenti  quando  hanno  uno,  e  quindi 
tutti  i  moltiplicatori  comuni  (Dedekind). 

Secondo  le  osservazioni  superiori,  si  può  anche  assumere  la 
definizione  di  equivalenza  sotto  quest'altra  forma: 

2)  Due   ideali  AeB  sono   equivalenti  se   esistono   due   ideali 
principali  (a)  (P)  tali  che  si  abbia  la  (I) 

{<^)A  =  {a)B. 
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Anche  si  può  dire  che  per  due  ideali  equivaleuti  la  (I)  sta- 
bilisce una  corrispondenza  biunivoca  fra  i  loro  numeri  tale  che 
i  numeri  corrispondenti  sono  in  rapporto  costante.  Riferendosi 
alle  basi  dei  due  ideali,  è  chiaro  clie  ('alla  base  [a^,  a,,...  a„]  di  A 
si  ottiene  una  base  di  B  moltiplicando  i  numeri  della  prima  base 

per  un  numero   frazionario-  —  che  li  converta    in    numeri  interi 

a 

[j3i,  (3i,...j3„].  Si  può  per  ciò  adottare  questa  terza  definizione  del- 
l' equivalenza  (Minkowski)  : 

3)  Due  ideali  A,  B  sono  equivalenti  se  hanno  basi  proporzionali. 
In  fine  si  può  anche  osservare  che  se  si  ha  insieme 

{^)A=:(a)B 
{h)A  =  {y)B, 


ne  segue 
e  per  ciò 


(8)(P)^=.(8)(a)5=:(i3)(Y)5, 
0^a)  =  (pY)- 


.     et        Y 
A  meno  di  un'unità  è  dunque  8a=  Py?  ossia—  =  — .  In  certo 

P        o 
modo  per  due  ideali  equivalenti  A^B  si  può  parlaredel  loro  quo- 

A 

ziente  —^  come  di  un  numero  frazionario  del  corpo,  determinata 
B 

a  meno  di  un'  unità. 

Per  significare    l' equivalenza  di   due  ideali  Jl,  B^  adotteremo 

la  scrittura 

A^  B 

[A  equivalente  a'^^),  e  dall' unao  dall'altra    delle   definizioni  si 
dedurrà  subito  che  valgono  le  proprietà  elementari  seguenti  : 

«)  (Proprietà  di  transitività).  Se  due  ideali  sono  equivalenti  ad 
un  terzo,  sono  equivalenti  fra  loro,  in  simboli  da 

A  f^--j  C  ^  B  f^^  C 

segue  ^  ~  ^.  E   infatti   poiché  (^,  C)  e  (5,  C)  hanno  gli   stessi 
moltiplicatori,  anche  A,  B  hanno  i  moltiplicatori  comuni. 

P)  Tutti  gli  ideali  principali  e  soltanto  questi  sono  equivalenti 
fra  loro. 
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E  infatti  tutti  gli  ideali  principali,  e  solo  questi,  ammettono 
come  moltiplicatore  l'ideale  unità  0  =  (l). 
Y)  Se  A<^B,  C<^D  è  anche  ACr^BD. 

Difatti  se  M  è  un  moltiplicatore  comune  di  A^  B,  e  M'  un 
moltiplicatore  di  G,  D,  il  prodotto  M3r  è  un  moltiplicatore  tanto 
per  AC  che  per  BD. 

8)  Da  ACr^BC  s*-gue  A^^B. 

Infatti  se  ilf  è  un  moltiplicatore  comune  di  AO,  BC^  nell'ideale 
CM  abbiamo  un  moltiplicatore  comune  di  A  e  B. 

In  base  alla  proprietà  transitiva  a),  tutti  gli  ideali  possono 
ripartirsi  in  classi,  ponendo  nella  medesima  classe  tutti  gli  ideali 
equivalenti  ad  uno  stesso,  e  per  ciò  fra  loro.  Qualsiasi  ideale, 
estratto  da  una  classe,  la  determina  completamente  e  si  dirà  un 
rappresentante  della  classe:  cosi  p.  e.  l'ideale  unità  è  un  rappre- 
sentante di  tutta  la  classe  degli  ideali  principiili,  clie  si  dirà  la 
classe  principale  e  si  indicherà  col  simbolo  1.  Le  classi  in  gene- 
rale si  denoteranno  coi  simboli 

C,C\...     o     K,K',... 

§  82. 
Numero  finito  delle  classi. 

Andiamo  ora  a  stabilire  un  altro  teorema  di  capitale  impor- 
tanza nell'aritmetica  dei  corpi  algebrici,  che  si  enuncia: 

A)  In  ogni  corpo  algebìHco  il  numero  delle  classi  di  ideali  è  un 
numero  finito. 

In  altre  parole,  in  qualunque  corpo  algebrico  esiste  solo  un. 
numero  finito  di  ideali  fra  loro  non  equivalenti. 

Questo  dimostriamo  premettendo  il  seguente  lemma  (Min- 
kowski)  : 

a)  In  ogni  ideale  A  sono   contenuti   dei  numeri  a  [non  nulli) 
la  cui  norma,  in   valore  assoluto,  non  supera  NA  .  )'[Z)| 

lA^ai  ^  NA  l^DJ , 
dove  D  è  il  numero  fondamentale  del  corpo. 
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E  qui,  a  proposito,  osserviamo  che  se  a  è  in  A,  indi  divisi- 
bile per  A,  risulta  Na  divisibile  per  NA,  indi 

\Na\-^NA, 

ed  anzi  il  segno  d'eguaglianza  vale  solo  se  A=:{a). 

Il  lemma  a)  si  dimostra  applicando  nuovamente  il  teorema  III) 
§  9  (pag.  41)  di  Minkowski  sulle  forme  lineari,  nello  stesso  modo 
come  al  §  42  per  dimostrare  che  |  D]  >  1 ,  solo  che  in  luogo  della 
base  [co,,  (0,,...  (oj  del  corpo  si  assumerà  la  base  [a,,  a,,...a„] 
dell'ideale  u4.  E  anche  qui  si  considereranno  le  n  basi  coniugate 

[  af',  a'^\ . . .  a^'-  ],  2  =  1 ,  2 , . . .  n 
alle  quali  si  associeranno  le  n  forme  lineari 

/;  =:  a^/^aji-f  af  a?, 4- ... -f  a^^a;,  (2  —  1 ,  2,... n), 

divise  al  solito  in  r  forme  reali  e  in  s  coppie   di    complesse  co- 
niugate. Indicando  con  Q  il  modulo  del  determinante 

di  queste  forme,  si  possono  dare  alle  X(  valori   interi  non  tutti 
nulli  tali  che  risulti 

(1)  lA /;.../:i<Q, 

ed  anzi  con  esclusione  del  segno  d' eguaglianza  (senso  forte)  ap- 
pena v  =  r-\-s'y  1. 

Ma  allora  /\  diventa  un  numero  intero  a  non  nullo  deli' ideale  .4, 
e  a  sinistra  in  (1)  abbiamo  il  valore  assoluto  jiV"a|  di  Na.  D'altra 
parte  il  quadrato  del  determinante  ja^'l  è  il  discriminante  A  (a,,  a^,..  a„) 
della  base  di  A  pel  quale  vale  la  formola 

A(a,,  a,,...a„)=:(iY^)*.Z), 

ond&  risulta 

Q  =  fJK\=zNA.Ì'\D'\ 

e  la  (1)  sì  cangia  appunto  in 

{Nal^NA^jD], 
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dove  anzi,  per  quanto  precede,  la  diseguaglianza  si  potrà  far 
valere  in  senso  forte  appena  v">'l,  cioè  esclusi  i  corpi  quadratici 
immaginarii. 

Dal  lemma  a)  si  può  ora  dedurre  questo  secondo  lemma: 
b)  In  qualunque  classe  K  di  ideali  esiste  almeno  un  ideale  A, 
la  cui  norma  non  supera^ \D\. 

Prendasi  un  ideale  qualunque  di  ^ed  un  suo  moltiplicatore  My 
che  sarà  anche  moltiplicatore  di  tutti  (e  soli)  gli  ideali  della 
classe  K.  In  questo  ideale  M  esiste,  pel  lemma  a),  un  numero  \k 
non  nullo  tale  che 

(2)  \N\i\^NM.ÌjD\. 

Ma  ^i,  appartenendo  ad  M.  è  divisibile  per  3/,  poniamo 

e  l'ideale  A^  avendo  M  per  moltiplicatore,  sarà  nella  classe  K. 
Prendendo  le  norme  si  ha 

iV(jx)  =  \N\i\  =  NA  .  NM, 

indi  per  la  (2) 

come  si  voleva  (*). 

Basta  ora  ricordare  (§  59  A))  che  gli  ideali  di  norma  fissa 
sono  in  numero  finito  per  concluderne  che  è  finito  il  numero  delle 
classi,  come  è  asserito  in  A).  Questo  numero  nel  seguito  verrà 
sempre  indicato  con  A  e  le  classi   medesime  si  denoteranno  con 

(3)  K,,K,,...K,. 

La  determinazione  del  numero  h  delle  classi  di  ideali  in  un 
corpo  algebrico  K(Q)  è  un  problema  di  rilevante  importanza,  che 
si  affronterà  più  ta,rdi  coi  metodi  dell'aritmetica  analitica  (Cap.X). 


(*)  Anclie  qui  la  diseguaglianza  si  può  far  valere  in  senso  forte,  se  si 
prescinde  dai  corpi  quadratici  immaginarii. 
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Intanto  osserviamo  che  le  proprietà  y)  ^  ^)  del  paragrafo 
precedente,  relative  all'equivalenza  di  ideali,  si  possono  subito 
trasportare  in  un'altra  nozione:  quella  di  composizione  delle  classi. 
Se  K,  K'  sono  due  classi  qualunque  e  da  jST  si  estraggono  ad  ar- 
bitrio due  ideali  A^B^  similmente  da  K'  due  ideali  A\B\  da 

Ar^B,    A'  ^  B' 
segue 

AA'r^BB', 

e  per  ciò,  variando  comunque  A  in  K  e  A'  in  K,  tutti  gli  ideali 
prodotti  AA^  appartengono  ad  una  sola  e  medesima  classe  K^  che 
si  dirà  il  prodotto  delle  due  K.  K\  o  anche  la  composta  delle  due 
e  si  scriverà 

K=:K.K'. 

Il  prodotto  cosi  definito  per  due  classi  di  ideali  è  manifesta- 
mente inàipeudeuie  dall'ordine  dei  fattoi i.  La  definizione  si  e- 
stende  subito  al  prodotto  di  quante  si  vogliano  fra  le  h  classi, 
ciascuna  ripetuta  un  numero  arbitrario  di  volte;  e  per  questi 
prodotti  valgono  la  legge  commutativa,  l'associativa,  la  legge  di 
sommazione  degli  esponenti  per  potenze  di  una  stessa  classe  ecc. 
Anche  è  da  osservare  che  fra  le  h  classi  (3)  vi  è  la  classe  prin- 
cipale, che  si  può  supporre  sia  la  prima  K^  =  1.  Inoltre  ogni 
classe  K  individua  la  sua  inversa,  precisamente  quella  dei  mol- 
tiplicatori degli  ideali  della  prima  classe,  che  composta  colla  pri- 
ma dà  la  classe  principale  1.  Questa  inversa  si  denota  con  K~^ 
e  si  riguarda  come  la  potenza  con  esponente  — 1  di  K^  in  ge- 
nerale si  fa  per  convenzione 

e  si  conviene  di   considerare  anche   la    potenza  IC  come  eguale 

alla  classe  principale 

K'=  1. 

Se  le  lettere  ZT,  K^  L,...  indicano  classi,  è  chiaro  che  da 

H—H' 
segue,  qualunque  sia  K: 

HK  —  ITK; 
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ma  anche  inversamente  da  questa  segue  H:=zH',  ove  si  molti- 
plichi per  K~'. 

Queste  semplici  osservazioni  dimostrano  che  alla  composizione 
delle  classi  si  possono  applicare  i  concetti  generali  dei  gruppi 
(finiti)  di  operazioni.  Ma,  prima  di  andare  a  considerare  la  cosa 
più  da  vicino,  sarà  opportuno  dimostrare  che: 

Fissato  numericamente  il  corpo  K(Q)  che  si  considera  (mediante 
V  equazione  fondamentale  irriducibile  che  lo  determina),  si  può,  con 
un  numero  finito  di  operazioni,  detei'minare  il  numero  h  delle  classi 
e   trovare  un  sistema  completo  di  h  ideali  'rappresentanti  delle  h  classi 

insieme  alle  leggi  di  composizione  delle  h  classi  fra  loro. 

In  primo  luogo,  col  procedimento  finito  del  §  36,  noi  trove- 
remo una  base  minima 

[co,,  co,,...a).] 

dell'ideale  unità  0  in  À''(6)  col  numero  fondamentale  D,  indi, 
applicando  il  metodo  del  §  59,  determineremo  per  le  loro  basi  tutti 
gli  ideali  del  corpo  la  cui  norma  non  supera  ^'[D|,  ciò  che  si  con- 
seguirà con  un  numero  finito  di  prove  (ibid.).  Siano 

(4)  A,  B,  C....L 

questi  ideali  di  norme  <1  \D\  (in  numero  finito).  Per  il  lemma  6), 
tutte  le  h  classi  trovano  almeno  un  ideale  rappresentante  nel 
sistema  (4),  generalmente  più  d' uno  e  dobbiamo  ancora  risolvere 
la  questione  di  dividere  questi  ideali  in  gruppi  di  ideali  fra  loro 
equivalenti.  D  numero  h  di  questi  gruppi  dà  il  numero  delle 
classi  ed  estraendo  da  ciascun  gruppo  un  ideale  ad  arbitrio, 
avremo  appunto  un  sistema  completo 

di  rappresentanti  delle  h  classi.  Per  risolvere  l'ultima  questione 
si  ricordi,  dal  §  595),  pag.258,  che  di  un  ideale  dato  noi  sappiamo 
riconoscere  se  è  un  ideale  principale,  e  quindi  intanto  troveremo 

3t 
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subito  nel  sistema  (4)  il  gruppo  degli  ideali  principali,  da  sosti- 
tuirsi coll'unico  ideale  0=(1).  Per  le  altre  classi  poi  conviene 
tener  presente  la  definizione  stessa  di  equivalenza  di  ideaU  se- 
condo Dedekind  (1)  §  81,  e  le  proprietà  degli  ideali  moltiplicatori. 
Ciascun  ideale  nel  sistema  (4)  ammetterà  almeno  un  moltiplica- 
tore M  nel  sistema  stesso  e  per  ciò,  preso  uno  qualunque  degli 
ideali  (4),  p.  e.  Ay  noi  lo  comporremo  con  sé  stesso  e  cogli  altri 
formando  i  prodotti 

A. A,  AB,  AC,... AL, 

e  fra  questi  se  ne  incontrerà  almeno  uno  principale;  allora  il 
secondo  fattore  M  sarà  un  moltiplicatore  di  Ai^).  Trovato  cosi, 
entro  il  sistema  (4),  un  moltiplicatore  M  di  A,  saranno  in  (4) 
equivalenti  ad  A  tutti  e  soli  quegli  ideali  che  ammettono  quel 
moltiplicatore  M.  Cosi  in  effetto,  con  un  numero  finito  di  prove, 
risulta  eseguita  la  divisione  in  gruppi  di  equivalenti  degli  ideali 
(4)  e  trovato  un  sistema  completo 

di  rappresentanti  delle  h  classi. 

§  83. 
Gruppo  dì  composizione  e  periodi  delle  classi. 

Consideriamo   il   sistema  completo  delle  h  classi,  e  indichia- 
mole con 
(1)  Ci,  C^,...  Chi 

la  prima  delle  quali  potremo  supporre  la  classe  principale  Ci  =■  1. 

Se  moltiplichiamo  tutte  le  h  classi  per  una  qualunque  (^.  di  esse, 

gli  h  prodotti 

Ci  Ci,  CiCi,...  CxCi, 


(*)  Naturaliaente  può  anche  darsi  che  sia  A  stesso  un  moltiplicatore 
di  J.(if  =  -1);  in  tal  caso  la  classe  corrispondente  dicesi  ancipite  (ambigua) 
o  di  periodo  2  e  si  ha 

A'  ~  (1). 
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a  causa  delle  proprietà  elementari  sopra  osservate,  coincidono  in 
altro  ordine  colle  (1).  Si  produce  così  snlle  h  classi  (1),  per  mol- 
tiplicazione con  Ci,  una  sostituzione  S(  da  rappresentarsi  con 

^1  ^1  )  Ci  Vi,...  Ch  Ci 


che  si  dirà  la  sostituzione  indotta  dalla  Ci.  È  immediato,  dalle 
proprietà  elementari  della  composizione  delle  classi,  che  due  classi 
diverse  moltiplicatrici  Ci,C^  inducono  sostituzioni  diverse  Si,St, 
e  che  lanciasse  prodotto  CiCk=CtCi  delle  due  Ci,Ct.  diverse  od 
eguali»,  come  moltiplicatrice,  induce  la  sostituzione  composta  o 
prodotto  delle  due  SiS^,  ed  è 

Oj  Oj  ^:^  Joji  >S<- 

Corrispondentemente  alle  h  classi  (1),  avremo  dunque  h  so- 
stituzioni 

(2)  Si=^ì,  St.Ss...'S^ 

sulle  h  lettere  o  simboli  (1),  le  quali  formano  un  gruppo,  poiché 
il  prodotto  di  due  qualunque  delle  S  (distinte  od  eguali)  è  una 
delle  h  S  stesse;  inoltre,  le  sostituzioni  (2)  essendo  due  a  due 
permutabili  fra  loro,  il  gruppo  è,  come  si  dice,  un  gruppo  Abeliano. 
Questo  gruppo,  o  sotto  la  forma  (2)  di  gruppo  di  h  sostituzioni 
su  lettere,  o  riferito  (sotto  forma  isomorfa)  alla  composizione 
delle  h  classi  (1)  dicesi  per  ciò  il  gì'uppo  di  composizione  delle 
classi. 

Le  proprietà  di  questo  gruppo,  che  andiamo  ora  a  stabilire, 
valgono  in  generale  per  gruppi  (finiti)  Abeliani,  come  del  resto 
risulterà  dal  modo  di  dimostrazione  fondato  unicamente  sul  con- 
cetto di  gruppo  e  sulla  permutabilità  delle  operazioni.  Se  pren- 
dendo dalle  il  classi  (1)  un  certo  numero  r  di  esse 

(3)  Ri,  Ki,...  R,, 

queste  formano  un  gruppo  (riproducendosi  per  composizione  fra 
loro)  questo  gruppo  (3)  si  dirà  un  sottogruppo  d'ordine  r  del 
gruppo  totale  (1)  che  avrà  alla  sua  volta  l'ordine  ?i. 
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Vale  anzi  tutto  il  teorema:  L'ordine  r  del  sottogruppo  divide 
l'ordine  h  del  gruppo. 

Questo  si  prova  con  un  ragionamento  ben  noto  come  segue. 
Se  il  sottogruppo  coincide  col  gruppo  è  h=zr,  e  l'enunciato  è 
evidente.  Se  ^  >  r  prendasi  dal  gruppo  (1)  una  qualunque  C, 
fuori  del  sottogruppo  (3),  e  le  r  classi 

(3')  *K,  C,  K,C,...KrC 

saranno  fra  le  (1);  ma  sono  tutte  diverse  fra  loro  e  dalle  (3). 
Per  ciò  appena  W^r  h  anche  y^>2r.  Se  vale  il  segno  d'egua- 
glianza, il  teorema  è  già  provato.  Se  invece  h  >2r  prendasi 
un'altra  delle  classi,  sia  C  fuori  delle  2»'  classi  (3)  e  (3'),  e  si 
formino  similmente  le  classi 

(3")  K,C,  K,C',...KM, 

che  saranno,  per  le  stesse  ragioni,  diverse  fra  loro  e  dalle  (3)  e 
(3'),  e  saranno  dunque  altre  r  nuove  classi.  Cosi  se  h  >  2  r,  è  anche 
A^3r;  e  proseguendo  nel  medesimo  modo,  poiché  h  è  finito,  tro- 
viamo in  effetto 

h  =:  qr     {q  intero), 

e  le  h  classi  risultano  ordinate,  rispetto  al  sottogruppo  (3),  in  un 

quadro  contenente  q  orizzontali  (3),  (3'),  (3")....  ciascuna  di  r  classi. 

Una  classe  qualunque  C  può  comporsi  in  particolare  quante 

volte  si  voglia  con''  se  stessa  e  si   hanno  cosi   1©   sue   successive 

potenze 

(7°  =  1 ,  C,  C\  C\ . . 

Ma  siccome  vi  sono  solo  h  classi  distinte,  queste  da  un  certo 
punto  in  poi  si  ripetono,  ed  un  solito  ragionamento  (Cf.  §  19) 
prova  che  la  prima  a  ripetersi  è  la  classe  principale  C°=^\.  Poiché 
se  supponiamo 

moltiplicando  per  C"^,  viene  (7^  =  1.  Il  più  piccolo  esponente 
intero  e  positivo  (3  pel  quale  ciò  accade  dicesi  il  periodo  della 
classe  C.  Due  potenze  C",  C"  con  esponenti  interi,  positivi  o  ne- 
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gativi,  sono  eguali  allora  soltanto  che  m^=n  (mod  P);  in  parti- 
colare è  0"=:  1  solo  quando  m  è  multiplo  di  (3.  Se  ^  è  il  periodo 
di  C,  le  potenze  di  C  formano  il  sottogruppo 

il  cui  ordine  è  precisamente  P,  onde  segue:  iZ  penodo  ^  di  qua- 
lunque classe  è  un  divisore  del  numero  h  delle  elassi. 

Anche  è  da  osservarsi,  come  conseguenza  di  queste  proprietà, 
che  qualunque  sottogruppo,  contenendo  insieme  ad  ogni  sua 
classe  C  le  potenze  di  questa,  contiene  anche  la  classe  princi- 
pale 1,  ed  insieme  ad  ogni  sua  classe  C  l'inversa  (7~*  di  questa. 

Confrontando  ora  i  periodi  delle  diverse  classi,  otteniamo  le 
proprietà  seguenti  le  cui  dimostrazioni  si  ricavano  senz'altro  da 
quelle  già  esposte  al  §  19  pei  resti  di  potenze  nel  corpo  K{t), 
sostituendo  ai  numeri  le  classi  e  agli  esponenti  cui  appartengono 
i  numeri  i  periodi  delle  classi.  Ci  basterà  quindi  formulare  gli 
enunciati  di  queste  proprietà: 

a)  Se  ^  è  il  periodo  di  una  classe  C,  il  perìodo  ^'  di  una  po- 
tenza C"  di  Ce  dato  da 

essendo  e  il  massimo  comun  divisore  di  m  e  di  p.  (Cf.  pag.  79). 

b)  Se  le  due  classi  Ci,  C,  hanno  periodi  p,,  p,  primi  fra  loro, 
il  peì'iodo  p  della  classe  prodotto  è  il  prodotto  dei  due  periodi 

P  =  p.P,     (pag.  80  Y)). 

Analogamente  pel  prodotto  di  più  classi,  i  cui  periodi  siano 
due  a  due  primi  fra  loro. 

e)   Tutti  i  perioqii  delle  varie   classi   dividono  il  massimo  fra 
di  essi  (ibid.  ò). 

Consideriamo  ora,  entro  il  gruppo  totale  G^  delle  h  classi 

Gn=.  (  6| ,  Cj , . . .  Cft), 
un  suo  sottogruppo  qualunque 


358  Capìtolo  VII  —  §  83 

d'ordine  r,  e  per  ogni  classe  C  definiamo,  insieme  al  periodo  as- 
soluto p,  il  periodo  relativo  (3,  di  C  rispetto  al  sottogruppo  I\ , 
come  il  minimo  esponente  |3,  (intero  e  positivo)  pel  quale  accade 
che  C^i  si  trova  in  F,.  Siccome  C^=l  è  gìk  in  F,  questo  espo- 
nente relativo  (3,  esiste  ed  è  in  ogni  caso  Pi  ^  p.  Ed  allora  ogni 
altro  esponente  y  pel  quale  accade  che  C"^  appartiene  a  F^  sarà 
necessariamente  multiplo  di  questo  minimo  p,  poiché  supposto 

se  si  divide  y  per  p,  e  si  indica  con  ,?  il  minimo  resto  positivo 
(o  nullo)  di  Y  (mod  (3,),  si  avrà 

Y  =  5  (3,  -|-  « ,  con  q  intero  0  <  ,y  <  j3i . 


Ma  allora  è 
indi 


C'ih,C'=:Iu, 


e  siccome  C^»  è  una  K,  anche  G'  è  in  F,,  onde,  essendo  0^5  <  |3i, 
risulta  5=rO,  e. d.d.  In  particolare  si  ha: 

a)  Il  perìodo  relativo  |3i  è  sempre  un  divisore  del  periodo  as- 
soluto ^. 

Difatti  C^  =  l  trovasi  in  F,. 

Dopo  ciò  possiamo  vedere  che  per  i  periodi  relativi  valgono 
le  proposizioni  analoghe  alle  a)  b)  e)  pei  periodi  assoluti  : 

a')  Se  Pi  è  il  pei'iodo  relativo  della  classe  C,  il  periodo  relativo  y 
di  una  potenza  C"  di  C  sarà  dato  da  y  =  — ,  dove  e  è  il  massi- 
mo comun  divism^e  di  m  e  di  p, . 

E  infatti  se 

per  quanto   sopra   si   è  visto,  deve   essere  my  multiplo  di    Pi,  e 

per  ciò  Y  di  —  ;  ma  d'altra  parte 
e 

h  ™ 

((7"')s:rr:(6'Pi)s 

è  già  in  F, ,  dunque  y  =  —  • 
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6')  Se  i  periodi  relativi  ^i,  p,  di  due  classi  Cj,  (7,  sono  pigimi 
fra  loro,  il  periodo  relativo  ^  della  classe  prodotto  è  il  prodotto  ^i  p, 
dei  due. 

Per  ipotesi  {CyC,f—C^CÌ  è  in  T,,  qnindi 

(4)  C\  =  G7^,K,; 

ma  per  a')  il  periodo  relativo  di  Ci  è  un  divisore  di  Pi,  quello 
di  C,"^,  e  per  conseguenza  quello  uguale  di  C;^  Ki(*),  è  un  divi- 
sore di  p,.  E  siccome  p,,  p,  sono  primi  fra  loro  il  periodo  rela- 
tivo delle  due  classi  eguali  a  destra  e  a  sinistra  in  (4)  è  rr:  1, 
cioè  Cf  e  Cf  sono  in  F,,  e  per  ciò  P  è  multiplo  insieme  di  Pi 
e  p, ,  indi  del  prodotto  (5,  P, .  D'altra  parte 

è  già  in  r,,  onde  rilevasi  p  =  p,  p, . 

e')  Tutti  i  periodi  relativi  delle  varie  classi  dividono  il  massimo 
fra  di  essi. 

Fondandosi  sulle  proprietà  precedenti,  la  dimostrazione  pro- 
cede come  nell'analoga  proposizione  8)  al  §  19.  Sia  d  il  massimo 
dei  periodi  relativi  e  C  una  classe  con  questo  periodo  relativo. 
Un'altra  classe  C  abbia  il  periodo  relativo  5  e  supponiamo,  se 
è  possibile,  che  8  non  divida  d.  Vi  sarà  allora  in  8  almeno  ui. 
divisore  primo  p  che  entrerà  in  8  ad  una  potenza  p"^^'  maggiore 
di  quella  J9'  a  cui  entra  in  d,  dove  dunque  r>  0,  *^0.  Se  poniamo 

8=2)'^'.  8,,     d:=p'.d^y 
saranno  8,  e  d^  non  più  divisibili  per  p.  Allora  le  due  classi 

pel  teorema  a')  hanno  i  rispettivi  periodi  relativi 


(*)  Essendo  già  Ki  in  V,  è  immediato  che  il  periodo  relativo  di  una 
qualunque  C  eguaglia  quello  di  OKi  . 
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che  sono  primi  fra  loro.  Dunque  per  ¥)  la  classe  prodotto  J^B'' 
ha  il  periodo  relativo 

ciò  che  è  contradditorio.  / 


§  84. 
Le  classi  fondamentali  e  le  basi  del  grappo. 

Se  fra  le  h  classi  se  ne  considera  un  certo  numero  s: 

(1)  H,,H,,...H,, 

i  cui  rispettivi  periodi  (assoluti)  indichiamo  con 

Pi,    Pjk-'P., 

indi  formiamo  i  prodotti  delle  potenze  delle  H 

(2)  HlvHl^...H^.>, 

è  chiaro  che  questa  classe  è  certamente  la  principale  se  Yu  ?»•••  Y« 
sono  rispettivamente  multipli  dei  periodi  (3i,  P«,...  (3,.  Diremo  che 
le  *  classi  ^i,  Ht,...H,  sono  fra  loro  indipendenti  quando  la  classe 
(2)  sia  principale  soltanto  se  ogni  y^  è  multiplo  del  corrispon- 
dente periodo  ^j.  In  tal  caso,  facendo  percorrere  nella  (2)  a  cia- 
scun esponente  y<  un  sistema  completo  di  resti  rispetto  al  rela- 
tivo periodo  (5,,  si  ottengono  manifestamente 

(3  =  PiP,....p. 

classi  diverse  che  formano  un  sottogruppo  F  di  ordine  (3.  Questo 
si  indicherà  colla  notazione 

ponendo  in  evidenza  le  classi  generatrici  di  F,  e  si  dirà  che 
[Hi,  H,,...H,\  è  una  base  del  sottogruppo  F. 

È  importante  dimostrare  che  il  gruppo  stesso  totale  delle  h 
classi  (?  =  (C, ,  (7,,...  Cft)  possiede  delle  basi  [Hi ,  H, , . . . H,],  cioè 
ohe  si  possono  scegliere  entro  G  un  certo  numero  di  classi  che 
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siano  fra  loro  indipendenti  e  servano  a  generare  tutto  il  gruppo  G. 
Del  resto  queste  basi  possono  scegliersi  in  diversi  modi  ed  anche 
può  variare  dall'una  all'altra  il  numero  s  dei  termini  della  base 
(delle  classi  generatrici).  Qui  conviene  adottare  un  determinato 
modo  di  costruzione  di  una  base  che  risulta  dal  procedimento 
seguente. 

Sia  «i  il  massimo  dei  periodi  (assoluti)  delle  classi  ed  Hi  una 
classe  di  questo  massimo  periodo.  Formiamo  il  gruppo  F,  delle 
potenze  di  i7, 

da  indicarsi  con  Fi  =  [Hi],  Può  accadere  che  F^  esaurisca  già 
tutto  il  gruppo  (Tft,  ed  allora  è  h=:ni,  ed  e  trovata  la  base  [Hi] 
di  un  sol  termine. 

In  caso  contrario  esisteranno  delle  classi  fuori  di  Fj  e  per 
ciascuna  di  queste  il  periodo  relativo  a  F,  sarà  >1.  Sia  n»  il 
massimo  di  questi  periodi  relativi,  di  cui  tutti  gli  altri  saranno 
divisori  (§83  e'))  mentre  poi  n,  dividerà  rij  (senza  escludere  che 
possa  aversi  n^^zn^).  Ora  dimostriamo  il  lemma: 

Esiste  una  classe  //, ,  indipendente  da  Hy ,  il  cui  periodo  assoluto 
eguaglia  il  massimo  n,  dei  detti  periodi  relativi. 

Sia  JETj'  una  classe  di  periodo  relativo  n, ,  di  modo  che  sia 

(3)  H'\^=m^. 

n 

Questa  elevata  all'esponente  — -^  poiché  certamente  per  l'ipo- 
tesi fatta  su  n,  si  ha 

ci  dà 


^'^=1, 


Mi 

Te  n 

Ma  Hi  è  &  periodo  n, ,  quindi-^  deve  essere  multiplo  di  n,, 

**, 

cioè 

^i  ==?!«»,    (<2i  intero), 

per  cui  la  (3)  può  scriversi 

(4)  {h:  Hr^Y^^i. 
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E  allora  se  poniamo 

questa  classe  H^  ha  lo  stesso  periodo  relativo  di  i//,  cioè  n^,  onde 
il  periodo  assoluto  di  H^  è  multiplo  di  n,.  D'altronde  per  la  (4) 
è  già 

e  il  periodo  assoluto  di  //,  è  un  divisore  di  n, ,  sicché  la  H^  ha 
il  periodo  assoluto  eguale  al  massimo  n.^  dei  periodi  relativi  come 
si  voleva.  Con  questo  è  anche  provato  che  J7, ,  H^  sono  indipen- 
denti, perchè  se 

deve  essere  a,  multiplo  del  periodo  relativo  n,  che  è  anche  l'as- 
soluto, indi  poi  a,  multiplo  di  n,. 
Se  ora  costruiamo  il  sottogruppo 

questo  avrà  l'ordine  =:nin, ;  e  se  esaurisce  il  gruppo  totale  G 
sarà  ^  ==:  71,  Wj 

ed  avremo  costruita  la  base  cercata  con  due  termini. 

Altrimenti  si  proseguirà  in  modo  analogo  fondandosi  sul 
lemma  generale  seguente.  Supponiamo  già  trovate  r  classi  indi- 
pendenti 

Iti,  HtT-.H^ 

di  rispettivi  periodi  assoluti 

Tii,  n,,...n, 

e  dotate  di  queste  proprietà  che  ciascun  periodo  n,-  («  =  2,  3,...r) 
divida  il  precedente  e  sia  il  massimo  dei  periodi  relativi  delle 
classi  rispetto  al  sottogruppo 

r<_i  =  [-H, ,  Zf, , . . .  Hi  _i]. 
Dimostriamo  allora  che: 
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Se  il  gruppo  F,  =  [^, ,  Hi,...H^]  non  emurisce  G^{*),  si  potrà 
trovare  una  {r-\-l)'^  classe  H^+i ,  che  insieme  alle  prime  r  forma 
un  sistema  H^,  J9, , . . .  fi^, ,  H^+i  colle  medesime  proprietà. 

E  infatti  sia  w,_^,>  1  il  massimo  dei  periodi  relativi  delle  classi 
rispetto  al  sottogruppo 

r.==  [77,, /?,,.. .i/,] 
e  sia  /T,^,  una  classe  di  questo  massimo  periodo  relativo,  onde 

(5)  IT^LV  =  H^'  H^'  . . .  h!"' 

Siccome  già  H'^li  trovasi  in  F,.,,  e  per  ciò  anche  in  F, ,  sarà 
Ur+i  un  divisore  di  n,  e  di  tutte  le  n,  precedenti.  Elevando  la  (5) 
all'  esponente  — -,  avendosi  IT^li  =  1 ,  ne  segue 


n. 


r+l 


le  n 
ma  le  Hi,  H^,..H^  sono  indipendenti  e  perciò  intanto  — — ^  deve 

essere  multiplo  del  periodo  «i  di  Zf, ,  indi 

X;,  =  5,  n,^i         (q,  intero). 

Elevando  ora  la  (5)  a  — -,  a  sinistra  risulta  H'^  che  è  in  F» 
(una  potenza  di  H^)  e  a  destra  l'esponente  di  H. 

deve  essere  multiplo  di  n^  (periodo  di  H,),  cioè 

li^^=q^  n,^,     (g,  intero). 

Cosi  continuando,  ne  concludiamo  che  nella  (5)  gli  esponenti 
ATi,  fe, ,...Ar,  sono  tutti  multipli  di  n,.,: 


(*)  Se  lo  esaarisse,  avremmo  già  la  base  cercata. 
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e  allora  la  (5)  si  può  scrivere- 

o  ponendo 

(a)         Il^,^H\^,Hr^...H-'^r^ 

Per  la  (a)  la  H^^^^  ha,  rispetto  a  F^,  lo  stesso  periodo  relativo 
di  -ff'r+i  cioè  «r+D  di  cui  dunque  il  periodo  assoluto  di  H^j^^  sarà 
multiplo,  e  per  la  (6)  invece  risulta  divisore  di  w,^i.  Se  ne  con- 
clude che  è  uguale  a  n^+i,  come  si  voleva.  La  H^^^i  è  manifesta- 
mente indipendente  da  H^^  Kj,...!!,,  avendo  il  periodo  relativo 
eguale  all'assoluto  ed  il  sistema  di  r-\-l  classi  H^^H^^.H^^i  ha  le 
proprietà  richieste. 

Possiamo  compendiare  questi  risultati  nel  teorema  seguente: 
A)  Nel  gruppo  totale  Gu  =  {Ci^  C.jy..C,,)  delle  classi  si  può  sem- 
pre scegliere  un  certo  numero  r  di  classi 

generatrici  di  tutto  il  gruppo,  costituenti  una  base  dotata  delle  pro- 
prietà seguenti, 

l.o  i  periodi  ni,  n.j,ni,...n^  delle  rispettive  classi  sono  ciascuno 
divisore  del  precedente,  ed  è  Zi  =  Wi  «^  ns,...n,, 

2.'^  ?i,  è  il  massimo  dei  periodi  assoluti  di  tutte  le  classi,  n,  il 
massimo  dei  periodi  relativi  rispetto  al  sottogruppo  [11^,  «s  il  mas- 
simo dei  periodi  relativi  rispetto  al  sottogruppo  [H^^H^,  e  così  via. 
Una  qualunque  C  delle  classi  si  esprimerà  ora  per  le  gene- 
ratrici ^1,  H.i,..,IIr  in  uno  ed  in  un  sol  modo  sotto  la  forma 

(I)  C=mi  Hf*...H^r, 

dove  Uf  («  =  1 ,  2,...r)  è  un  esponente  preso  fra  i  numeri 

0,l,2,...n,-l 

(più  in  generale  fra  i  numeri  di  un  sistema  completo  di  resti 
(mod  n,).  Per  queste  ragioni  si  dirà  anche  che  j^, ,  H^^.-.H^  costi- 
tuiscono un  sistema  di  classi  fondamentali. 
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È  evidente  poi  che  se,  in  luogo  del  gruppo  completo  G^,  con- 
siderassimo un  qualunque  suo  sottogruppo,  potremmo  costruirne 
delle  basi  dotate  delle  proprietà  analoghe. 

§  85. 
I  periodi  n,,n,...n,  delle  elassi  generatrici  come  iiiyarianti. 

Applichiamo  in  primo  luogo  la  costruzione  ottenuta  col  teo- 
rema A)  per  una  base 

del  gruppo  G,,  di  composizione  a  trattare  il  problema  seguente. 
Sia  n  un  qualunque   intero    positivo  e  consideriamo   le    potenze 
n""  delle  h  classi  : 
(1)  Ci ,  C",  ...Ci 

che  sono  fra  le  h  classi  ma,  in  generale,  non  le  esauriranno  tutte. 
In  ogni  caso  le  (1)  formano  un  sottogruppo  di  G^,  perchè  se 
d  Ck=Ci  è  anche  C"  Ci  =■  Ci  ;  questo  si  dirà  il  sottogruppo  delle 
classi  n  —  plicate.  Quale  è  il  suo  ordine  m  ?  Per  questo  si  consi- 
deri che  qualunque  classe  C  si  esprime  per  le  generatrici  Hi  colla 
formola  (I)  e  si  ha  quindi 

L' ordine  m  cercato  sarà  il  numero  delle  classi  diverse  di 
questa  forma  quando  in  generale  a,  percorra  un  sistema  com- 
pleto di  resti  (mod  n,).  Ma  allora  na^  percorre  (mod  n^  soltanto 

n.  ....  ....  .   . 

— -  valori  distinti,  se  con  g,-  indichiamo  il  massimo  comun   divi- 
di 

sore  di  (n,  n.)  ;  e  si  osservi  che  siccome  n,-  divide  tutti  i  prece- 
denti, anche  e,-  divide  le  e  precedenti.  Si  ha  dunque: 

a)  L'ordine  m  del  sottogruppo  delle  classi  n''"""  è  dato  da 

essendo  e,  il  massimo  comun  divisore  di  (n,  n,).  Si  vede  in  partico- 
lare che  si  ha  m=zh  solo  nel  caso  che  n  sia  primo  con  h. 
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Di  qui  possiamo  dedurre  quest'altro  teorema: 
P)  Se  si  costruiscono,  secondo  il  teorema  A),  dtie  diverse  basi 

[if/,  Hi,...H,'] 

del  gruppo  G^  di  composizione,  i  numeri  r,8  dei  termini  nelle  due 
basi  sono  gli  stessi  e  i  periodi  n,',  w,'....c?eZZe  classi  nella  seconda 
ba^^e  coincidono  ordinatamente  con  quelli  n, ,  n, , . . .  della  prima. 

Intanto  si  ha  certamente  ni=zn\,  poiché  l'uno  e  l'altro  di 
questi  numeri  eguaglia  il  massimo  dei  periodi  assoluti.  E  allora 
basterà  far  vedere  che,  supposto  già 

con  i  ^r,  si  avrà  anche  ì  -^s  e  sarà  w,.  =r:n'.-. 

Che  sia  i-^s  risulta  dal  considerare  che  nel  caso  contrario  la 
seconda  base  consterebbe  solo  di  i — 1  termini  e  sarebbe  dunque 

h  =  n\  n\ . . .  n\,i  =  «,  rij . . . ,  w,-., , 

mentre  dalla  prima  risulta 

h  =  nin.i...ni.i  «;..., 

ciò  che  è  contradditorio. 

Per  provare  poi  che  n<  r=  n'<  consideriamo  il  sottogruppo  delle 
potenze  Wj  delle  classi  e  valutiamone  l'ordine  col  teorema  a),  in 
doppio  modo,  colle  due  basi.  Per  la  prima,  essendo  «^  un  divisore 
di  «1,  ni,...«M  5  e  multiplo  del  seguente,  si  ha 

8i  r=:  82  = . . .  =  8,.,  =^  Ui ,  8.  =  n< ,  8,+,  =z  ni+i , . . 

indi 

n,      Ui  n,., 

Colla  seconda  base  abbiamo  ancora 

e'i  =  e,  = . . . .  ==  8'..i  =  w. , 
e  per  ciò 


«1 

n, 

rii.x 

fii 

m  =  — 

Ut 

Ui 

n. 

8. 
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e  confrontando  colla  precedente  risulta 

-7-  rr=  1  ,      8,  =  n. , 

e. 

vale  a  dire  n,' divide  n,-.  Invertendo  le  due  basi,  sarà  similmente 
n(  divisore  di  n/  e  per  ciò  ni=^n/,  ed. d. 

Per  le  proprietà  espresse  da  f[uesto  teorema  P),  i  numeri 
«,,  Tj, ,...n^  diconsi  i  periodi  fondamentali,  od  anche  gli  invarianti 
del  gruppo  di  composizione  delle  classi. 

I  risultati  precedenti  possono  anche  applicarsi  a  determinare 
il  numero  delle  classi  ancipiti  o  a  periodo  2  (§  82),  cioè  delle 
classi  A  tali  che 

e  fra  queste  computeremo  anche  la  classe  principale  (sebbene  il 
suo  periodo  sia  =1).  Una  classe  A  espressa  colla  formola  (I) 

sarà  aacip.te  allora  e  allora  soltanto  che  si  abbia 

2  Ui  =  0  (mod  71.)  «  =  1 , 2 , . .  r. 

Siccome  qui  ad  aj  basta  dare  i  valori 

0,l,2,...n,-l, 

vediamo  che  se  n.-  è  dispari  non  si  può  prendere  che  a,=:0, 
laddove  se  n,  è  pari  è  ammissibile,  oltre  questo,  solo  l'altro  va- 
lore  -j^-.  Supposto  dunque  che  nella  serie  dei  periodi  fondamen- 
tali  (ciascuno  dei  quali  divide  il  precedente)  i  primi  jx  siano  pari 
(i  seguenti  dispari),  sarà  2"  il  numero  delle  classi  ancipiti: 

R  numero  delle  classi  ancipiti  (compresa  la  principale)  è  sempre 
una  potenza  del  2,  ed  è  dato  da  2>^,  se  \k  è  il  numero  dei  periodi 
fondamentali  pari. 

Si  osservi  che  ques<?e  2^  classi  ancipiti 

A,,  A,,...A,f^ 
formano  in  G^  un  sottogruppo  d'ordine  2'".  Quando  il  numero  h 
delle  classi  è  dispari  (e  solo  in  questo  caso)  non  vi   sono  classi 
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ancipiti,  salvo  la  principale.  Se  si  ripartiscono  tutte  le  h  classi 
nel  modo  del  §  83,  rispetto  al  sottogruppo  delle  classi  ancipiti, 
nelle  m  =.  -z^  orizzontali 

KfAi,  KfAj,...  KiA,ì^  (t  — l,2,...m) 

è  immediato  che  tutte  quelle  di  una  stessa  orizzontale  danno 
quadrati  eguali,  e  due  di  orizzontale  diversa  quadrati  diversi  (*), 
e  per  ciò  il  numero  delle  classi  duplicate  distinte  è  m  z=—-^  come 
segue  anche,  dal  teorema  P). 


§  86. 

I  fattori  ideali  di  Kummer. 
Concetto  assoluto  di  massimo  commi  dÌTÌsore. 

Si  è  visto,  al  §  83,  che  il  periodo  di  qualunque  classe  C  è 
un  divisore  del  numero  h  delle  classi,  e  per  ciò  in  ogni  caso  (7* 
è  la  classe  principale  C"'^  1,  ciò  che  possiamo  significare  anche 
cosi  : 

Se  A  è  un  qualunque  ideale,  elevandolo  al  numero  h  delle  classi, 
si  ottiene  in  A''  un  ideale  principale  (**). 

Questo  fatto  fondamentale  è  stato  messo  in  relazione  da 
Dedekind  col  primitivo  concetto  di  fattori  ideali  secondo  Kummer, 
nel  modo  seguente. 

Sia  Y  un  numero  di  K{Q)  generatore  (definito  a  meno  di  un'u- 
nità) dell'ideale  principale  A'' 

A'^iy). 


(*)  Se  0*=C'*,  si  ha  ((7'(7-')'  =  l,  cioè  C'C"*  è  uh»  classe  ancipite  Aj 

indi 

C'  =  OA. 

(**)  È  questo  il  teorema  di  cui  si  è  già  fatto  uso  al  $  69.  In  generale 
però  accadrà  che  il  periodo  ^  di  J.  sia  minore  (un  divisore)  di  h,  e  al- 
lora già  A.^   sarà  principale. 
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làtroduciamo  il  numero 

k  _ 

che  è  un  intero  algebrico  (§  31),  ma  non  appartiene  a  ^(6),  a 
meno  che  A  stesso  non  sia  già  un  ideale  principale.  E  infatti, 
se  Yo  fosse  in  5" (6),  avremmo" 

^'^=(Yo)=(Yo)\ 
da   cui(*) 

A  =  (Yo), 

cioè  A  sarebbe  principale.  Ma,  pure  non  esistendo  Yo  iii  ^[^)i  © 
facile  vedere  che  l'ideale  A  consta  di  tutti  e  soli  i  numeri  in- 
teri di  K(Q)  che  sono  divisibili  per  l'intero  algebrico  Yo-  Difatti 
se  a  è  in  A,  la  potenza  a*  è  in  A",  indi  divisibile  per  y  =  Yo;  dunque 
I  —  j  è  un  intero  algebrico,  per  ciò  anche  — ,  ossia  qualunque 
numero  a  di  ^  è  divisibile  per  Yo-  Viceversa  se  a  è  un  intero  di 
K{Q)  divisibile  per  Yoj  sarà  a*  divisibile  per  y5  =  Yj  ossia  a*  per  A\ 
e  quindi  a  per  A,  vale  a  dire  a  è  in  A^  e.  d.  d. 

Cosi  dunque  ad  ogni  ideale  non  principale  A  di  ^(6)  si  può 
sostituire  un  intero  algebrico  Yo?  che  non  esiste  in  K{Q)  ma  fuori 
di  questo  corpo  e  i  multipli  di  Yo  in  -^"(8)  sono  precisamente  i  nu- 
meri di  -<4(**j.  In  particolare  nella  decomposizione  di  un  ideale 
principale  (y)  o  numero  y  nei  suoi  ideali  primi 

(Y)  =  Prxi^».... 


(*)  Per  gli  ideali,  come  in  aritmetica  per  i  numeri  positivi,  l'egua- 
glianza J.'  =  jB'  delle  potenze  r""  di  due  ideali  porta  che  siano  eguali  gli 
ideali  stessi  A  =  B,  come  si  riconosce  subito  dalla  decomposizione  in  fat- 
tori ideali  primi.  , 

(••)  Si  può  anche  osservare  che,  preso  un  qualunque  intero  algebrico  o) 
fuori  del  corpo  ^(9),  esistono  in  K(Q)  infiniti  interi  divisibili  per  O)  e 
formano  un  ideale.  Che  esistano  di  tali  interi  in  ^"(0)  è  immediato,  per- 
chè vi  esiste  norma  di  (à  ;  e  che  formino  un  ideale  risulta  dalla  defini- 
zione stessa  d' ideale.  Ma  bastano  già  gli  interi  algebrici  radici  di  un'  e- 
qnazione  binomia 

X*  =  Y  (T  intero  in  K(B) 

per  avere  tutti  gli  ideali  del  corpo. 

24 
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si  può  sostituire  ciascuno  di  questi  ideali  P,.  con  un  corrispon- 
dente intero  algebrico  y,,  generalmente  esistente  solo  f^ori  di  K{Q)f 
e  si  ila  cosi  la  decomposizione 

Y  =  Y^'  Y^-->- 

Questi  nuovi  numeri  YijYs-»*  sono  generalmente  non  esistenti 
in  K{Q)  e  fu  appunto  nel  riconoscere  necessaria  la  loro  introdu- 
zione come  elementi  fittizi  in  K{Q),  per  ristabilire  le  leggi  della 
divisibilità,  che  si  presentarono  a  Kummer  quali  fattori  ideali. 

Per  quei  corpi  algebrici  pei  quali  il  numero  h  delle  classi  è 
=  1,  e  nei  quali  quindi  tutti  gli  ideali  sono  principali,  valgono 
già  pei  numeri  (cf.  §  69)  le  leggi  ordinarie  di  divisibilità,  senza 
elle  sia  necessaria  l'introduzione  di  fattori  ideali.  Così  p.  e.  per 
i  corpi  quadratici  K^frn)  si  ha^r^:^  pei  seguenti  valori  di  m: 

corpi  immaginarii  m  =  —  1,  — 2,  — 3,  — 7,  — 11,  — 19,  — 43,  — 67 
corpi  reali    mz=^2,  3,  5,  6,  7,  11,  14,  17,  19,  21,  22,  23,  29,  33, ecc.; 

si  ha  invece  ^  =  2  pei  seguenti  valori  di  m 

{  m  —  —6,  —6,  —10,  —13,-15,  —22,  —35,  —37,  ecc. 
^  ~  ^  j  m  =  10,  15,  26,  30,  34  ecc. 

e  qui  sono  da  introdurre  fattori  ideali  esistenti  in  corpi  biqua- 
dratici, e  cosi  via. 

Le  considerazioni  superiori  servono  anche  a  stabilire  un'altra 
importante  conseguenza  (Dedekind),  colla  quale  si  giunge  ad  un 
concetto  assoluto  di  massimo  comun  divisore  per  due  interi  al- 
gebrici a,  (3,  comunque  dati.  Dimostriamo: 

Per  due  interi  algebrici  a,  (3  comunque  dati,  fra  gli  infiniti  divi- 
sori comuni  di  a,  (3  ve  ne  ha  uno  b,  determinato  a  meno  di  un  fattore 
unità,  da  riguardarsi  come  loro  massimo  comun  divisore,  caratteriz- 
zato dalla  proprietà  che  esistono  altri  due  interi  algebrici  $,  t],  tali 
che  si  abbia 
(1)  aH-Pìi=:8. 
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Si  dimostrerà  più  tardi  (§  112)  che,  dati  comunque  due  (o  più) 
interi  algebrici  a,'j3,  esiste  sempre  un  corpo  algebrico  finito  che 
li  contiene.  Ciò  ammesso,  sia  ^(0)  un  tale  corpo  ed  h  il  numero 
delle  sue  classi;  consideriamo  in  ^(6)  i  due  ideali  principali  (a),  (p), 
i  quali  avranno  un  ideale  massimo  loro  comun  divisore,  sia  Z>,  e 

poniamo 

(a)  =  AD,    {^)  =  BD, 

dove  i  due  ideali  A  e  B  saranno  primi  fra  loro.  I  tre  ideali  A''^ 
jB*,  D*  sono  principali  e  noi  poniamo 

dove  gli  interi  X,  u,  y  di  K(Q)  sono  determinati  ciascuno  a  meno 
di  un'unità  in  /v(6),  e  inoltre  i  due  primi  l,  a  sono  primi  fra 
loro,  tali  essendo  A'',B''.  Abbiamo  quindi 

(a)''=  (X)  (Y)  :=  (X Y),    ((3)*  =  (^i)  (Y)  =  i[iy), 
e  per  ciò,  a  meno  di  unità 

Siccome  X,  [i  sono  primi  fra  loro  (vale  a  dire  l'ideale  (X,  |.i) 
coincide  coli' ideale  unità),  esistono  in  K{Q)  due  interi  )/,n'  tali 
che  si  abbia 

XX'  +  ^tJi'zz:!, 

da  cui  moltiplicando  per  y 

(2)  a^X'+p^jx'^^. 

Introducendo  l'intero  algebrico 

b=Vy,     y  =  b\ 
che  sarà  generalmente  fuori  di  K(b),  siccome 

sono  interi  algebrici  anche  -r-,  -^,  cioè  5  è  un  divisore  comune 

0         0 
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di  «,  j%  e  quindi  anche  iV"'  è  un  divisore  comune  di  fi''  ',  fj*"', 
poniamo  dunque 

a'—}/:r=8''-'l,  {^"-'11'=  8"-' TI, 

con  H,Ti  interi  algebrici.  Sostituendo  nella  (2)  si  ha 

e  dividendo  per  8*"'  ne  risalta  la  formola  (1)  enunciata.  Trovato 
cosi  in  effetto  un  divisor  comune  5  di  a,  p,  tale  che  sussista  una 
relazione  (1),  osserviamo  che  dalla  (1)  stessa  risulta  che  ogni  altro 
divisor  comune  di  a,  (3  divide  8.  D'altra  parte  se  per  un  altro 
divisor  comune  81  sussiste  una  relazione  analoga 

a|,-l- filli— 81     (11,  11,  interi  algebrici), 

i  due  numeri  8,81  si  dividono  scambievolmente  e  non  differiscono 
che  per  un'unità.  Tutto  ciò  giustifica  il  nome  di  massimo  ccmun 
divisore  dato  a  8. 

In  particolare  la  nozione  di  numeri  interi  algebrici  primi  fra 
loro  acquista  così  un  significato  assoluto.  I  due  interi  algebrici 
a,  j5  saranno  primi  fra  loro  quando  esistano  due  altri  interi  al- 
gebrici I,  Tj,  tali  che  si  abbia 

§  87. 

I  numeri  frazionari  coordinati  alle  classi  di  ideali. 

Teorema  di  Hiirwitz. 

Coi  risultati  del  paragrafo  precedente,  ricordando  dal  §  71 D) 
che  qualunque  ideale  in  ^(0)  può  considerarsi  come  massimo 
comun  divisore  di  due  interi  a,  j3  del  corpo,  dei  quali  anzi  uno 
può  prendersi  ad  arbitrio,  si  può  decidere  la  questione  seguente: 
quando  è  che  due  coppie  (a,  P),  (a',  (3')  di  interi  in  K{d)  indivi- 
duano il  medesimo  ideale 

(a,(3)  =  (a',!3')? 
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A  questa  risponde  il  teorema  di  Hur\ritz  : 
Pei'  l'eguaglianza  dei  due  ideali  (a,  |3),'(a',  P')  è  necessario  e  suf- 
ficiente che  a',  P'  siano  legati  ad  a,  (5  d^  una  sostituzione  lineare 

con  coefficienti  X.  [a,  v,  q  interi  in  K{^)  e  di  determinante  }.q  —  ixu=:  1 
{sostituzione  unimodulare). 

Che    la    condizione    sia    sufficiente    è    immediato,    perchè    se 
Ào  —  uv=:l,  risolvendo  le  (1),  si  ha 

(      P=:-va'-]-ÀP', 

e  ne  segue  pel  criterio  fondamentale  di  eguaglianza  di  due  ideali 
(§  57)  che  (a,  p),  (a',  p')  coincidono. 

Per  dimostrare  poi  che  la  condizione  è  necessaria  si  indichi, 
come  sopra,  con  h  il  numero  delle  classi  in  ^(6)  e  posto 

sarà  Z>*  un  ideale  principale,  poniamo  ancora 

con  Y  intero  in  À'(6).  Introduciamo  di    nuovo    l'intero  algebrico 
(generalmente  fuori  di  ^(8) 

e  sarà  8  il  massimo  comun  divisore  di  a,  P  sopra  definito.  Avremo 
poi 

con  y'?  ^'  interi  in  K{Q),  e  se  poniamo 

-aranuo  5,11  interi  in  à'(8),  ambedue  divisibili  per  l'intero  alge- 
brico 6''"',  e  tali  che 

2)  b^^ai-^-M; 


374  Capitolo   VII  —  §  87 

similmente  avremo  in  K{Q)  due  interi  |',  rj'  divisibili  per  ò""'  pei 
quali  sussisterà  la  relazione 

(2*)  5"— a'r+  p'V. 

Ora  pongasi 


/    ,_a'^  +  N'  _a'Ti  — aV 


(3) 

e  si  avrà  identicamente  ^ 


i 


le  quali  relazioni  coincidono  colle  (1).  Si  ha  inoltre 

A  9         [AV  — , 

ossia  per  le  (2),  (2*) 

Xq  —  [I V  =  1 . 

Se  proviamo  che  i  numeri  X,  fx,  v,  o,  dati  dalle  (3),  sono  interi 
in  ^(6),  resta  dimostrato  il  teorema  di  Hurwitz.  Intanto  essi 
sono  in  ^(6),  perchè  i  numeri 

a,p;    a',p';    r,V;    r,  Vi  8" 

appartengono  tutti  a  questo  corpo;  ma  di  più  a, ^  e  a,^'  sono 
divisibili  per  8,  mentre  ^, i^;  'E^^t]'  sono  divisibili  per  ò''~\  e  dalle 
(3)  segue  appunto  che  À,  iì,,v,q  sono  interi,  onde  è  provato  il 
teorema  di  Hurwitz. 

Da  questo  teorema,  che  dà  la  condizione  necessaria  e  suffi- 
ciente per  l'eguaglianza  di  due  ideali,  è  facile  dedurre  la  condi- 
zione perchè  due  ideali  (a,  |3),  («',  (3')  siano  equivalenti.  In  questo 
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aso  infatti,  secondo  la  definizione  di  equivalenza  (§  80),  esiste- 
ranno in  ^(8)  due  interi  y,  y'  tali  che  si  abbia 

(Y).(a,P)  =  (Y').(a',r), 
ossia 

Pel  teorema  di  Hurwitz,  è  necessario  e  sufficiente  che  si  abbia 
Y'a'^X.ya-h^i.YP 


(     Y'P'  =  v.Ya4-o.YP, 

dove  (        I  è  una  sostituzione  unimodulare  con  coefficienti  ?.,  ^,  v,  ^ 
.\v,q/ 

interi  in  ^(6). 

Dalle  (4)  dividendo  e  ponendo 


a 

a 

<ieducianio 

(I) 

^,_Xa4-^ 

(?.Q UV=  1) 

vo 

Viceversa  se  supponiamo   i    due  numeri   frazionarli    a  =  -5-, 

a'  .  P 

o'  =  -^,  legati  dalla  sostituzione  unimodulare  (I),  ponendo  il  nu- 

H 

mero  frazionario 

Àtx-l-u(3  va-|-Q(3 

y' 

sotto  una  forma  qualunque  — ,  ne  risultano  le  (4),  e  pel  teorema 
di  Hurwitz,  i  due  ideali  (a,  P),  (a',  P')  sono  equivalenti.  Se  adunque 
ad  ogni  ideale,  scritto  sotto  la  forma  binaria  (a,  p),  coordiniamo 
il  numero  frazionario  0^=—-^  e  viceversa  ad  ogni  numero  fra- 
zionario a  scritto  sotto  una  qualunque  delle  sue  forme  —  coor- 

...  .  .  .  .  i^  . 

diniamo  l'ideale  (a,  (3)  e  diciamo  equivalenti  in  K{b)  due  numeri 

frazionarli  g^q  quando  siano  legati  da  una  sostituzione  unimo- 
dulare (I),  possiamo  concludere: 
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Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  due  ideali  siano  equi- 
valenti è  che  siano  equivalenti  i  rispettivi  numeri  frazionarii  coor- 
dinati ai  due  ideali. 

Pertanto  la  ripartizione  degli  ideali  in  classi  si  può  traspor- 
tare ai  numeri  frazionarii  del  corpo,  ponendo  nella  stessa  classe 
quelli  che  sono  equivalenti  ad  un  medesimo,  indi  fra  loro.  Le 
sostituzioni  unimodulari  (I)  nel  corpo  K(Jd)  formano  manifesta- 
mente un  gruppo  infinito,  ma  di  numeri  frazionarii  non  equiva- 
lenti in  ^(8)  ve  ne  è  solo  un  numero  ignito,  dato  dal  numero  h 
delle  classi. 

§  88. 
Forme  decomponibili  coordinate  agli  ideali. 

Si  è  già  osservato,  al  §  60,  che  la  teoria  degli  ideali  nei  corpi 
quadratici  si  identifica  in  sostanza  colla  teoria  delle  forme  binarie 
quadratiche  in  aritmetica  razionale.  Questo  si  estende  agli  ideali 
nei  corpi  algebrici  di  grado  n  qualunque,  introducendo  certe  forme 
di  grado  n  in  n  variabili  £Ci,  a;j,...a;„,  con  coefficienti  interi  ordi- 
narti (forme  aritmetiche),  e  che  godono  della  proprietà  fondamen- 
tale di  essere  decomponibili  nel  prodotto  di  n  forme  lineari,  con 
coefficienti  interi  algebrici  appartenenti  rispettivamente  al  corpo 
.^(8)  ed  ai  suoi  coniugati.  La  prima  di  queste  forme  è  già  stata 
costruita  al  §  37  colla  formola  (B)  (pag.  164)  che  assegna  la  norma 
di  un  intero  qualunque  del  corpo 

9  =  Il  o)i  -|-  i,  0),  -j- . . .  -|-  I,  co„ , 
espressa  per  la  base  [coi,  (Oj,...a)„]  del  corpo  come  una  forma  ari- 
tmetica di  grado  n  nelle  coordinate  Ìi,  Iz)--'!»-  Riprendiamo  ora 
questo  calcolo  per  un  ideale  qualunque  A^  dato  per  la  sua  base 

^  ==  [a, ,  Oj , . . .  a„] . 

Scriviamo  la  sostituzione  lineare  colla  quale  la  base  di  A  si 
esprime  per  la  base  del  corpo: 

(1)  a,=z^a,^oh  («=1,2,...  TI), 
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dove  i  coefficienti  a.j.  sono  interi  razionali  ed  il  determinante 
(modulo)  della  sostituzione  [a.j-I,  che  supponiamo  come  è  lecito 
positivo,  dà  la  norma  dell'ideale 

XA  =  |fl,,I. 

Siccome  ^4.  è  un  ideale,  qualunque  prodotto  a,o),  ii,r=^l,2,...n) 
è  un  numero  di  A,  e  noi  scriviamo 

(2)  a,  co,  =  2  cf^a,, 

dove  i  coefficienti  c,'^  sono  interi  razionali,  e  ponendo  per  a,  la 
sua  espressione  per  le  o)»  colla  (1) 

«i = 5]  ^ik  «»  » 

i=i 

la  (2)  diventa 

(3)  .  a,io^  =  ^c^U„.(o^, 

e  insieme  a  questa  formola  sussisteranno  tutte  le  coniugate 
(3*)  a«a>^'^  =2  ^•>  «*^''  (*==  ^'  2,...n). 

l.k 

Indicando  con  aCi,  ir,,...a'„  n  variabili,  coordiniamo  alla    base 
dell'ideale  A  la  forma  lineare 

(4)  <p=:a,a?i-[-a,x,-p...-}-a,a;. , 

la  quale  per  valori  razionali  interi  delle  variabili  x^  ci  darà  gli 
interi  a  dell'  ideale  A.  Avendosi 

per  la  (2)  si  può  scrivere 

qp  CD,  =  5]  cj?  a,k  cOk  Xt . 

Introduciamo  allora   le  n*  forme   lineari    a    coefficienti   interi 
ordinarii 

3)  w„  =  2  cZ'  X, , 
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e  la  precedente  si  scriverà 

(6)  (p  co,  =:  2  "w  ^'k  «/.  • 

k.l 

Il  determinante 

M,]    W.J2  .  .  .  Mj„ 


M„,    M«s...W, 


di  queste  n*  forme  lineari  (5)  è  una  forma  di  grado  n  nelle  varia- 
bili Xi,  con  coefficienti  razionali  interi;  si  dirà  la  forma  X  coor- 
dinata all'ideale  JL,  mediante  la  base  [a,,  u.j,...a„]  dell'ideale  stesso 
e  quella  [co,,  co, ,...co„]  dell'ideale  unità. 

Dimostriamo  ora  che  : 

Questa  forma  aritmetica  X  è  decomponibile  nel  prodotto  di  n 
forme  lineari,  e  precisamente  sussiste  la  formala 


(I) 


X  =  -^^-7-U  \a['^x,-^ai'^x,  +  ...-\-a^^x„\. 


Se  noi  proviamo  che  la  decomposizione  è  valida  per  valori 
razionali  interi  hi  delle  a?.-,  pel  principio  d'identità  algebrica, 
varrà  pure  in  generale.  Ma  quando  alle  .x,.  diamo  i  valori  interi  ^,-, 
la  forma  lineare  cp  '^  =  ai'^a?!  -f-  a^^'^a?,  -j- . . .  -f-  ai,*\  diventa  il  numero 
di  A 

«  in  generale 


Ora  dalla  (6)  si  ha 


a'' co/^  =  2  **rj 


«it  co^'^ , 


dove  il  soprassegno  indica  che  alle  a?,-  si  sono  sostituiti  i  valori 
interi  hf.  In  questa  formola  il  determinante  degli  n*  numeri  a 
sinistra  è  manifestamente 


ci''  a^  ...^"".10!;]  =  Na.\(a^\, 
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e  quello  a  destra,  per  la  legge  di  moltiplicazione  dei  determinauti, 
è  dato  da 

\uMarA-\co;\  =  X.NAlcù;\. 

Confrontando  coli' osservare  che 


[co/ ]  ==  |/  A  (o).,  co,,...  o),.)  =  r'Z)  =f=  0  , 

risulta 
„  —        Na 

(7)  A   ==   y^  , 

che  è  la  formola  (I)  dimostrata  per  valori  interi  delle  x,  come 
si  voleva. 

In  generale  per  una  forma  di  grado  n  in  n  variabili,  che  sia 
decomponibile  nel  prodotto  di  n  forme  lineari  w,,  »,,... t7„ 

si  definisce  come  discriminante  della  F  il  quadrato  del  determi- 
nante delle  n  forme  lineari  v^  componenti  (*).  Nelle  forme  X  coor- 
dinate agli  ideali  secondo  la  (I)  il  discriminante  è  dato  da 

^■^j^y  A  (a,,  a,,...aJ  =  Z), 

cioè  :  Il  dìjicriminante  della  forma  X  eguaglia  il  '  numero  fonda- 
mentale D  del  corpo. 

Se  diamo  alle  variabili  valori  interi  A,,  la  forma  X  assume 
valori  interi  che  si  dicono  i  numeri  rappresentabili  dalla  forma 
e  sono,  secondo  la  (7),  le  norme  dei  numeri  dell'ideale  A  divisi 
per  NA.  Ma  si  possono  caratterizzare  in  altro  modo  osservando 
che  se  a  è  un  numero  dell'ideale  -4,  l'ideale  principale  (a)  è  di- 
visibile per  ^  e  si  ha  quindi 

(a)  =  AM, 


(*)  Ciascuna  forma  Vj   si  può  variare   per  un   fattore  costante  e,   per 

modo  che  sia 

Ci  e,  . . .  c„  =  1  ; 

ma  il  discriminante  così  definito  non  varia. 
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dove  M  è  un  moUiplicatore  di  A^  quindi  anche  di  ogni  altro 
ideale  della  classe  di  ^  ;  e  viceversa  se  M  è  un  qualunque  mol- 
tiplicatore, si  ha  AMz=:{a)  ed  è  a  un  numero  di  A.  Ora  pren- 
dendo le  norme  si  ha 

Nya)  =  NA  .  NM, 

e  siccome  N((i.)z=z^Na  secondo  che  Na  è  positiva  o  negativa, 
la  (7)^  diventa  semplicemente 

X—±N3f. 

I  moltiplicatori  ilf  di  ^  sono  tutti  e  soli  gli  ideali  della  classe 
inversa  di  A  e  si  ha  quindi  il  risultato: 

I  numeri  rappresentabili  dalla  forma  X  coordinata  all'ideale  A 
sono  le  norme  degli  ideali  M  della  classe  inversa  di  A,  prese  col 
segno  positivo  o  col  negativo  secondo  che  nella  formola  AM:=^{a.)  il 
numero  a  ha  norma  positiva  o  negativa. 

Dimostriamo  ora  che  questi  infiniti  numeri  +  NM  rappre- 
sentabili dalla  forma  X  non  hanno  alcun  divisore  fisso,  che  cioè, 
dato  un  intero  razionale  qualunque  fc,  si  può  prendere  l'ideale  M 
in  guisa  che  sia  NM  primo  con  Jc.  Questo  si  deduce  dal  teorema 
C)  §  71  (pag.  308),  secondo  il  quale  possiamo  prendere  un  molti- 
plicatore M  che  sia  primo  con  qualunque  ideale  prefissato  C,  e 
facendo  C=(k)^  dimostriamo:  Se  l'ideale  Me  primo  col  numero 
razionale  infero  Jc,  anche  la  norma  di  M  è  prima  con  h  {*). 

Basterà  provare  che  il  più  piccolo  numero  razionale  posi- 
tivo m  contenuto  in  Jf  è  primo  con  Jc,  perchè,  essendo  m  divi- 
sibile per  M,  è  Nm^^m"  divisibile  per  NM,  che  sarà  dunque 
primo  con  Jc  se  tale  è  m.  Sia  d    il  massimo    comun   divisore  di 

(m.Jc),  onde  sarà  — —  il  loro  minimo  multiplo  comune.  Ma  i  due 
'     '  d 


(*)  Al  $  66  8)  (pag.  286)  si  è  osservato  che  due  ideali  A,B  sono  certo 
primi  fra  loro  se  le  noriue  sono  prime  fra  loro,  ma  ohe  non  è  lecito  in- 
vertire la  proprietà.  Però  se  uno  dei  due  ideali  è  principale,  e  generato 
da  un  numero  razionale,  le  considerazioni  del  testo  provano  che  la  pro- 
prietà è  invertibile. 
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ideali  M,  (k)   sono    pp^r  ipotesi  primi  fra  loro  ed  il  loro  minimo 

multiplo  comune  è  quindi  =  M(k).  In  questo  è  contenuto  il  nu- 

niJc  ,  ,  ,      ^.  -.  ,  -  VI    ,      ., 

mero  ^  multiplo  di  m  e  di  k,  onde  segue  che  —j-  e  già  con- 

tv  tv 

tenuto  in  M,  quindi  pel  significato  di  m  è  necessariamente  rf=il, 
ed  tn  è  primo  con  k,  ed.  d. 

La  forma  aritmetica  X  coordinata  all'  ideale  A 

X     y        ^.        .  i        ^l»    ^ì-  ^n" 

■^      ^  'l      »j  •  •  »„  I  J     ...         n 

(^'i-r  ^'^•  +  •••4- «*«  =  «) 
può  dunque  rappresentare  numeri  primi  con  qualunque  numero  k 
prefissato,  e  per  ciò  i  suoi  coefficienti 

complessivamente  considerati,  sono  numeri  (razionali  interi)  primi 
fra  loro,  o  come  si  dice  :  la  forma  X  è  una  forma  primitiva. 

In  fine  dimostriamo  che: 

Eccettuato  il  caso  dei  corpi  quadratici'  immaginarii,  ogni  nu- 
mero rappresentabile  dalla  forma  X  ammette  infinite  rappresenta- 
zioni diverse. 

Siccome  esistono  infinite  unità  e  fra  queste  certamente  infi- 
nite e  di  norma  A^£r=-|-1,  ogni  numero  a  ne  ha  infiniti  associati 
con  eguale  norma,  e  la  formola  (7)  dimostra  subito  l'asserto.  Se 
poi  esistono  anche  unità  di  norma  negativa,  allora  sono  sempre 
rappresentabili  insieme,  ed  infinite  volte,  dalla  forma  X  numeri 
eguali  e  di  segno  contrario. 

§  89. 
Equiyalenza  e  classi  delle  forme  A'. 

Nel  risultato  principale  del  paragrafo  precedente  si  vede  già 
che  le  proprietà  essenziali  della  forma  X  non  dipendono  dalla 
base  [tti,  aj,...a„]  scelta  per  l'ideale  A^  ed  anzi  rimangono  le 
stesse  cangiando  l'ideale  A  in  uno  equivalente.  Esaminiamo  più 
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da  vicino  queste  circostanze  cominciando  dal  ricercare  come  varia 
la  forma  X  al  variare  della  baso  dell'ideale  A. 

Sia  [  |3i,  Pi,-'- W  '^^^   nuova   base  di  A^  ottenuta  dall'antica 
[a, ,  a^,,..  a„]  coli' eseguire  una  sostituzione  lineare 

k=n 

con  coefficienti  e,;,  razionali  interi  e  determinante  |c„J=::+l;  ed 
anzi  supponiamo  senz'  altro  come  è  lecito 

lc,.l  =  -fl. 

Allora  se  poniamo 

(2)  qjnzr^ajX,.,     in  generale     q) '^  =  2  «•''«,• , 

la  forma  X  coordinata  alla  base  [a,,  (Xi,...a„]  è  data  per  la  (I)  da 
(a)  Z=  -^j^.fp^''q)^..(p". 

Ed  ora,  indicando  con  _y,,  ?/,,...^„  nuove  variabili,  costruiamo 
similmente  la  forma  Y  nelle  y  coordinate  alla  nuova  base 

Se  poniamo 

(3)  "^  =  2  Pfc Vki     generalmente     yp^'  =  2  P*' >* ? 
avremo 

(&)  Y=-^.rxr..,y\>''\ 

Introducendo  nella  ip  i  valori  (1)  per  le  P,  viene  . 

i 

e  questo  dimostra  che  si  identifica  \j)  con  cp,  generalmente  t|>* 
con  (p'\  legando  le  variabili  x,y  colla  sostituzione  aritmetica  uni- 
modulare 

(4)  a-,  =  2  ^w  y"  • 
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Dunque  la  nuova  forma  decomponibile  Y  nasce  dall'antica  X 
coll'eseguire  sulle  variabili  di  questa  la  sostituzione  unimodu- 
lare  (4);  e  viceversa  colla  sostituzione  unimodulare  inversa  della 
(4)  la  Y  si  muta  in  X.  Due  tali  forme  X,  Y,  che  nascono  l' una 
dall'altra  mediante  una  sostituzione  aritmetica  unimodulare  ese- 
guita sulle  variabili,  diconsi  equivalenti  (rispetto  al  gruppo  di 
queste  sostituzioni  aritmetiche  unimodulari),  essendo  manifesto 
a  priori  che  rappresentano  gli  stessi  numeri.  Se  si  invertono  le 
considerazioni  precedenti,  è  chiaro  che  una  sostituzione  aritme- 
tica unimodulare  eseguita  sulle  variabili  x  della  forma  X  la 
cangia  in  un'altra  forma  Y  decomponibile  coordinata  ad  una 
nuova  base  dell'ideale. 

Esaminiamo  ora  in  secondo  luogo  quale  effetto  si  produce 
sulla  forma  X  quando  si  passa  da  un  ideale  A  ad  un  altro  A' 
equivalente  (o  della  medesima  classe).  In  tal  caso  si  possono 
scegliere  le  due  basi 

[a,,  a,,...a,l,     [a', ,  a', , . . .  «'„] 

di  A,  A'  in  modo  che  siano  proporzionali  (§  81)  e  si  abbia 
a'i=oa^    (/=1,  2....n), 

essendo  o  un  numero  frazionario  del  corpo  e  noi  scriveremo  anche 

A'=oA. 
Qui  però  risulta  opportuno  restringere  alquanto  la  definizione 
generale  di  equivalenza,  e  riguardare  come  equivalenti  (in  senso 
stretto)  i  due  ideali  A,  A'  solo  quando  il  numero  a  ha  norma 
positiva.  Con  questa  definizione  pili  ristretta  di  equivalenza  viene 
anche  generalmente  cangiata  la  definizione  di  classi  di  ideali  ; 
ma  basta  riprendere  le  proprierà  fondamentali  a),  P),  y),  8)  §  81 
per  riconoscere  che  sussistono  ancora,  colla  definizione  ristretta  di 
equivalenza  Af^^B  caratterizzata  dal  sussistere  di  una  relazione 

(P)..l  =  (a).^, 

con  Na,N^  concordanti  in  segno.  Valgono  quindi  anche  tutte  le 
conseguenze  per  la  distribuzione  in  classi,  periodi  delle  classi  ecc. 


384  Capitolo   VII  —  §  89 

Ora,  se  poniamo 

cp  :==  2  a,,  a;. ,      (p  '^  =  2  "•''  *•• 
per  cui 


e  chiamiamo  X  la  forma  corrispondente  a  qp,  ed  X'  quella  corri- 
spondente a  qp',  abbiamo  per  la  (I)  §  88 


ma  siccome  per  le  precedenti  " 

cp'^')  (pW. . .  cp'^")  —  A-'o  .  fp('>  (p(^>. . .  (p(") 
NA'  z=No.NA, 

ne  risulta  X'=zX,  cioè  le  due  forme  coordinate  agli  ideali  A^A' 
sono  identiche.  Ne  concludiamo  che  ad  ogni  classe  di  ideali  (nel 
nuovo  senso  ristretto  di  equivalenza)  corrisponde  una  ed  una 
sola  classe  di  forme  decomponibili  ed  al  cangiamento  di  base 
negli  ideali  corrispondono  le  trasformazioni  delle  forme  della 
classe  (per  sostituzioni  unimodulari)  l'una  nell'altra.  Qui  però 
non  è  escluso  che  ad  una  stessa  classe  di  forme  possano  anche 
corrispondere  classi  diverse  di  ideali  (*). 


(*)  La  questione  qui  indicata  trovasi  risoluta  nella  tesi  di  laurea  di 
L.  Fantappiè  di  prossima  pubblicazione  negli  Annali  della  K.  Scuola  Nor- 
male Superiore  di  Pisa. 
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§  90. 
Grappo  automorfo  delle  forme  A^  decomponibili. 

Fra  le  trasformazioni  della  forma  X  in  altre  della  medesima 
classe  si  possono  in  particolare  considerare  quelle  che  trasfor- 
mano X  in  se  medesima,  le  quali  formano  manifestamente  un  gruppo. 
Tale  gruppo  dicesi  il  gruppo  automorfo,  o  riproduttivo  della  X. 
È  facile  vedere  che  questo  gruppo,  salvo  il  caso  dei  corpi  qua- 
dratici immaginarli,  è  sempre  un  gruppo  infinito,  giacché  nel 
gruppo  figurano  già  le  infinite  sostituzioni  fornite  nel  modo  se- 
guente dalle   unità  e   di   norma  positiva   iV  e  =  -j-  ^    ^^^   corpo. 

Colla  base 

[a.,  a,,... a,] 

dell'  ideale  A  se  ne  ha  subito  infatti  una  seconda  data  da 

[ea,,  ea,,...ea.]; 
ma  allora  posto 

qp  =  a,  a,  +  a,  a;, -f- . . . -f  a.  a?. 

\p  =  ea^Xj  4- ea,a;, -}- . . . -f  ea.a;,  ==  s(p , 
alle  due  basi  è  coordinata  la  medesima  forma  X,  avendosi 

Ne  segue  che  la  sostituzione  unimodulare  (Cu)  data  dalla  (1) 
ea,  —  2caat, 

colla  quale  la  seconda  base  si  esprime  per  la  prima,  dà  appunto 
una  sostituzione  che  cangia  la  detta  forma  X  in  se  medesima, 
cioè  appartiene  al  gruppo  automorfo. 

Questa  sostituzione  è  perfettamente  determinata  dall'unità  e 
a  cui  è  relativa,  e  può  opportunamente  indicarsi  con  S^.  Si  os- 
servi che  se  e'  è  un  altra  unità,  risulta  immediatamente 

St  Sf  =  S^f  ; 
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per  ciò  le  infinite  sostituzioni  Si  formano  in  ogni  caso,  entro  il 
gruppo  totale  automorfo,  un  sottogruppo  infinito  Abeliano  (di 
sostituzioni  due  a  due  permutabili),  che  è  oloedricamente  iso- 
morfo al  gruppo  di  composizione  delle  unità  nel  teorema  di 
Dirichlet  (§  51).  CWaHaiàmo  V  il  sottogruppo  ora  trovato  e  G 
il  gruppo  totale  automorfo.  Si  osserva  che  le  .sostituzioni  di  F 
non  soltanto  trasformano  compleàsivamente  la  forma  X  in  afe 
inedesima,  ma  anche  singolarmente  ciascuna  delle  n  forme  lineari 
q)^'^,  in  cui  la  X  è  decomponibile,  in  se  stessa,  salvo  il  fattore  e^'K 
Viceversa,  se  una  sostituzione  U  d\  G  cangia  la  prima  forma 
lineare  cp  =z  a^x^-^Ut Xt -{-.... -\-a„x^  in  se  medesima ,  salvo  un 
fattore  q,  facilmente  dimostriamo  che  la  U  appartiene  a  T.  Se 
la  U  cangia  Xi  in  2  ^«  ^*  >  1*  9  si  cangia 

k 

^   Ctj    ^  Cf,,  Xji  j 

i  M 

che  per  ipotesi  deve  differire  da  qp  =  ^  Uj^x^  solo  per  un  fattore 

k 

costante  o     onde  deduciamo  le  n  relazioni 

(5)  2c<*«.==Q«k     {k=l,2,...n). 

Di  qui  segue  (§  30 e))  che  q  è  un  intero  algebrico,  manifesta- 
mente di  ^(6).  Ma  allora,  insieme  alle  (5),  sussistono  tutte  le 
coniugate 

^c,ka['^  =  Q^'^(iki  s  =  l,2,...n 

i 

onde  segue  che,  in  generale,  cp^'^  si  cangia  in  q^'^  (p^''  ;  e  siccome 
X:=:  Trr-j-  .  qj^'^  (p^*\ . .  cp^"^  è  cangiata  dalla  U  in  se  stessa,  deve  essere 

ossia  Q  un'unità  di  norma  JVD=:-f- 1,  ciò  che  dimostra  appunto 
trovarsi  allora  U  in  T.  Dopo  ciò  è  facile  dimostrare  :  Nel  gruppo 
totale  automorfo  G  della  forma  X  il  sottogruppo  F  corrispondente 
alle  unità  del  corpo  ha  indice  finito  eguale  al  massimo  al  grado  n 
del  corpo,  in  generale  a  un  divisore  di  n. 
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Basta  per  questo  riflettere  che  una  sostituzióne  U  di  G  fuori 
di  r  indurrà  sulle  n  forme  lineari  q)-'',  qp^*\ . . .  q)'"\  una  permuta- 
zione per  la  quale  nessuna  di  queste  forme  resterà  fissa,  e  con- 
seguentemente due  sostituzioni  di  G  indurranno  la  stessa  permu- 
tazione su  qp^*\  q)^*\ ...  q)^"^  allora  e  allora  soltanto  che  differiscano 
per  una  sostituzione  di  T  o,  come  si  dice,  siano  equivalenti  ri- 
spetto a  r.  Si  ha  dunque  un  numero  finito  q  di  sostituzioni  di  G 
non  equivalenti  rispetto  a  F  e  questo  è  precisamente  l'ordine 
del  gruppo  di  sostituzioni  sulle  n  lettere  qp^^\  (p^* , . . .  q)*^"^  indotto  dalle 
sostituzioni  di  G.  Questo  numero  q  è  appunto  l'indice  cercato 
di  r  in  G,  e  dalle  proprietà  osservate  facilmente  deducesi  che 
esso  è  un  divisore  di  n,  al  massimo  eguale  a  n  stesso.  Difatti  il 
detto  gruppo  di  sostituzioni  d'ordine  q  sulle  lettere  q)''^,  <p^*\...  q)^"^ 
trasporta  transitivamente  una  qualunque  q)'*'  di  queste  lettere 
in  q  di  esse  (compresa  q)^*');  le  n  lettere  si  dividono  per  ciò  in 
sistemi  (di  transitività)  di  q  lettere  ciascuna  ed  è  quindi  q  un 
divisore  di  n. 

§  91. 

Moltiplicazione  degli  ideali  e  composizione 
delle  forme  coordinate  X. 

Esaminiamo  da  ultimo  quale  significato  acquista,  per  le  forme 
decomponibili  X,  la  moltiplicazione  degli  ideali  a  cui  sono  coor- 
dinate. Siano 

due  ideali  qualunque  e 

C=AB  =  [y„y,,...y„] 

l'ideale  loro  prodotto,  tutti  espressi    per   le   loro   basi.  Siccome 

tutti  i  numeri 

a,p^  (i,fcr=l,2,...n) 

appartengono  all'ideale  prodotto  C,  sussisteranno  relazioni  della 
forma  <=, 
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coi  coefficienti  p^2  interi  razionali.  Se  ora,  nei  tre  sistemi  di  va- 
riabili (a;,),  (^f),  {Zi),  consideriamo  le  tre  forme  lineari    " 

dalla  relazione  precedente  risulta  subito  che  ove  le  variabili 
2i,  2,,...2„,  si  esprimano  per  le  a?,,  a;,,...£c„;  y,,  y,,...y„  colla  so- 
stituzione hilineare 

(1)  ^;=2i'«^iyfcj 

si  avrà 

e  in  generale  passando  ai  numeri  coniugati 

X^')=(p('\V>  («  =  l,2,..n). 

Ora  se  poniamo 

X — -—  n  m^'^    Y —  — —  n  aow    z —  — —  n  v^*^ 

dalla  relazione  precedente,  e  dall'  essere 

NC—NA.NB, 

segue  che,  legando  le  z  alle  x,  y  colla  sostituzione  bilineare  (1), 

risulta  identicamente 

Z  =  XY. 

Dunque  :  La  forma  decomponibile  Z,  corrispondente  al  prodotto 
di  due  ideali,  si  risolve  mediante  la  sostituzione  hilineare  (1),  nel  pro- 
dotto delle  due  forme  decomponìbili  corrispondenti  agli  ideali  fatturi, 

Per  questo  la  forma  Z  si  dice  composta  delle  due  X,  Y,  e  ve- 
diamo che  la  moltiplicazione  degli  ideali  corrisponde  alla  com- 
posizione delle  forme  decomponibili  coordinate  agli  ideali. 

Per  il  caso  n=::2  la  composizione  delle  forme  quadratiche 
binarie  venne  trattata  da  Gauss  nelle  Disguisitiones  arithmeticae 
anticipando  cosi  in  sostanza,  pel  caso  dei  corpi  quadratici,  la 
teoria  della  moltiplicazione  degli  ideali. 


Capitolo  Vili 


Decomposizione  dei  numeri  primi  razionali  e  congruenze  di  grado 
superiore.  Caratteristica  dei  numeri  primi  critici  secondo 
Dedekind.  Ideaii  primi  nei  corpi  circolari. 

Polinomii  considerati  rispetto  ad  un  modulo  primo  p  -  Divisibilità 
e  decomposizione  in  polinomii  irriducibili  -  Ricerca  degli  ideali 
primi  di  primo  grado  -  Loro  infinità  nei  corpi  algebrici  -  Compor- 
tamento dei  numeri  primi  (critici)  divisori  del  numero  fonda- 
mentale D  del  corpo  secondo  Dedekind  -  Corpi  (circolari)  delle 
radici  m"'  dell'  unità  per  m  =:  p*"  (jj  primo)  -  Loro  grado  e  discri- 
minante -  Determinazione  degli  ideali  primi  in  questi  corpi  se- 
condo KumTper. 

§  92. 

Polinomii  considerati  rispetto  a  un  modulo  primo  p. 
Algoritmo  Euclideo. 

II  problema  fondamentale  (§  67)  di  decomporre,  in  un  dato 
corpo  algebrico  -£"(6),  i  numeri  primi  razionali  p  nei  loro  fattori 
ideali  primi  si  può  sempre  risolvere  con  un  numero  finito  di 
operazioni  in  ogni  singolo  caso  numerico,  quando  sia  assegnato 
il  corpo  ^(6)  ed  il  numero  primo  p  che  si  tratta  di  decomporre. 
Ma,  volendo  indagare  le  leggi  generali  per  siffatta  decomposi- 
zione, si  trova  che  esse  dipendono  da  uno  stretto  legame  esistente 
fra  il  problema  stesso  e  le  congmienze  di  grado  superiore  rispetto 
ad  un  modulo  primo.  Un  primo  saggio  di  queste  leggi  abbiamo 
stabilito  al  §  78,  nella  ricerca  degli   ideali  primi  dei  corpi  qua- 
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dratici,  dove  abbiamo  visto  appunto  introdursi  in  questo  studio 
le  congruenze  di  2.*'  grado,  e  nel  presente  Capitolo  andiamo  ad 
esaminare  la  questione  in  generale.  Sarà  per  ciò  necessario  pre- 
mettere alcune  nozioni  elementari  sui  polinomii  in  una  variabile 
a?,  con  coefficienti  razionali  interi,  considerati  rispetto  ad  un  dato 
modulo  primo  pi*). 

Come  al  §  28,  intendiamo  qui  per  polinomio 

(1)  A  (x)  =  a,  a?"*  -|-  ai  x""'  -}-•••  -j-  «»-i  *  -j-  «» 

di  grado  m  nella  variabile  un  polinomio  a  coefficienti  razionali 
interi.  Il  polinomio  e  i  coefficienti  stessi  saranno  riguardati  non 
in  modo  assoluto,  ma  solo  rispetto  ad  un  modulo  fisso  p,  che  sarà 
un  numero  primo  razionale.  Dicendo  che  il  polinomio  (1)  è  di 
grado  m  (mod  p)  intendiamo  che  il  primo  coefficiente  a^  sia  di- 
verso da  zero  (mod  p).  Ora  poniamo  la  definizione: 

Due  polinomii  A(x),  B{x)  (del  medesimo  grado)  si  dicono  congrui 
fra  loro  (mod  p)  quando  i  coefficienti  delle  corrispondenti  potenze 
della  X  siano  rispettivamente  congrui  fra  loro  (mod  p)^  e  si  scrive 

(2)  A{x)  =  B{x)       [mo&p). 

Questa  scrittura  equivale  dunque  al  sussistere  di  una  rela- 
zione della  forma 

(2*)  A{x)  =  b\x)-\-pC{x), 

dove  C{x)  è  un  altro  polinomio  (a  coefficienti  interi).  Dalla  defi- 
nizione stessa  risulta  che  sulle  congruenze  (2)  di  polinomii  si 
può  operare  per  somma,  sottrazione  e  moltiplicazione  come  sulle 
congruenze  di  numeri,  onde  segue  che,  in  generale,  se  F(^,r\,...) 
è  una  funzione  razionale  intera  a  coefficienti  interi  di  quante  si 


(•)  Cf.  particolarmente  Dedekind,  Ahriss  einer  TJieorie  der  hòher«n 
Oongruemen  in  JBezug  auf  einen  reellen  Primzahl  Modulus  (Creile 's  Journal 
Bd.  54). 
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vogliano  variabili  c,iì,...  e  per  queste  si  pongano  prima  i  polinomi 

poi  i  polinomii 

.A,Ìx),B,{x),... 

congrui  rispettivamente  coi  precedenti  (mod  p),  sarà  anche 

F(A{x^,B{x),...]  =  F{A,{x),B,{x),...)       (mod  p). 

Notiamo  ancora  che  una  congruenza  come  la  (2)  può  deri- 
varsi rispetto  ad  x,  ciò  che  è  evidente  dalla  forma  (2*). 

Se  il  polinomio  A{x}  di  grado  m  (ag^iEO  (mod  j?))  si  molti- 
plica per  un  polinomio 

di  grado  n,  dove  dunque  anche  ÒoEJeO  (mod^),  il  polinomio  pro- 
dotto A  B,  considerato  (mod  p}^  sarà  di  grado  m  -\-  n,  perchè 
«0^0=- 0  (mod^). 

Segue  di  qui  che  il  prodotto  di  due  polinomi  A  B  non  può 
essere  ^s  0  (mod  p)  se  non  è  ^  0  almeno  uno  dei  fattori  (*). 
Dalla  congruenza  fra  polinomii 

AB  =  AC      (mod  p) 

se  A  =^=  0  (mod  p)  segue  B^  C  (mod  p),  poiché 

A(B—C)  =  0       (mod  p) 

e  non  è  A  zero  (mod  p).  Si  osservi  che  di  polinomii  di  grado 
m  incongrui  (mod  p)  ve  ne  sono 

Cp-i).ì>-, 


(•)  Supposto  a^^BO  (mod|)),  dovendo  essere  =  0  (mod  p)  i  coefficienti 
del  prodotto 

segue  successivamente 

bo  —  K  ~  ^t  —  •  •  •  —  K  —  0     (mod  p). 
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poiché  «0  può  ricevere  p  —  1  valori  (mod  p)  e  ciascuno  degli  m 
coefficienti  seguenti  tutti  i  p  possibili. 

Si  dirà  che  un  polinomio  A{x)  è  divisibile  (mod  p)  per  nn 
altro  B(x)  quando  esista  un  terzo  polinomio  C{x)  tale  che  si 
abbia 

A(x)  =  B  (x)  C{x)       (mod  p)  ; 

e  si   dirà   anche  che  A{x)  è  multiplo  di  B{x),  o  che  B{x)  è  un 
divisore  di  A  (x)  (mod  p). 

Manifestamente  il  grado  del  divisore  B{x)  non  potrà  mai 
eccedere  quello  del  dividendo  A{x)  e  lo  eguaglierà  soltanto  se 
C{x)  si  riduce  ad  una  costante,  e  cioè  ad  un  numero  della  serie 
1,2,  ...p  —  1.  Qualunque  numero  a  E^  0  (mod  p)  è  da  riguardarsi 
come  divisore  di  A  (x),  perchè  se  a'  è  il  numero  socio,  tal©  che 
aa'^1  (mod  jo),  si  può  scrivere 

A{x)^a.a' A (x)      (mod  p). 

Anche  si  può,  moltiplicando  A(x)  per  il  numero  socio  del 
primo  coefficiente  a„  ridurre  questo  primo  coefficiente  ^1  (modp), 
ed  allora  si  dirà  che  il  polinomio  ha  la  forma  primaria.  Senza 
restringere  la  generalità,  ci  si  può  limitare  alla  considerazione 
di  polinomii  primarii,  nel  qual  caso  è  da  osservare  che  i  poli- 
nomi primarii  incongrui  (mod  p)  e  di  grado  m  sono  in  numero 
di  p''. 

Dati  due  polinomii  A{x)y  B{x),  per  trovare  i  loro  eventuali 
divisori  comuni  (mod  p),  si  può  procedere  con  un  algoritmo  di 
divisioni  successive  affatto  analogo  all'  ordinario  pei  numeri 
(cfr.  §  15)  fondandosi  sulle  osservazioni  seguenti.  Supposto  p.  e. 
B(x)  di  grado  n  non  superiore  al  grado  m  di  A{x),  dimostriamo 
facilmente  che  : 

Si  può  determinare  un  polinomio  Q{x)  (quoziente)  ed  un  altro 
Bi{x)  (resto),  tali  che  si  abbia 

(3)  A  =  BQ-{-B,{moàp\ 

ed  il  polinomio  Bi  sia  di  grado  inferiore  al  grado  n  di  B. 
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Basta  stabilire  la  (2)  pel  caso  in  cui  il  primo  coefficiente  di 
B  sia  eguale  a  1,  perche  si  può  sempre  scrivere 

B  =  hJB      (modi)), 

dove  B  ha  il  primo  coefficiente  =  1.  Ma  quando  il  primo  coeffi- 
ciente di  5  è  =:  1,  la  divisione  eseguita  nel  modo  ordinario,  dà 
quoziente  e  resto  con  coefficienti  interi  e  la  (3)  è  evidente. 

Può  darsi  che  nella  (3)  risulti  identicamente  jSi^O  (modp); 
allora  B  [x)  divide  A  (a*).  Se  questo  non  è,  si  prosegua  dividendo 
B  per  ^1,  onde  risulterà 

5  =  J5.  Q,  4-  5,       (mod  p) 

con  Bt  di  grado  inferiore  a  Bi.  Se  non  è  5,  ^  0  (mod  p)  (se  J5| 
non  divide  B  (mod  p))  si  continuerà  nello  stesso  modo,  e  poiché 
i  gradi  di  B^B^^B^...  vanno  sempre  diminuendo,  l'operazione  avrà 
certamente  un  termine  con  un  resto  B^\,  che  dividerà  (mod^)  il 
precedente  B^.^.  Cosi  avremo  la  catena  finita  di  congruenze  (mod  p) 

A  =  BQ-\-B, 
B  =  B,Q,-^B, 

(4)  { (mod  p) 

B^.t ^  B^t  Q^., -|-  ^v  1 
-S,.,^  -B,.,  Q,.,  -\-  B^, 

dalla  quale,  con  ragionamento  analogo  a  quello  tenuto  al  §  15; 

si  deducono  le  seguenti   conseguenze.  Un    qualunque  polinomio 

D(x)  divisore  comune  (modp)  di  A{x),B{x)  divide  anche  By{x), 

perchè 

B^  =  A  —  BQ      (modi?), 
indi  divide  anche 

B,  =  B  —  B,Q,,  ecc. 

infine  divide  B^.  D' altra  parte,  risalendo  la  stessa  catena  di  con- 
gruenze, si  vede  che  B^,  dividendo  (mod^))  B^i,  divide  anche  tutti 
i  B,  precedenti  e  in  fine  A  e  B. 
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Il  polinomio  B^  è  quindi  da  considerg-rsi  (mod  p)  come  mas- 
simo comun  divisore  D  (x)  di  A  (x),  B  (ce).  Questo  massimo  comun 
divisore  D{x)  è  del  resto  determinato  solo  a  meno  di  un  fattor 
costante,  e  per  renderlo  del  tutto  determinato  basterà  p.  e.  assu- 
merlo primario  (con  primo  coefficiente  =z  1). 

Come  al  §  14,  eliminando  successivamente  jB^.jjJB^.j,,... jBi,  si 
ottiene  da  ultimo  B.,  espresso  linearmente  per  A,  B  con  coeffi- 
cienti polinomii,  da  cui  segue:  Se  D{x)  e  il  massimo  comun  divi- 
sore (mod  jp)  di  A{x)^  B{x)^  si  possono  trovare  altri  due  poli- 
nomi G  {x)^  H  [x),  tali  che  si  abbia 

(5)  A  {x)  G  {x)  4-  B  {x)  H{x)  =  D  (x)  (mod  p). 

Quando  D{x)  è  una  costante,  nel  qual  caso  si  può  pprre  =1, 
i  due  polinomii  A{x)j  B{x)  si  dicono  primi  fra  loro  (mod^)  e  si 
possono  determinare  due  polinomii   G{x),H{x)  tali  che  sia 

A  {x)  G{x)-^B  {x)  H{x)  =  1  (mod  p). 

Se  C{x)  è  un  altro  polinomio  qualunque,  da  quest'ultima 
risulta  (cf.  §  lo) 

AC.G-\-B.CH=G  (modj)), 

onde  segue  che:  se  A,  B  sono  primi  fra  loro  (mod  jp),  ogni  di- 
visor  comune  (mod  p)  di  A  C,  B  divide  anche  C.  In  particolare 
se  A,  C  sono  ambedue  primi  con  jB,  anche  A  C  è  primo  con  B; 
e  ancora  se  B  divide  (mod  p)  il  prodotto  J.  C,  ed  è  primo  con 
J.,  divide  l'altro  fattore  (7.  Segue  di  qui  che  se  un  polinomio 
F{x)  è  divisibile  (mod  p)  per  ciascuno  dei  due  polinomii  A,  B 
primi  fra  loro,  sarà  divisibile  pel  loro  prodotto,  perchè  avendosi 

F=AQ{modp), 

sarà  A  Q  divisibile  per  B,  indi  Q  divisibile  per  B,  o  Q^BR  (modj?), 

da  cui 

F=AB.R  {modp); 

in  generale  se  F  è  divisibile  (modjp)  per  più  polinomii  primi  fra 
loro  due  a  due,  sarà  divisibile  pel  loro  prodotto. 
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§  93. 

Decomposizione  in  fattori  irriducibili.  Congruenze 
rispetto  al  doppio  modulo  {p,M{x)). 

Un  polinomio  A  (x)  si  dirà  riducibile  (mod  p)  se  possiede 
(mod  p)  qualche  divisore  B^  di  grado  minore  di  A  (x),  e  non  co- 
stante, di  modo  che  si  abbia 

A{x)  =  B  {X) .  C{x)  (mod  p) 

con  B{x)^  C{x)  diversi  da  costanti.  Se  al  contrario  A{x)  non  am- 
mette alcun  tale  divisore,  si  dirà  che  A  {x)  è  irriducibile  (mod  p)y 
od  anche  che  A  {x)  è  un  polinomio  primo  (mod  p).  È  evidente  che 
un  polinomio  irriducibile  (mod  p)  è  anche  irriducibile  nel  senso 
assoluto  (§  27),  ma  non  inversamente  (*).  Non  è  difficile  provare 
che,  per  qualunque  grado  assegnato  m,  esistono  funzioni  irridu- 
cibili e  determinarne  il  numero  N  di  incongrue  (**)  ;  cosi  p.  e. 
pel  modulo  ^  =  2  si  hanno  i  due  polinomi  irriducibili  di  3.**  grado 

x'-foj'-fl,     £c*-fx4-l. 

Un  polinomio  P{x)  che  sia  primo  (mod  p)  (o  irriducibile), 
confrontato  con  un  altro  polinomio  A{x)  qualunque,  o  sarà  primo 
con  esso,  o  lo  dividerà.  Da  questa  osservazione  e  dalle  precedenti 
risulta   che  se  un   polinomio  P{x)   irriducibile  (mod  p)  divide  il 


(•)  Così  p.  e.  la  funzione  x*  +  1  è  irriducibile  in  senso  assolato  ma  è 
riducibile  rispetto  a  tatti  i  numeri  primi  _p  che  sono  =  1  (mod  4). 
(••)  Si  ha 

«  fli  «i 

m 

dove  la  prima  somma  si  riferisce  a  tutti  i  fattori  primi  diversi  di  m,  la 
seconda  ai  loro  prodotti  ah  due  a  due  ecc.  (V.  p.  e.  Ba.chmakk,  Allgeméin» 
Aritkmetik  der  Zahlenkorper,  p.  100). 
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prodotto  di  più  polinomii,  dovrà  dividere  almeno  uno  di  essi; 
e  se  questi  sono  a  loro  volta  irriducibili,  ,sarà  eguale  (a  meno 
di  un  fattor  costante)  ad  uno  dei  fattori. 

Se  un  polinomio  A(x)  è  riducibile  (mod^),  consentirà  almeno 
una  decomposizione  effettiva 

A{x)  =  B  (x) .  C{x)    (raod  _p), 

e  se  i  due  fattori  B{x),  C{x)  non  sono  ambedue  irriducibili  si 
potrà  procedere  con  uno,  o  con  tutti  due,  a  una  nuova  decom- 
posizione (mod  p\  e  cosi  via.  L'operazione  avrà  necessariamente 
un  termine,  poiché  i  gradi  di  questi  polinomii  vanno  decrescendo, 
e  da  ultimo  si  avrà  A{x)  decomposto  in  fattori  irriducibili,  e 
riunendo  quelli  eventualmente  eguali,  si  potrà  scrivere 

(I)  A  {x)  =  Oli  (x)    Q;.  (x).,..  Qlr  {x)  (mod  p) 

dove  Q, ,  Qs}---Qr  sono  polinomii  irriducibili,  ni,7i,,..n,  i  gradi 
a  cui  figurano  in  A{x).  Naturalmente  si  può  variare  ciascuno 
dei  fattori  primi  Q,-  nella  (I)  di  un  fattor  costante  e,  (cosi  che 
sia  c"ic;*c">-^l  (modjp)):  ma  prescindendo  da  questo  la  decom- 
posizione (I)  è  essenzialmente  unica,  come  si  dimostra  con  un 
solito  ragionamento  (cf.  §  67).  Del  resto  per  rendere  la  decompo- 
sizione (I)  pienamente  determinata  basterà  prendere  il  polinomio 
A{x)^  e  i  suoi  divisori  primi,  tutti  col  primo  coefficiente  =  1. 

Siccome  per  ogni  grado  vi  è  un  numero  finito  di  polinomii 
incongrui  (mod  p),  è  chiaro  che  :  hasta  un  numero  finito  di  opera- 
zioni per  decomporre  (mod  p)  un  polinomio  dato  nei  suoi  fattori 
irriducibili. 

Si  osservi  che  se  la  congruenza 

A{x)^Q  (mod  p) 

ammette  qualche  radice  a  allora  il  binomio  x  —  a  figurerà  fra  i 
fattori  irriducibili  Q([x)  nella  decomposizione  (I)  (elevato  al  grado 
di  moltiplicità  della  radice);  e  viceversa  la  presenza  di  fattori 
lineari  nella  decorpposizione  (I)  indica  l'esistenza  di  altrettanto 
radici  di  A{x)^0  (mod  p). 
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Se  teniamo  fisso  il  numero  primo  j?,  per  ogni  grado  assegnato 
m  vi  è  un  numero  finito  di  polinomii  incongrui  (mod  p),  preci- 
samente p"  se  consideriamo  solo  polinomii  primarii.  Tutti  i  po- 
linomii congrui  (mod  p)  formano  una  classe  rappresentata  da 
uno  di  essi,  p.  e.  da  quello  i  cui  coefficienti  (oltre  il  primo  =1) 
sono  ridotti  al  minimo  resto  positivo  (mod  p).  Se  ora  facciamo 
variare  il  grado,  abbiamo  infiniti  di  questi  polinomii  (e  classi) 
che  si  comportano  come  la  serie  infinita  dei  numeri  naturali. 

Pensiamo  fissato  uno  qualunque  di  questi  polinomii,  sia 
M(x)==0  (mod  p),  e  definiamo  la  congruenza  di  due  polinomii 
della  serie  rispetto  al  modulo  M{x)  in  modo  analogo  come  la  con- 
gruenza di  due  numeri  naturali  a,ì)  rispetto  a  uno  fisso  m:  Diremo 
che  due  polinomii  A(x),  B{x)  sono  congrui  fra  loro  (mod  M{x))  e 
scriveremo 

(1)  A  (x)  =  Bix)  (mod  M[x)), 

se  il  polinomio  differenza  A{x)  —  B{x)  ammetterà,  rispetto  al  mo- 
dulo fìsso  p,  il  divisore  M(x). 

La  segnatura  (1)  sta  dunque  per  rappresentare  che  il  polinomio 
A{x)  si  può  mettere  identicamente  sotto  la  forma 

(2)  A{x)  =  B {x) -h M{x)  Q{x)  +  jp (7(x) , 

con  Q(x),  0{x)  nuovi  polinomii,  e  viceversa  da  questa  segue  la  (1). 
Spesso  la  (2)  si  considera  come  una  congruenza,  rispetto  al  doppio 
modulo  costituito  dal  numero  primo  p  e  dal  polinomio  M{x)j  e 
si  rappresenta  colla  scrittura 

(3)  A{x)  =  B{x)  (mod    {p,3f{x)). 

Come  per  le  congruenze  a  modulo  semplice  p,  risulta  anche 
qui  dalla  definizione  stessa,  p.  e.  sotto  la  forma  (2),  che  su  queste 
congruenze  a  doppio  modulo  si  può  operare  per  somma,  sottra- 
zione e  moltiplicazione,  ecc.  come  sulle  ordinarie. 

Se  è 

AB  =  0  [modM) 
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ed  è  ^  primo  con  M,  sarà 

B^O    (mod  M)  ; 

perchè  M  essendo  divisore  di  AB  (mod  p\  ed  M  primo  con  A, 
divide  B  (modjo)  (§  92).  Dalle  (2)  si  osservi  poi  che  se  A{x),  B{x) 
hanno  ambedue  grado  minore  di  M{x),  è  necessariamente  Q{x)=zO, 
e  per  ciò 

A(oc)  ^  B{x)  (mod  p). 

Se  il  grado  m  del  polinomio  A{x)  non  supera  il  grado  \i  del 
modulo  M{x),  è  chiaro  che  sottraendo  da  A  (x)  un  conveniente 
multiplo  di  M{x)  si  può  abbassare  fino  a  renderlo  minore  di  \ij 
e  si  avrà  così  un  polinomio  ^j  (a;)  ^  ^(x)  (mod  31  (x)  e  il  grado 
di  Al  sarà  minore  di  |x.  Per  l'osservazione  superiore  due  polino- 
mii  di  grado  minore  di  \i  sono  congrui  (mod  M{x))  solo  quando 
siano  congrui  (modjp)  i  rispettivi  coefficienti.  Di  qui  risulta  che: 
il  numero  dei  polinomii  incongrui  (mod  M{x)  )  è  finito  ed  è  dato 
da  p>^  se  \i  è  il  grado  del  modulo  M{x). 


§  94. 

Eicerca  degli  ideali  primi  di  primo  grado 
in  un  corpo  algebrico  ^(6). 

Volgiamoci  ora  alla  ricerca  principale  del  presente  Capitolo: 
quella  della  decomposizione  dei  numeri  primi  razionali  p,  nel 
corpo  algebrico  dato  K{'ò),  nei  loro  fattori  (ideali)  primi.  Comin- 
cieremo  dalla  riceróa  degli  ideali  primi  P  di  primo  grado. 

Il  corpo  fondamentale  A'^(6)  sarà  al  solito  assegnato  (cf.  §  36) 
col  numero  intero  algebrico  6,  mediante  V equazione  irriducibile 

(1)  f{x)  =:  37" -fa^ X"' -\- a, x"-'  -f- . . . -f  «H.i x-{-a„=zO 

a  cui  6  soddisfa  e  che   ha    il   primo  coefficiente  =1  e  gli    altri 


Rìctrca  degli  ideali  prim i  di  1  °  grado  in  ttn  corpo  algebrico  K{Q)     399 
razionali  interi.  Determinata  (§  30)  una  base  minima 

del  corpo,  avremo  le  formule 


/     1  ==  Cu  ctìi-|- Ci,  (0,-f...  4- c.„(o» 


0  =  c„  (i)\  -f  c„  0),  -f . . 


ClnCO, 


(2) 


<       0»=:  C„  CO,  -f  C„  (0,  -f  .  .  .  -{-  C,„  CO, 


\     6-'  =  c„,CD,-}-c„,a), -{-... -t-c„„a)„ 
con  coefficienti  c.»  razionali  interi  e  il  determinante 

sarà,  secondo  la  denominazione  di  Dedekind  (cf.  §  36),  Vindice 
del  numero  6  rispetto  alla  detta  base  minima,  legato  al  numero 
fondamentale  D  dalla  formola  (5)  §  36  (pag.  159) 


(3) 


d{Q)=^C'.D. 


Sia  p  un  numero  primo  razionale,  di  cui  vogliamo  cercare  gli 
eventuali  fattori  ideali  primi  P  di  primo  grado,  aventi  cioè 

NP=zp. 

Per  semplificare  la  ricerca,  adottiamo  la  base  (previa  una  so- 
stituzione unimodulare)  sotto  la  forma  più  semplice  con  o)i:=l 
(cf.  §§  69,  76),  sicché  nelle  formole  (1)  avremo 


Cu  —  1  ,    Cjj  —  Cjj  —  .  .  . .  _ 

indi  per  l'indice  C 

C„     C,s  ....  C,„ 


0, 


e 


e.,   c„,....c„„ 
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Per  la  base  del  supposto  ideale  primo  P  con  NP=p  potremo 
adottare  lo  scliema  (§  76  pag.  323) 

p,    0,  0....0 

—  i,,   1     0....0 

—  l,    0     1....0 

-|„    0    0....1 

dove  I,,  I, ,...|,  sono  n — 1  interi  razionali,  che  si  possono  ridurre 
(mod  p)  ;  avremo  così 

(4)  P=:[p,  co,— I,,    CO3  — Ì,,...CO.— y. 

Bisogna  ora  porre  le  condizioni  affinchè  questa  sia  veramente 
la  base  di  un  ideale,  per  la  qual  cosa  occorre  e  basta  che  ogni  nu- 
mero della  base  (4),  moltiplicato  per  un  qualunque  cD,(*=l,2,.,.n), 
sia  un  numero  di  P,  cioè  si  ponga  sotto  la  forma 

(6)  J9a;,  +  (a)a— |,)a;,-l-(cos— ^3)iCs  +  ...  +  (a),— |,)a;,= 

=  (i?  a;,  —  i,  a;, — la  a;,— . . .  —  ^«  a;„)  +  2  0),  re, , 

dove  i  numeri  aji,  a;,,...£C„  siano  razionali  interi.  Manifestamente 
tale  condizione  pel  moltiplicatore  co,  =  1  è  sempre  soddisfatta,  ed 
anche  con  qualunque  moltiplicatore  co,  pel  primo  numero  p  della 
base  (4),  onde  basterà  esprimere  che  ogni  prodotto 

(6)  (CD,— t)co,    per    r,8  =  2,S,...n 

si  pone  sotto  la  forma  (5),  e  dedurre  di  qui  le  condizioni,  neces- 
sarie e  sufficienti,  a  cui  debbono  soddisfare  gli  n — 1  numeri  in- 
teri (razionali)  incogniti  ^, ,...|„.  Queste  condizioni  dipendono 
essenzialmente  da  quei  numeri  interi  razionali  e;?  che  già  abbia- 
mo introdotti,  al  §  37,  quali  costanti  di  composizione  della  base 
nelle  formolo  : 

(A)  co,a).  =  2<^"  ^'  (r,»  =  l,2,...n). 
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Attualmente  è  da  avvertire  che,  per  la  scelta  speciale  o)i=l, 

si  ha 

(    c?>  =  0    per     l^r 

(7)  )  r  t  -1- 

(     ct;^  =  l     per     l  =  r. 
Ed  ora  il  numero  (6)  si  scrive 

ed  eguagliandolo  al  numero  (5) 

coir  eguagliare  i  coefficienti  di  co,  (1=1 ,2,...  n)  da  una  parte  e 
dall'altra,  risultano  le  n  relazioni 

Xf  =  c^"    per    1=^* 

x.  =  ci'^-t' 

Sostituendo  i  valori  delle  a;,,  it3,...a;„,  date  dalle  ultime,  nella 
prima  considerata  come  congruenza  (mod  p),  questa  resta 

lrl.^à;.'-{-%ci'll:  (modi)) 

e  deve  valere  per  tutti  i  valori  di  r,  s  della  serie  2,  3 , . . .  n.  Ma 
se,  per  simmetria,  introduciamo  anche  Ì,  =  1  (in  corrispondenza 
ad  00,=  1),  osservando  le  (7),  si  vede  che  la  precedente  vale^per 
tutti  i  valori  l,2,...n  di  r,s  e  si  scrive 

(A*)  tl,=  %à:ìl,  (rnodj)) 

r,«  =  l,2,...n). 

Sono  queste  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  a  cui  deb- 
bono soddisfare  i  numeri  razionali  interi  |i=:l,  |,,  |j,...^,,  affin- 
chè la  formola  (4)  rappresenti  effettivamente  un  ideale  (primo) 
P  di  NP=^p.  Esse  si  ottengono,  come  si  vede,  dalle  formole  (A) 

2« 
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di  composizione  della  base  sostituendo  ad  co,  la  |,  e  riducendole 
a  congruenze  (mod  p),  delle  quali  del  resto  quelle  che  corrispon- 
dono ad  r=:l  (o  8=1)  sono  già  identicamente  soddisfatte  per 
le  (7),  avendosi  Ìi  =  l. 

§  95. 

Caso  in  cui  p  non  cliTìde  V  Indice  C  di  9. 

La  congruenza  f{x)^0  (mod  p). 

Fondandoci  sulle  osservazioni  superiori,  possiamo  facilmente 
sostituire  al  sistema  (A*)  di  congruenze  quadratiche  nelle  n  —  1 
incognite  5„,cs...|„  una  sola  congruenza  di  grado  n  in  una  sola 
incognita  p,.  Per  questo  osserviamo  che  nelle  (2),  noti  i  coeffi- 
cienti Cji ,  Cj^ ,...  Cj„  della  seconda  orizzontale,  quelli  delle  seguenti 
si  esprimono  per  questi  in  modo  perfettamente  determinato  dalle 
formole  (A)  di  composizione  (*). 

E  allora  se,  al  posto  di  5,,  '^3,...5„,  introduciamo  come  nuovo 
intero  incognito  il  numero  (razionale)  dato  da 

concluderemo  che,  per  le  (A*),  le  sue  successive  potenze  (mod^j) 
saranno  date  da 

/         1     =    C„  l,  -}-  C„  H,  -f  •  •  •  -{-  ^l«  in 

(2*)  {     if=c„?,-f  c,,^,-f...  +  C3„L        i^oàp) 


[    T1-*=C„i|i-}-C„,^,4-...-f  C„„|„, 


(dove  per  simmetria   abbiamo   introdotto   anche   la   prima   linea 
che  si  riduce  all'  identità),  le  quali  formole,  come  si  vede,  si  ot- 


(*)    Così  2  <^sl  (0,  =  0-  =  2    '^ir  ^-''  W,  W    =   2  «ìt  C:,  C^?  (1);  ,  <la    CUi 

l  r,s  r,b,t 

C$1  =    j^  Cff    Ctr  Cf,  j     tìCC. 
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tengono  dalle  (2)  come  le  (A*)  dalle  (A).  E  allora  siccome  8  sod- 
disfa all'equazione  fondamentale 

/•(8)  =  e-4-a,e-+a,e-'-i-....-f-a,  =  o, 

ne  consegue  che:  il  numero  intero  incognito  r;  deve  soddisfare  alla 
congruenza 

f{^)  =  ri"  -L  rtj ,-,-'  -|-  a,  ìf*  -f-  ....-!-  a„  =  0    (mod  p). 

Intanto  adunque:  se  cangiando  V equazione  fondamentale  in  con- 
gruenza (mod  p) 

f{x)  ^0  (mod  jp), 

questa  noti  ammette  radici,  il  numero  primo  p  non  ammette  alcun 
fattore  ideale  primo  di  primo  grado. 

Per  esaminare  la  questione  inverna  conviene  ora,  in  aggiunta, 
fare  un  ipotesi  essenziale  per  il  seguito,  e  cioè  che:  il  numero 
primo  p  non  divida  l'indice  O del  numero  6,  che  sia  dunque  C=pO 
(mod  p).  Le  considerazioni  seguenti  valgono  dunque  per  tutti  i 
numeri  primi  p,  eccezion  fatta  dai  divisori  dell'  indice  C  di  6, 
pei  quali  occorrerà  una  ricerca  speciale. 

Ferma  restando  l' ipotesi  precedente,  dimostriamo  :  Ad  ogni 
radice  t]  della  congruenza 

f{x)  ^  0    (mod  p) 

corrisponde  uno  ed  un  solo  sistema  di  valori  (mod  p)  per  5-,  |s,...|„, 
cTie  soddisferanno  alle  condizioni  richieste,  e  si  avrà  quindi  uno  ed 
un  solo  ideale  (4)  P,  primo  e  di  pHmo  grado  cm'rispondente  a  quella 
radice  i]. 

Se  indichiamo  con  d^  il  minore  complementare  dell'elemento 
c.i  in  (7,  risolvendo  le  (2)  rapporto  alle  o),,  abbiamo 

(a)  C(o,=  C.-f  a.e  -f  ^8^4-  ...  -f  c„8-\ 

e  corrispondentemente  dalle  congruenze  (2*) 

(a*)  Ot  =  C,^  -h  G^r  y\  -f-  C3.  ìf  -h . . .  -f  (?„  Ti-  (mod  p)  ; 
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e  siccome  C^^O  (mod  p),  i  valori  delle  ^,  (mod  p)  ne  risultano 
perfettamente  determinati,  inclusa  la  ii^l  (modjp).  Resta  solo  a 
verificare  che  questi  valori  delle  |^  soddisfano  alle  congruenze 
caratteristiche  (A*).  Per  persuadersene  basta  riflettere  che  le  (A) 
stesse  sono  conseguenze  delle  (a)  e  dell'equazione  /'(6)  =  0  cui 
soddisfa  6,  onde  segue  che  a  loro  volta  le  (A*)  sono  conseguenze 
delle  (a*)  e  della  congruenza  f{r[)  ^  0  (mod  p)  cui  soddisfa  i]. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie:  Se  il  numero  primo p  non  divide  l'in- 
dice C  di  d,  esso  possiede  tanti  fattori  ideali  prim,i  di  primo  grado 
diversi  quante  radici  incongrue  ha  la  congruenza  f{x)^0  (mod^)(*). 
Per  ogni  radice  t]  di  questa  congruenza  si  avrà  l'ideale  P  cor- 
rispondente per  la  sua  base 

Pnz  [_p,  (0,  — 1,,  (Ds— ^3,. . .  co„  — y, 

calcolando  |,,|,,...^„  dalle  formole  (a*). 

Ma  possiamo  definire  anche  in  altro  modo  questo  ideale  P, 
osservando  che  dalle  due  formole 

6  =  c„  -f  c„co,-}- . . .  -j- c,„ (0, 

n  -— -  ^*i  ~r  ^»»  5«   I   •  •  •  ~r  ^2vj  bKj 
sottraendo,  segue 

r  =  ii 

Q  —  ^—'^Crri(Or  —  t), 

onde  si  vede  che  il  numero  Q  —  y\  appartiene  all'ideale  P.  Ed 
ora  dimostriamo: 

L' ideale  P  è  il  massimo  comun  divisore  dei  due  numeri  p,Q  —  t]. 

Siccome  l' ideale  (p,  6  —  ii)  è  contenuto  in  P,  basterà  provare 
che  inversamente  P  è  contenuto  in  ( jj,  6  —  t])  per  concluderne 
appunto 

Pr=(^,6-Tl), 


(*)  Si  osservi  che  questa  congruenza  non  può  certo  avere  più  di  p 
radici  incongrue,  onde  segue:  Se  il  numero  primo  p  possiede  più  di  p  fat- 
tori ideali  primi  diversi  di  primo  grado,  esso  divide  eertamente  V  indice  del 
numero  generatore  0,  cioè  di  qualunque  numero  primitivo  del  corpo. 


Caso  in  cui  p  nou  ri  ir.  l' hi'lir^.fi.  C  di  R.  La  :^,ongr.  f  {x)  ^0  {mod  p)    405 

e  per  questo,  essenuj  gm  jj  cuattLLiuo  lu  \j),  8  —  tj),  proveremo  che 
ogui  altro  numero  o), —  ;,  della  base  vi  è  egualmente  contenuto. 
Ma  dalle  (a),  (a*),  sottraendo,  risulta 

e(a),-u=j>fc-h  (e-^ì)j  a+a.(6-fTi)+...e..^"g~'^""' j, 

dove  ^  è  un  intero  razionale  e  il  moltiplicatore  di  0  —  i]  è  mani- 
^►^stamente  un  intero  [i  di  iv  (8).  onde  si  vede  intanto  che 

kP)  C{oK  —  t) 

è  contenuto^  nell' ideale  (^,6  —  t|).  Ora  poiché  C  è  primo  con  p, 
possiamo  prendere  due  interi  razionali  t,  u  tali  che  sia 

Ct=lJ^pu. 

Il  numero  (f3)  moltiplicato  per  t  ci  dà 

co,— C,-f^U((D,— H.) 

che  sarà  dunque  contenuto  in  (j),  6  —  i]),  e  siccome  la  seconda 
parte  jp.M(a),  —  |,)  vi  è  certamente  contenuta,  cosi  anche  la  prima 
0),  —  ^,  e.  d.  d. 

Si  osserverà  che,  nelle  deduzioni  di  questo  e  del  precedente 
paragrafo,  non  si  è  fatto  propriamente  uso  della  circostanza  che 
p  sia  un  numero  primo.  Esso  può  venire  surrogato  da  un  numero 
composto  qualunque  m  nella  ricerca  di  ideali  di  NA  ==  m,  purché 
m  sia  primo  con  C  e  lo  schema  ridotto  della  base  presenti  l'a- 
spetto 

/ 


m 

0 

0. 

.0 

*0- 

1 

0. 

..0 

bS 

0 

1 . 

. .  0 

"r-n 

0 

0. 

.,0 

\ 

ossia  purché  si  tratti  di  iin  ideale  A  nel   quale  XA  sia  il  più 
piccolo  numero  razionale  contenuto  in  A  (ideale  primario  assoluto). 
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§  96. 
Infinità  degli  ideali  primi  di  primo  grado  in  ir(6). 

Applichiamo  i  risultati  sopra  conseguiti  a  dimostrare,  in  iiu 
caso  particolare,  già  abbastanza  esteso,  il  teorema  seguente  che 
sarà  poi  nel  seguito  stabilito  in  modo  generale  coi  principii  del- 
l'aritmetica  analitica  (Cf.  §  127): 

In  ogni  corpo  algebrico  finito  K{Q)  esistono  infiniti  ideali  primi 
di  primo  grado. 

Il  caso  particolare  a  cui  qui  ci  restringeremo  sarà  quello  nel 
quale  uno  almeno  degli  n  corpi  coniugati  K'^^\  K^^\ . .  K^"'^  sia  reale, 
cioè  l'equazione  fondamentale 

fix)  =  0 

abbia  almeno  una  radice  reale.  Ci  fonderemo  allora  sull'osserva- 
zione seguente: 

Quando  uno  degli  n  corpi  coniugati  è  reale,  a  numero  8  genera- 
tore del  corpo  si  può  scegliere  un'  unità.  Questo  è  una  semplice  con- 
seguenza del  teorema  fondamentale  di  Dirichlet  per  l'esistenza 
delle  unità  al  §  47  A).  Pongasi  il  corpo  reale  supposto  Z"^'^  nel 
gruppo  A  del  teorema  di  Dirichlet,  e  tutti  i  rimanenti  si  attri- 
buiscano al  gruppo  B.  Esiste  in  K^^^  un'  unità  6  il  cui  modulo  è 
^1,  mentre  i  moduli  di  tutti  i  suoi  coniugati  sono  ■<  1.  In  queste 
condizioni,  6  non  può  eguagliare  alcuno  dei  suoi  coniugati  e  per 
ciò  (§  33)  esso  è  certamente  un  numero  primitivo  o  generatore 
del  corpo,  come  si  voleva.  L'equazione  fondamentale  irriducibile 
a  cui  questa  unità  6  soddisfa  avrà  dunque  la  forma 

(1)  /•(£c)=£C"-f  «.«"•'+...+«„.,  £C+  1=0, 

in  cui  anche  1'  ultimo  coefficiente  sarà,  in  valore  assoluto,  eguale 
a  1.  È  questa  la  circostanza  su  cui  poggiano  le  conclusioni  se- 
guenti, le  quali  varranno  quindi  anche  se  tutti  i  corpi  sono  imma- 
ginarii,  tutte  le  volte  che  esiste  un'  unità  primitiva. 
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Ciò  ammesso,  dimostriamo  che:  dato  un  qualunque  numero  razio- 
nale intero  positico  le,  si  può  trovare  un  numero  primo  p,  che  non 
divide  k,  e  pel  quale  sia  solubile  la  congruenza 

f{x)  =  0  (modp). 

Diamo  alla  x  nella  (1)  un  valore  intero  multiplo  di  k 

x  =  qkj 

ed  otterremo  un  numero  intero 

(2)  N=  fiqk)  =  qk]  q"'  k-'  -f  a.q-'k"-'^  . . .  +a,..  (  +  1, 

che  per  infiniti  valori  dell'intero  q  sarà  diverso  da  +  1  ed  anche 

sempre  diverso  da  zero,  essendo  la  (1)  irriducibile.  Fissato  un  tale 

valore  per  q,  prendiamo  uno  qualunque  dei  divisori  primi  p  del 

numero  risultante  N.  A  causa  della  (2)  il  numero  p  non  dividerà 

k  (altrimenti  dividerebbe  +  1),  e  per  questo  modulo  primo  p  la 

congruenza 

f{x)=0  {modp) 

possederà  almeno  la  radice  x^qk. 
E  allora,  detto  C  l' indice  di  6,  siano 

i  suoi  fattori  primi  diversi,  ai  quali  aggregheremo  un  numero 
qualunque  di  altri  numeri  primi  aiffatto  arbitrarli  Pr^i-tPr~i--Pm- 
Se  nel  risultato  precedente  poniamo 

k=p,p,...p^p,^,...p^, 
troveremo  un  numero  primo  p  all'  infuori  dei  numeri 

pel  quale  sarà  solubile  la  congruenza 

f{x)  ^  0  (mod  p). 
Poiché  inoltre  p^  essendo  diverso  da 

P^,Pt1-'-Pr, 
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non  divide  l' indice  C  del  numero  generatore  6,  e  la  congruenza 
superiore  lia  almeno  una  radice,  segue  dal  paragrafo  precedente 
che  esisterà  almeno  un  fattore  ideale  P  di  ^  che  sarà  primo  e 
di  primo  grado. 

Dopo  ciò  se  consideriamo  un  qualunque  ideale  A  di  ^(6)  segue 
facilmente:  esistono  ideali  primi  di  primo  grado  che  non  dividono  A, 

Difatti  se  diciamo  ancora 

i  fattori  primi  diversi  di  NA  e  poniamo  come  sopra 
7ez=p,p,...p,p,^,...p„, 

esisterà  qualche  numero   primo  jp,  all' infuori  di  questi  w,   che 

possederà  un  fattore  ideale  primo  P  di  primo  grado,  il  quale  non 

dividerà  A,  perchè  NP=p  non  divide  NA. 

L' infinità  degli  ideali  primi  di  primo  grado  nel  nostro  corpo 

^(6)  è  cosi  manifesta,  perchè,  trovati  un  numero   qualunque  s 

di  questi  ideali 

P    P        P 

se  si  pone  nel  risultato  precedente 

A  =  P,.P,...P., 

se  ne  avranno  ancora  altri  fuori  di  questi. 


§  97. 
Preliminari  pel  teorema  di  decomposizione  di  Dedekind. 

Le  ricerche  del  §  95  per  la  determinazione  degli  ideali  primi 
di  primo  grado  che  dividono  un  dato  numero  primo  razionale  j), 
il  quale  non  divida  V  indice  C  del  numero  generatore  0,  ci  hanno 
fatto  riconoscere  che  il  problema  si  riconduce  a  considerare  il 
primo  membro  f{x)  dell'equazione  fondamentale  rispetto  al  mo- 
dulo p,  e  ad  effettuare  la  ricerca  dei  polinomii  di    primo  grado 
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in  X  che  sono  divisori  (mod  p)  di  f(x).  Questo  risultato  non  è  che 
un  caso  particolare  dei  teoremi  generali  di  Dedekind,  il  qnale 
ha  riconosciuto  che,  sempre  nell'ipotesi  di  un  numero  primo  p 
non  divisore  dell'indice  di  Qj  la  decomposizione  del  numero  primo 
p  nei  suoi  fattori  ideali  primi  si  riconduce  completamente  ad  effet- 
tuare la  decomposizione  (mod  p)  del  polinomio  f{x)  nei  suoi  fat- 
tori irriducibili,  secondo  la  formola  (I)  §  93,  ed  allora  i  gradi  di 
questi  polinomii  danno  rispettivamente  i  gradi  degli  ideali  primi 
in  cui  p  si  risolve,  e  gli  esponenti  n,,n,,...n,  corrispondono  agli 
esponenti  a  cui  i  detti  ideali  primi  figurano  in  p. 

Entro  la  totalità  dei  numeri  interi  di  K{d}  che  formano  l'i- 
deale unità  0  ed  hanno  la  forma 

(1)  ic,  co, -f  a-,  CD, -f  . . . -f  a?»  co. 

con  x,,  ic,, . .  .£C„  interi  razionali,  ci  converrà  considerare  l'insieme 
parziale  di  quei  numeri  che  si  esprimono  già  linearmente,  con 
coefficienti  razionali  interi  ^,,  per  la  base  non  minima  [1,6, 6*... 6"*] 
ed  hanno  dunque  la  forma 

(2)  ;i,  -f  /i,  8  -f  A,  6»  -f-  . . .  -f  /i„  6-. 

Questi  numeri  (2)  si  riproducono  fra  loro  per  somma,  sot- 
trazione e  moltiplicazione,  e  fra  i  numeri  (2)  figurano  tutti  i 
numeri  razionali  interi;  il  loro  insieme  si  dice  un  ordine {*)  di 
numeri,  e  questo  particolare  ordina  verrà  qui  indicato  con   (7. 

Se  un  numero  (2)  dell'  ordine  O',  mediante  la  sostituzione 
lineare  (2)  §  94 

6'-=:  Se,,  co,, 

k 

che  lega  la  base  [1,6, 6*,.- •  Q"']  di  O'  alla  base  di  0,  si  pone  sotto^ 
la  forma  generale  (1),  si  ha 

(3)  x,=  '^c.,h,      {l-=l,2,...n) 


(*)  Introduciamo  già   qui  la  denomiuazione   di   ordini,  del   cui    studio' 
generale  ci  occuperemo  al  Capitolo  seguente. 
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da  cui  anche  risolvendo,  colle  notazioni  del  §  95; 

(3*)  CK  =  ^C,,x,. 

k 

Tenendo  fìssa  l' ipotesi  che  il  numero  -primo  p  non  divida  l'in- 
dice C  di  0,  vediamo  subito  che  un  numero  (2)  dell'  ordine  O'  sarà 
divisibile  per  p  solo  quando  tutte  le  Tit  risultino  divisibili  per  p. 
Poiché  infatti,  posto  il  numero  sotto  la  forma  (1),  debbono  risul- 
tare le  sue  coordinate  x^  divisibili  per  p^  e  le  (3*)  danno 

(7A,=  0  (mod  p\ 

da  cui  appunto,  essendo  C^^O  (mod  jp),  risulta  Zi^^O  (mod  p). 
Un  numero  dell'ordine  O'  può  porsi,  secondo  la  (2),  in  uno 
ed  in  un  sol  modo  sotto  la  forma  normale  fp(6),  essendo  ff{x)  un 
polinomio  in  x  (a  coefficienti  razionali  interi)  di  grado  inferiore 
a  ?i.  Il  numero  q)(6!  di  O'  è  dunque  divisibile  per  p  solo  quando 
il  polinomio  c^{x)  è  congruo  a  zero  (mod  p).  Due  numeri  q)(6),  q),(8) 
di   0',  posti  sotto  la  forma  normale  (2),  saranno  congrui  (mod  p) 

q)(6)  =  cp.(e)  (modi)) 

solo  quando  identicamente 

(p  {x)  ss  cpi  {x)  (mod  p). 

Se  i  polinomii  rp(a;),  cp,(ic)  hanno  grado  ^  n,  dividendo  la  dif- 
ferenza cp(a:),  q)i(a;)  per  f{x)  si  avrà 

qp  [x)  —  cp,  {x)  =r  f{x)  .Q{x)-\-R  {x) 

da  cui.  cp(,6)  —  (pi(6)  =:  it(8),  e   sarà  quindi  q)  (8)  ^  cpi  (0)  (mod  2;) 
solo  quando  R{x)^0  (mod  p). 

Dunque  in  generale  la  congruenza 

(a)  qp(0)  =  qp,(0)   (mod  jo) 

equivale  perfettamente  alla  congruenza  fra  polinomii 

(a*)  (p  {x)  ^  cpi  {x)  modd  [p,  f{x). 


Preliminari  pgl  teorema  di  decomposi ziong  dì  Dedekind      411 

Il  nnmero  dei  numeri  dell'  ordine  0'  incongrui  (mod  p)  è 
manifestamente  j)"  ed  eguaglia  il  numero  dei  numeri  di  0  in- 
congrui (mod  p)  ;  per  ciò  :  qualunque  intero  co  del  corpo  K{b)  è 
congruo  (mod  p)  con  un  numero  dell'ordine  O'.  La  stessa  cosa  è 
anche  immediatamente  visibile  sulle  formole  (3)*,  giacche,  asse- 
gnato un  qualunque  sistema  di  valori  delle  a?,-  (mod  p),  queste, 
essendo  CeJ^O  (mod^),  determinano  in  uno  ed  in  un  sol  modo 
valori  corrispondenti  (mod  p)  per  le  Zi,.. 

Ciò  premesso,  risolviamo  (mod  p)  il  polinomio  f{x)  nei  suoi 
fattori  irriducibili  (§  93),  e  sia  Q{x)  uno  di  questi  fattori  irridu- 
cibili, il  cui  grado  indichiamo  con  /*,  mentre  con  e  indichiamo 
l'esponente  della  potenza  effettiva  a  cai  Q{x)  figura  in  /*(«), 
talché  sia 

(4ì  f{x)  =  {Q{x) )' .  5 (x)  (mod  p), 

col   secondo  fattore   Six)   non   più  divisibile   per  Qix)   (mod  p). 
Dimostriamo  allora  il  teorema  fondamentale  (Dedekind): 

A)  L'ideale  massimo  comun  divisore  dei  due  numeri  p,  Q(6) 

Pz=(p,  Q(6)) 

è  un  ideale  primo  di  grado  f,  NP  =  p^,  ed  entra  in  p  precisamente 
alla  potenza  P*. 

Per  questo  cerchiamo  quali  sono  i  numeri  \[)  (0)  dell'  ordine 
Cy  divisibili  per  l' ideale  P  e  dimostriamo  che  la  congruenza 

(6)  ai>(0)=O  (mod  P) 

equivale  perfettamente  all'  altra  per  polinomii 

(6)  ■^{x)  =  0  modd  {p,  Q{x)). 

Difatti,  se  è  soddisfatta  la  (5),  il  numero  t|)(6)  è  contenuto  in 
P=z(p,  Q{Q)).  ed  ha  quindi  la  forma 

ii)(0)  =  ?.^-|-.iQ(6), 

con  /.,  [L  interi  in  K{Q).  Ora  |.i  è  congruo  (mod  p)  con  un  numero 
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q)(6)  dell'ordine  O';  e  per  ciò 

ip(e)  =  (p(6)Q(0)  (modi>), 
onde  segue  per  la  (a*) 

•i|)  (£c)  ^  cp  {x)  Q  {x)  modd  {p,  f{x)  ). 

Ma  siccome  Q{x)  è  un  divisore  (mod  ^)  di  f{x),  ne  deriva  ap- 
punto la  (6).  Viceversa,  se  vale  la  (6),  è 

-iliix)  =pA{x)^  Q{x)B(x) 

onde  \\'{Q)  appartiene  all'ideale  P. 

L'equivalenza  cosi  dimostrata  della  congruenza  (6)  alla  (6) 
ci  permette  subito  di  trovare  NP,  perche  questo  è  il  numero  dei 
numeri  di  0  incongrui  (mod  P):  e  siccome  ogni  numero  di  O  è 
congruo  (mod  p)  ad  un  numero  i|j(8)  dell'ordine  0',  e  per  ciò  an- 
che rispetto  all'ideale  divisore  P,  sarà  NP  eguale  al  numero  dei 
polinomii  ypix)  incongrui  rispetto  al  doppio  modulo  {p,Q{x)). 
Il  grado  del  polinomio  Q{x)  essendo  =/",  l'osservazione  finale 
del  §  93  dimostra  che  si  ha  appunto 

NP  =  p^. 

Il  nostro  ideale  Pz=:{p^Q{^))  è  dunque  certamente  diverso 
dall'ideale  unità  perchè 

NP:>  1; 

ed  ora  proviamo  in  secondo  luogo  che  P  è  un  ideale  primo,  fon- 
dandoci sopra  la  proprietà  caratteristica  di  un  ideale  primo,  se- 
gnalata al  §  69,  di  non  poter  dividere  il  prodotto  di  due  interi 
di  K{^)  se  non  divide  almeno  uno  dei  due.  Ora  se  a, ,  a^  sono  due 
interi  qualunque  in  ^(6),  si  ha 

a,  =  cpi  (0)  ,     a,  =  cp,  (6)     (mod  P), 

indi 

a,  ttj  ^  (pi  (6)  .  qp,  (6)     (mod  P). 
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Se  il  prodotto  aia^  è  ^0  (mod  P),  si  Jia 

cr,(6)cp,(e)  =  0    (mod  P), 

e  per  quanto  si  e  .visto  sopra  deve  essere 

cpi  (x) .  qj,  (x)  ^  0  modd  {p,  Q  (a;)  ) , 

ma  Q{x),  essendo  irriducibile  (mod^),  dovrà  dividere  o  cpi{x)  o 
<p,(£c),  e  questo  equivale  a  dire  che  <Pi(8)  ovvero  cp.{d)  sarà  divi- 
sibile per  P,  e.  d.  d. 

§  98. 
Teorema  ftnale  di  deeoiiix)Osizfone. 

Del  teorema  A)  ci  resta  cosi  a  provare  solo  l'ultima  parte  e 
cioè  che  l'ideale  primo  P  entra  in  p  precisamente  alla  stessa 
potenza  P*  come  Q{x)  entra  (modj?)  in  f{x),  secondo  la  formola(4). 

Se  poniamo 

(7)  _  Q=Q{Q), 

l'ideale  primo  P  è  il  massimo  comun  divisore  dei  due  numeri 
p,  Q,  ossia  dei  due  ideali  principali  (p)j  (q),  che  si  decomporranno 
quindi  nel  modo  seguente 

(8)  {p)  =  P.A,     ÌQ)==P.B, 

e  i  due  ideali  A,B  saranno  primi  fra  loro. 

Per  provare  che  P'  è  la  più  alta  potenza  di  P  che  divide  (p) 
dimostreremo  : 

a)  A  è  divisibile  per  P"', 
p)  A  non  è  divisibile  per  P*. 
a)  Se  si  osserva  la  (4) 

fix)  =  {Q{x)y.S{x)    mod  jp), 

nella  quale  S{x)  non  è  divisibile  (mod  p)  per  Q(x),  si  vede  che 
il  numero 
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non  è  divisibile  per  p.  Ora  si  consideri  il  numero 

che  è  divisibile  per  P'-*  (perchè  P  divide  q). 
Questo  numero 

r\  =  SiQ)  (Q(0)r 

non  è  però  divisibile  per  p,  che  altrimenti  sarebbe 
S(x)  {Q{x)r'=0    (mod  p) , 

il  che  è  assurdo  perchè  il  polinomio  a  sinistra  ha  grado  <n   e 
il  primo  coefficiente  ^  1  (mod  p). 
D'altra  parte  per  la  (4)  è 

iQ{Q))'Si&)~0    (mod  ^;), 

cioè  il  numero  i]q  è  divisibile  per  p.  Per  le  posizioni  (8)  è  dunque 
{r])PB  divisibile  per  PA,  indi  [t-])  B  per  A,  e  siccome  A  è  primo 
con  jB,  dividerà  (r)),  sia 

(9)  i^)  =  Aa 

Questo  ideale  C  non  è  divisibile  per  P,  che  altrimenti  sa- 
rebbe (}■))  divisibile  per  APz=(p)^  ossia  t]  per  p.  Ma  (j])  è  divisi- 
bile, come  si  è  detto,  per  P"\  e  la  (9)  essendo  C  non  divisibile 
per  P  prova  che  A  è  divisibile  per  P'\  ed. d. 

|3)  Per  provare  il  secondo  punto,  ammettiamo  che  sia  al 
contrario  J.  divisibile  per  P*,  indi  per  P,  essendo  e^l;  allora^ 
non  sarà  divisibile  per  P  e  {q)=zPB  non  lo  sarà  per  P\  D'altra 
parte  a  non  è  divisibile  per  P  ed  in  t)  =:  oq"^  entra  dunque  P"' 
come  massima  potenza  di  P,  per  ciò  anche  in  A  divisore  di  i], 
ciò  che  è  contradditorio. 

Raggiunti  questi  risultati  fondamentali,  pensiamo  effettuata 
la  decomposizione  (mod  p)  del  polinomio  f{x)  nei  suoi  fattori 
irriducibili  diversi 

Q,(x),  Q,{x),...Qrix) 
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dei  rispettivi  gradi 

/ 1 J     ItT-'frì 

ed  abbiasi 

(10)  f{x)  =  {Q{x)riiQ,{x)y^...  Qr{x)Yr  (mod  p), 

onde  sarà 

(11)  n  =  eJ,-{-e,n^....-^eJ^. 

Gli  ideali  primi 

*  ^x=(i^,Q.(0)),  p,=(p,Q.(e)),...p,=(i9,a(e)) 

entrano  in  ^  ai   rispettivi   gradi    ei,c.,...e,  ed    hanno    inoltre  i 

gradi  /;, /;,.../;: 

Essi  sono  tutti  diversi  ira  loro,  perchè  se  fosse  p.e.  Px  =  Ps 
il    numero  Q,  (6)   divisibile   per   P,  lo    sarebbe    anche    per  P,  ed 

avremmo 

Q,  (a;)  ^  0  modd  (p,  Q,  (x)  ) , 

ossia  ^2^^)  sarebbe  divisibile  (mod  |))  per  Q,(x)  e  coinciderebbe 
con  Qi  (x).  Il  numero  primo  p  è  divisibile    dunque  pel   prodotto 

p^i  Pi^...p:r, 

la  cui  norma  per  la  (11)  è  =r=p''  ed  eguaglia  la  norma  di  p  :  se 
ne  conclude  (*) 

ip)  =z  P\^  P^  .  .  .  .  PV  . 


(*)  La  stessa  cosa  segue  provando  che  nessun  altro  ideale  primo  P, 
oltre  Pj,P,,...P, ,  può  entrare  in  p.  E  infatti  si  ha  dalla  (10) 

(^i(0))''(^,(e))'....(a(e))v-o  (modi,) 

e  un  qualunque  ideale  primo  P  fattore  di  jp  deve  dunque  dividere  o  Qi  (6), 
o  Qt{^)-...,  poniamo  p.  e.  ^i(0).  Ma  allora,  dividendo  |>  e  <?i  (8),  divide  P^ 
ed  è  P^P,. 
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Siamo  cosi  arrivati  al  teorema  finale  di  decomposizione: 
Se  r indice  del  numero  d,  definito  dall'equazione  irriducibile  di 
grado  n  f{x)-=:0,  non  è  divisibile  pel   numero  primo  p,  la  decom- 
posizione di  (p)  nei  suoi  fattori  ideali  si  ottiene  decomponendo  (mod  p) 
in  poUnomii  irriducibili  Qi{x)  il  polinomio  f{x),  e  se 
f{x)=Q\^{x)  Q\*{x)....Q^r{x)  (mod^), 
il  numero  p  si  decompone  corrispondentemente  in 

dove  , 

■P.=  (i>,Q*(8)),  i=l,2,...r 

è  un  ideale  primo  di  grado  d  eguale  al  grado  del  polinomio  Qdx). 

Con  questo  teorema,  per  tutti  gli  infiniti  numeri  primi  razio- 
nali p,  che  non  dividono  l'indice  del  numero  /generatore,  il  pro- 
blema della  decomposizione  in  fattori  ideali  primi  è  ricondotto 
alla  teoria  delle  congruenze  superiori,  precisamente  alla  decom- 
posizione (mud  2^)  '^^i^  primo  membro  f{x)  dell'equazione  fonda- 
mentale in  polinomii  irriducibili.  Siccome,  cangiando  il  numero 
generatore,  cangia  il  suo  indice  C  (o  il  suo  discriminante  C*.  D), 
potrebbe  credersi  che  fosse  sempre  possibile,  per  qualunque  nu- 
mero primo  p  dato,  scegliere  il  numero  generatore  8  in  guisa  da 
evitare  il  caso  eccezionale. 

Ma  Dedekind  ha  fatto  rilevare  che  esistono  corpi  nei  quali 
tutti  gli  indici  dei  numeri  del  corpo  ammettono  divisori  primi 
fìssi,  pei  quali  dunque  la  teoria  precedente  non  basta  più  ad  ef- 
fettuare la  decomposizione  per  questi  particolari  divisori  primi 
fissi  degli  indici.  Cosi  p.  e.,  nel  corpo  cubico  addotto  neiresempio 
alla  fine  del  §  40,  tutti  gli  indici  dei  numeri  sono  divisibili  per  2 
e  la  decomposizione  del  numero  2  in  questo  corpo  non  è  più  su- 
bordinata alle  leggi  sopra  esposte  (*). 


(*)  In  effetto  il  2  si  decompone  in  questo  corpo  nel  prodotto  dei  tre 
ideali  primi  di  primo  grado 

-Pi  =  [2,0)8,0)3],   P,=: [2,  0)2,1-1-0),],  JPs  =  [2,1+0),,  1-1- G),] 
ed  anche  di  qui  segue  (cf.  nota  §  95)  che  il  2  divide  tutti  gli  indici  degli 
interi  del  corpo. 
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In  ogni  caso  però  questi  numeri  primi  eccezionali  (ausser- 
wesentliclie  Theiler)  sono  in  numero  finito  e  la  loro  decomposi- 
zione potrà  ricercarsi  direttamente. 

Ma  anche  questa  lacuna  nella  teoria  venne  colmata,  special- 
mente dalle  ricerche  di  Hensel  che,  movendo  dalla  teoria  di  Kro- 
necker,  ha  potuto  ricondurre  la  decomposizione  di  tutti  i  numeri 
primi,  compresi  gli  eccezionali,  alle  congruenze  superiori.  Occorre 
a  questo  scopo  un'estensione  delle  proprietà  dei  polinomii  con- 
siderati rispetto  ad  un  modulo  primo  razionale  p,  al  caso  di  un 
modulo  primo  ideale,  quando  inoltre  i  polinomii  nella  variabile  x, 
contengono  oltre  questa  variabile  x.  n  variabili  o  parametri  in- 
determinati t/i.  Ili,.  '  '  «■  (*)• 


§  99. 
I  numeri  primi  critici  non  eccezionali. 

Si  è  già  più  volte  accennato  che  i  numeri  primi  razionali 
divisori  del  numero  fondamentale  D  hanno,  rispetto  a  tutti  gli 
altri  numeri  primi,  un  comportamento  affatto  speciale,  che  ha 
fatto  loro  dare  la  denominazione  di  numeri  primi  critici  (**). 
Questo  comportamento,  scoperto  da  Dedekind,  si  riassume  nel 
teorema  : 

A)  /  numeri  primi  p  divisori  del  numero  fondamentale  D  del 
corpo,  e  questi  soltanto,  sono  divisibili  pel  quadrato  di  qualche  ideale 
primo. 

La  dimostrazione  si  compie  facilmente  pei  numeri  primi  p 
non  eccezionali,  quando  cioè  esiste  qualche  numero  primitivo  6 


(*)  Rimandiamo  il  lettore,  per  questo  completamento  della  teoria,  al 
Bericht  di  Hilbert  ed  al  trattato  di  Bachmann, 

(**)  Cf.  $  72  in  fine  e,  al  $  78,  la  verifica  del  teorema  pel  caso  dei 
corpi  quadratici. 
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nel  corpo  il  cui  indice  non  è  divisibile  per  p,  del  qual  caso  trat- 
tiamo nel  presente  paragrafo. 

Cominciamo  dal  premettere  alcune  osservazioni.  Se  X,  \i  sono 
due  interi  algebrici  e  p  un  qualunque  numero  primo  razionale, 
nello  sviluppo  del  binomio 

a  +  ì^r 

tutti  i  coefficienti  dei  termini,  salvo  quelli  dei  due  estremi,  sono 
divisibili  per  p,  e  si  può  scrivere 

con  Q  intero  algebrico,  od  anche  sotto  forma  di  congruenza 
il-{-[i)''=l''-{-[.i''    (mod  p). 

Questa  formola  si  estende  subito  alla  somma  di  quanti  si 
vogliano  interi  algebrici  À, ,  k.^,. . .  X„  e  si  ha 

(1)  {K-\-K~ir-"  +  Kr^-'^-'.-i-)4  +  -.^  +  K   (mod  p). 

Ed  ora  dimostriamo:  Se  Q{x)  è  un  polinomio  irriducibile  {mod  p) 
(§  93),  il  polinomio  derivato  Q'  (x)  non  può  essere  ^  0  (mod  p). 

Difatti,  perchè  fosse  Q{x)^0  (mod  p),  occorrerebbe  che  in 
ogni  termine  di  Q{x)  (con  coefficiente  ^eO  (mod  p))  l'esponente 
della  X  fosse  divisibile  per  p^  onde  avremmo 

Q{x):=^ax'^-  (a,  a  interi  a  ^0). 

Ma  allora,  essendo  a^a"  (mod  p)),  potremmo  scrivere 

Q(x)  =2  i^^"")'  (™o<^  i^)» 

quindi  anche  per  la  (1)  ^ 

Q{x)  =  (2  aas*)"  (mod  p), 

ciò  che  è  assurdo  perche  Q{x)  è  irriducibile  (mod  p). 
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Dopo  ciò  possiamo  dimostrare: 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  il  polinomio  A{x) 
contenga  in  fattore  {mod  p)  il  quadrato  del  polinomio  irriducibiU 
Q(x)  è  che  Qix)  entri  in  fattore  anche  nel  polinomio  derivato  A'{x). 

E  infatti,  nella  nostra  ipotesi,  si  ha 

A  'x\  =Qix)  B  ix)  -f  p  C{x) , 
da  cui  derivando 
(2)  A'ix)  =  Q'ix)  B[x)  -\-  Q{x)  B'{x)    (mod  p). 

Se  A  (x)  è  divisibile  (mod  p)  per  Q*,  B{x)  è  divisibile  per  Q{x), 
ehe  per  la  (2)  entra  dunque  in  A'  (*).  Inversamente,  se  A'{x)  è 
divisibile  (mod  p)  per  Q(x),  la  (2)  prova  che  deve  essere 

Q'(x)  B{x)  =  0  (modd  {p,  Q{x)) 

e  il  polinomio  irriducibile  Q{x)  deve  dunque  dividere  (mod  p) 
l'uno  o  l'altro  dei  due  fattori.  Ma  il  primo  Q' (a),  avendo  grado 
minore  di  Q{x),  non  può  essere  divisibile  per  Q  (a),  se  non  es- 
sendo ^0  (mod  p),  il  che,  come  si  è  provato,  deve  escludersi; 
dunque  Q(x)  divide  B{x),e  per  ciò  Q^{x)  divide  A(x),  e.  d.  d. 

Ciò  premesso,  andiamo  a  dimostrare  il  teorema  A)  nell'ipotesi 
che  il  numero  primo  p   non  divida  V indice  C  del  numero  genera- 
tore 6  e  siano  quindi   applicabili,  in   riguardo   delle   congruenze 
I  dei  numeri  (mod  p).  i  teoremi  del  §  97.  Introduciamo  a  tale  scopo 
la  considerazione  della  differente 

e  =  5(0)=/' (6) 
\  del  numero  6  (§  34),  ricordando  la'  formola  (5)  ibid.  (pag.  149) 

rf(0)  =  (-i)''^..ve, 

Sia  P  un  fattore    primo  ideale  di  p  nel  quale  entri  alla  po- 
i|  tenza  P";  corrispondentemeni;e    (§  97)   il    polinomio  /*(jc),  primo 
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membro  della  equazione  fondamentale,  si  decomporrà  (mod  jo] 
secondo  la  Ibrmola  (4)  ibid,    (pag.  411)  in 

f{x)  ^  Q"{x)  .  S{x)     (mod  p\ 

e  per  quanto  si  è  visto  sopra  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
affinchè  f'ix)  sia  divisibile  (mod  jp)  per  Q{x)  è  che  si  abbia  e>  1 
D'altra  parte,  per  quanto  si  è  visto  al  §  97,  la  divisibilità  di 
f'(x)  per  Q{x)  (mod  p)  equivale  perfettamente  alla  divisibilità 
del  numero 

per  l'ideale  primo  P,  onde  si  vede  che  la  differente  0  =  5(0)  è 
divisibile  per  l'ideale  primo  P  quando  e>  1.  non  divisibile  per  / 
se  e  =  1. 

Dopo  ciò,  sempre  nell'ipotesi  che  il  numero  primo  p  non  di- 
mda  l'indice  C,  proviamo  facilmente  il  teorema  A)  dimostrando 
successivamente  : 

a)  Se  p  contiene  il  quadrato  di  un  ideale  primo  P,  esso  entra 
nel  numero  fondamentale. 

Difatti  in  tal  caso,  essendo  e  >  1,  la  differente  0  è  divisibile 
per  P,  indi  NQ  per  NP,  che  è  una  potenza  di  p.  Per  ciò,  se- 
condo la  (3),  il  numero  CD  è  divisibile  certamente  per  p>,  che 
non  entrando  in  C  dividerà  D,  e.  d^  d. 

Ed  ora  proviamo  inversamente  che  : 

j3)  Se  p  divide  D  (non  C),  qualche  fattore  ideale  primo  di  p  vi 
sarà  contenuto  al  quadrato. 

Per  la  (3)  il  numero  A'0  è  divisibile  per  p  e  per  ciò  0  de^ 
^contenere  almeno  uno  P  dei  fattori  ideali  di  ^,  che  in  caso  coii- 
trario  sarebbe  0  primo  con  p,  e  quindi  A^0  primo  eon  Np  ^p" 
e  per  ciò  non  divisibile  per  p.  Ma  se  P  è  un  fattore  ideale  di  p 
che  entra  anche  in  0,  il  corrispondente  esponente  e,  per  quant 
si  è  visto  sopra,  è  >1,  quindi  p  è  divisibile  per  P",  e.  d.  d. 
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§  100. 

XuoTii  dimostrazione  generale  di  una  prima  parte 
del  teorema  A). 

Si  tratta  ora  di  liberarsi  dalla  condizione  restrittiva  che  p 
..>ii  divida  l'indice  C  di  8  e  dimostrare  il  teorema  A)  senza  re- 
stri?:ioni  di  sorta.  Qaesto  faremo  però  soltanto  per  una  prima 
parte  del  teorema  dove  la  cosa  riesce  facilmente,  e  cioè  per  l'af- 
fermazione : 

a)  Se  il  numero  primo  razionale  p  è  divisibile  pel  quadrato  di 
ideale  primo  P,  allora  p  divide  il  numero  fondamentale  D. 
Per  questo  ricordiamo  dal  §  34  le  proprietà  elementari  della 
eia  T{a)  di  un  numero  a  del  corpo,  espresse  dalle  formole 

T<h  a)  =.  h  T{u)         (h  razionale) 


llrj 


T:a, 


T{a:), 


e  ricordiamo  altresì  che  se  a  .  sono  n  numeri  qualunque 

del  corpo,  il   loro   discriminante  \  ^a,  .<'._...  .(t.„)  si  esprime  sotto 
^■^  forma  di  determinante 


A  (a,,  o.i,...u.^) 


r(a.a.),     r(a,a,),...r(a.a.) 
r(a,aj,     T(a.a,),...r(a.a.) 


Se    ora    (a    è    un    qualunque    numero    intero    del    corpo    ed 
\(ù^*^ . . .  (i)"^  gli  n  coniugati,  si  ha  per  definizione 


T((D)=:C0 


—  r.iCO  _!_  <-.^(«) 


oy 


4-  03<"i 


^  è  un   numero    primo   razioiiale,  elevando   alla   potenza  p 
Ita  per  la  (1)  §  99 

{T{(ù)Y=T{(à^)       (mod  p). 
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Ma   ^(o))  è  uà   ordinario   intero   razionale,  indi   pel    teorema 

di  Fermat 

{T{ix->)Y=J\iy^)       (mod  p), 

onde  segue  la  formola 

(5)  r(co)=r(a)'')       (mod  j9), 
clie  applicata  r  volte  dà  la  generale 

(6)  T{(ù)=T{o-)P')       (mod  _p). 

Di  qui  si  deduce:  se  l'intero  co  è  divisibile  per  tutti  i  fattori 
primi  ideali  di  p,  la  sua  traccia  è  divisibile  per  p.  Difatti  se  sup- 
poniamo 

basta  prendere  nella  (6)  r  tanto  grande  che  p'  non  eia  inferiore 
a  nessuno  degli  esponenti  e^  ed  allora  cop'  e  divisibile  per  p, 
quindi  anche  la  sua  traccia,  e  perciò  la  (6)  dà 

T(co)  =  0       (modi)). 

Se  applichiamo  la  formola  (4)  al  calcolo  del  discriminante 

A(af,a^,...(<) 

delle  p'*'  potenze  dei  numeri  ai,  a^,  ...a„,  risulta  subito  dalla  for- 
mola (5)  che  sussiste  in  generale  la  congruenza 

(7)  A  (a?,  a?, . . .  al)  =  A  (a„  a„  . . .  aj       (mod  p). 

Venendo  ora  alla  dimostrazione  del  teorema  a),  supponiamo 
che  l'ideale  principale  {p)  contenga  il  quadrato  P*  di  un  ideale 
primo  P,  e  poniamo 

{p)=:AP\ 

L'ideale  AP  non  è  divisibile  per  p,  e  possiamo  quindi  tro- 
vare in  ^  P  un  numero  co  non  divisibile  per  j);  ma  poiché  co  è 
divisibile  per  AP  isarà  co*  divisibile  per 

{APfz=z{p).A, 
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e  quindi  per  p,  onde  avremo 

0)  ^p  0  (mod  2^)i       co*  ^  0  (mod  p), 
e  perciò  anche  certamente 
(8)  co"  =  0       (mod  p). 

Se  esprimiamo  ora  co  per  la  base  [co,,  o)„ . .  .co„|,  sarà 

(0  =  /i,  co,  -f  /i,  03,  -j-  . . .  -j-  ^^n  K=^hi  co.., 

< 

coi  numeri  interi  razionali  ^,  non  tutti  divisibili  per  |>.  Elevando 
alla  potenza  p,  risulta  dal  §  99  che  si  avrà 

03"  =  hi  03?  -\-h,io^  -{-... -\-  h,  coj       (mod  p), 

e  quindi  per  la  (8) 

A,  03f -f- /ij  ù3f  4- . . .  4- /i„  03;  =  0       (mod  ^). 

Insieme  a  cj^uesta  congruenza,  sussisteranno  le  n  che  si  hanno 
passando  alle  n  basi  coniugate,  e  siccome  ^„A,, ...A,  non  sono 
tutti  divisibili  per  p,  il  loro  determinante 


Q  = 


<ay    (tìl'>"...a3 


(0» 


cof"  or 


03 


(^f 


Oì['^      03i->'...03l"^'' 


dovrà  essere  divisibile  per^(*).  Il   quadrato   di   questo  determi- 
nante è  A  (co?,  cof,...  0)^),  cbe  sarà  dunque  divisibile   per  p,  anzi 


(•)  Se  p.  e.  h^  non  è  =0  (mod  p),  dalle  dette  congruenze  risulta  che  h^  Q 
è  un  intero  algebrico  divisibile  per  t),  e  quindi  ^',  Q*,  che  è  razionale  in- 
tero, %  divisibile  per  p*.  Ma  essendo  A,   non  divisibile  per  p,  il  quadrato 

p^  entra  in  Q*,  e  per  ciò  —  è  intero. 

P 
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per  p"^,  ed  allora  dalla  forinola  (7)  si  trae 

Z)  ==:;  A  (co, ,  a)j , . . .  oj„)  ^  0       (mod  p), 

che  è  quanto  si  voleva  provare. 

Per  dimostrare  completamente  il  teorema  A)  anche  nel  caso 
che  p  divida  l'indice  C  di  6  ci  resterebbe  da  provare  la  seconda 
parte: 

6)  Se  il  numero  primo  p  divide  il  numero  fondamentale  D,  uno 
almeno  dei  fattori  primi  ideali  di  p  entra  in  p  ad  una  potenza  mag- 
giore della  prima. 

Questa  è  la  parte  che  ha  presentato  maggiori  difficoltà  alla 
dimostrazione,  difficoltà  suparate  prima  da  Dedekind,  indi  da 
Hensel  con  metodi  cui  abbiamo  accennato  al  §  99.  Ma  qui,  non 
consentendoci  i  limiti  imposti  al  presente  trattato  maggiori  svi- 
luppi, rimanderemo  il  lettore  ai  libri  già  citati. 


§  101. 
Crrado  e  discrimiuante  del  corpo  circolare  ^\e«' 

Termineremo  questo  Capitolo  coli' aggiungere  alla  classe  dei 
corpi  quadratici,  nei  quali  abbiamo  già  determinato  (§  78)  gii 
ideali  primi,  1'  altra  importantissima  classe  dei  corpi  alle  radici 
primitive  w""  dell'  unità  (corpi  circolari),  pei  quali  Kummer,  pro- 
seguendo le  celebri  ricerche  di  Gauss,  riconobbe  per  primo  la 
necessità  dell'  introduzione  di  fattori  ideali. 

Consideriamo  l'equazione  binomia 

(1)  x"=l 

per  la  divisione  del  circolo  in  m  parti  eguali  e  limitiamoci  per 
ora  al  caso  in  cui  il  numero  m  sia  la  potenza  di  un  numero  primo 
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qualunque  q  (*) 

compreso  il  caso  ^  =  2,  dove  però  allora  si  supporrà  r^2.  Posto 

,  s— i 

8  =  6", 

tutte  le  radici  della  (1)  sono  date  da 

fra  le  quali  però  sono  primitive  solo  quelle  in  cui  h  non  è  divi- 
sibile per  q,  mentre  le  altre  imprimitive  soddisfano  già  all'equa- 
zione binomia  inferiore 

ac  =  1. 

Se  si  divide  quindi  x" —  1  per  5c«  — 1,  si  ottiene  l'equazione 
fondamentale 

(i)        F(x)  =  ""^"^  =  x/' '^-'^ -f  ic''"^'-'> -f . . . -I-  or''"'  -L  1  3=  0 
x^ —  1 

a  cui  soddisfano  tutte  e  sole  le  radici  primitive  d' ordine  q" 
dell'unità,  in  numero  di 

(2)  v  =  (p(g^)  =  5'-'(g-l), 

che  sono  date  da  e*  dove  h  percorre  (mod  q')  un  sistema  com- 
pleto di  resti  5ion  divisibili  per  q. 


(•)  A  questo  caso  si  riduce  essenzialmente  il  caso  generale  di  m  com- 
posto qualunque 

ove  si  decomponga  la  frazione  in  frazioni  parziali    coi    denominatori 

J_      1  1 

Posto  allora 

£  =  «  "•  ,  £,  =  e  *>  1  ^'  , . . .  e.  =  e  J».  *•   > 
la  radice  primitiva  w""  e  si  compone  mediante  e,,E5,...£,   colla  formola 

£:=e:i  £:i  ...fi'. . 
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L'intero  algebrico  e  genera  un  corpo  A' (e)  il  cui  grado  non 
supera  certamente  il  grado  (2)  della  equazione  (1)  e  provando  che 
esso  è  precisamente  =  v,  veniamo  a  dimostrare  V  irriducibilità 
dell'equazione  (1)(*). 

Per  questo  si  osservi  che  il  polinomio  (1)  si  mette  identica- 
mente sotto  la  forma 

(3)  F{x)  —  Yl{x  —  ^'') 

h 

e  ponendo  in  questa  identità  x  =z  1  risulta 

(4)  ^  =  11(1 -e"), 

h 

onde  il  numero  primo  q  appare  decomposto  nel  corpo  K{&)  nei 
V  =  cp{q'*)  fattori 

l-E^ 

percorrendo  h  i  r  esponenti  non  divisibili  per  q.  Ma  ora  facil- 
mente dimostriamo  che  questi  v  fattori  non  sono  essenzialmente 
distinti,  anzi  sono  tutti  associati  al  primo  di  essi,  che  indiche- 
remo con 

(5)  ^ir:=l-e, 


(*)  Si  può  dedurre  l'irriducibilità  della  (1)  dal  teorema  di  Eisenstein 
($  29)  osservando  che  se  si  eseguisce  la  trasformazione  x  =  t/+l  «  si  pone 

«el  polinomio  O  (y)  tutti  i  coefficienti  sono  interi,  il  primo  =  1,  e  l'ul- 
timo 0(0)  =:^(lì  =  5,  mentre  tutti  gli  altri  sono  divisibili  per  q.  E 
infatti  si  ha 

x"  =  y« -h  1,    x«*  =  j^«' -f- 1, ...  ar?'"*— (/s'"' -f- 1,    x<t^  =  yi"  -f-l   (mod  5) 

e  pei'ciò  dà 


risulta 

O  iy)  .  j/g'-'  s=  yi'"         (mod  q) 

indi  4>  (1/)  =  yj^'c?-!)  (mod  g),  e  perciò  anche  i  coefficienti   intermedi    in 
O  {y)  sono  divisibili  per  q. 
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differendo  da  questo  per  un  fattore  unità.  Per  dimostrarlo,  si  ri- 
cordi che  r  eguaglianza  di  due  potenze  di  g  si  traduce  nella 
congruenza  dei  loro  esponenti  (mod  q''),  e  ad  ogni  esponente  h 
si  associ  l'altro  h'  determinato  dalla  congruenza  hh'^1  (mod  g'). 
Allora  si  vede  che  il  numero 

1  — e" 


1— £ 

è  intero,  e  nello  stesso  tempo  è  intero  il  suo  inverso 


1— E         1 


,'lA' 


1—8* 


l_|_£'-4-g"'_^..._i-e(''--'^'', 


.,      1-8^     ,  •.•  • 

per  CIÒ e  un  unita,  poniamo 


1—8 


Cosi   tutti  i  V  numeri  a  destra   nella  (4)  sono    associati  e  la 
formola  stessa  si  scrive 

q  —  T]  .(1  — e)'=ii.h\ 

dove  T]  =  ntì;i  è  un'unità.  Passando  agli  ideali  principali  corri- 
ci 

spendenti,  abbiamo 

(I)  (q)  =  (nY 

e  di  qui  facilmente  deduciamo  che  (u)  è  un  ideale  primo  ed  il 
grado  n  del  corpo  eguaglia  precisamente  v.  Prendendo  infatti  le 
norme  in  (I)  risulta 

q'={^S^r, 

e  quindi  Nyi  è  una  potenza  di  g,  poniamo  A"u  =  5*,  dopo  di  che 

abbiamo 

n  =  À;v. 
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Ma  il  grado  n  del  corpo  non  può  superare  v  ed  abbiamo 
quindi 

e  iV{u)  r=  5',  il  che  prova  le  nòstre  asserzioni. 

Dalla  (I)  segue  intanto  : 

Il  numero  pnmo  q  è  nel  corpo  /i(s)  la  potenza  v"*"  dell'ideale 
primo  di  primo  grado  ((x),  ove  [1  =  1  —  e. 

Andiamo  ora  a  calcolare  il  discriminante  di?)  e  serviamoci  a 
tale  scopo  della  formola  per  la  differente  (§  34,(5)) 

di,)=.{-\f^l^F'{z), 

la  quale,  essendo  v^=z(f'^{q — 1)  sempre  pari,  si  scrive 

(6)  d{^):=^{—\)^NF'{^). 

Se  scindiamo  m^q'  nel  prodotto  di  due  potenze  mi^zq'i, 
m^^zzq't  (ri-\-rt=.r),  le  radici  della  equazione  binomia 

iP"!   —    1    .=  0 

sono 

1 .  S""»       £**"*  ....  g*^"*!"'^""» 

e  per  ciò  è  identicamente 
da  cui  ponendo  x  =  e 

(6*)       e-,    _l~(-I)'"l(l— 8)      (1  _£'-«,)      (l—g'-»"',...(l_g'H™,-.)n.,) 

e  gli  Wi  fattori  a  destra,  gli  esponenti  di  e  non  essendo  divisi- 
bili per  g-,  sono  tutti  associati  del  primo  jx. 

Prendendo  le  norme  (osservando  che  v  è  dispari)  risulta  la 
formola 

(7)  .V(e'"i— 1)  =  g"». 
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Ora  dalla,  (1)  si  La 

F  (f)  —  T. > 


e.'  — 1 
indi  per  la  (7)  (essendo  JV £  =  1) 

e  sostituendo  nella  (6) 

V  '/■*[»•'«•  I}-'] 

^(e)  =  (-l)--5  • 

Come  si  vede,  d{z)  è  positivo  o  negativo  secondo  che  —  è 
pari  o  dispari  ed  eguaglia  una  potenza  del  numero  primo  q.  Il 
comportamento  di  q  come  numero  primo  critico,  sopra  osservato, 
è  conforme  al  teorema  di  Dedekind  (§  100  6)). 


§  102. 
La  l)ase  miuiiua  ed  il  nuiun'o  fondamentale  D  di  ^(b). 

Dimostriamo  ora  che  le  v  potenze  di  e 

1,  e,  8  ,  ...  8    . 

danno  già  una  base  minima  del  corpo  K{t)^  ossia  che  il  numero 
fondamentale  D  del  corpo  coincide  con  d{€)  e  si  ha  quindi 

(II*)  D=:(— l)"^/''^'-^'-''-'^ 

Per  questo  ci  fondiamo  suU'  osservazione  generale  seguente  : 
Quando   in    un  corpo  A' (6)    di   grado  n  siano   trovati  n   interi 

indipendenti 

«,,  u,,...a,, 

per  assicurarsi  che  essi  formano  una  base  minima  dei  corpo,  basta 
provare  che  un  intero  della  forma 

(1)  (JL)    1=  A,  Ui  -\-  A,  C'.j  -|~   •  •  •   ~F    ^»  "n 
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coi  coefpcienti  A,  razionali  interi,  non  può  essere  divisibile  per  alcun 
numero  primo  razionale  p  se  non  sono  le  A.  stesse  tutte  divisibili 
per  p. 

Proviamo  infatti  che  se  la  base  |a,,fx,, . . .  a„]  non  è  minima 
si  può  rendere  il  numero  co,  dato  dalla  (1),  divisibile  per  p  senza 
che  siano  divisibili  per  p  tutte  le  lì.  La  sostituzione  aritmetica 

k 

colla  quale  la  base  non  minima  si  esprime  per  una  minima 
[co,,o)„  . . .  o)„],  avrà  un  determinante 

C^\c,,\ 

diverso  da  1  (in  valore  assoluto),  e  vi  sarà  almeno  un  fattore 
primo  p  divisore  di   C.  Allora  per  rendere  il  numero 


^^I]''.".^  sue,,/., 


divisibile  jDer  p  occorre  e  basta  prendere  gli  interi  razionali  hi  in 
guisa  da  soddisfare  le  n  congruenze  lineari  omogenee  (mod  p) 

(2)  Yi  ^o'  ^'  =  ^  (™^^  P^       {7c=l,2,...n). 

Ma  qui  il  determinante  C=[c,jj  è  ^0  (mod^)  e  la  sua  carat- 
teristica (raodp)  è  quindi  <  n,  onde  pei  risultati  elementari  alla 
fine  del  §  2  possiamo  soddisfare  alle  (2)  con  valori  delle  h(  non 
tutti  nulli  (mod  p),  e.  d.  d. 

Applicando  questo  al  caso  attuale,  proviamo  che,  se  ^  è  un 
numero  primo  razionale  qualunque,  il  numero 

(3)  w  =:h^-\-  7i, 8  +  /ii,e'  +  . . .  +  Ke'' 

non  può  essere  divisibile  per  p  se  non  sono  tutti  gli  interi 
Jii^O  (mod  p).  Se  il  numero  w  è  divisibile  per  p,  tali  saranno 
anche  i  suoi  v  coniugati  O)^''  ottenuti  col  cangiare  e  in  g'  {s 
primo  con  q) 

(3')  oy"  =:.h,-i-  h,  e'  +  7i,  e"  +  . . .  -f  K  s""*^'- 
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Risolvendo   rispetto   alle  h,  il   sistema   di   queste  v  eciuazioui 
lineari,  il  cui  determinante  è 


risulta  che  i  numeri  d{s).hi  saranno  tutti  uivisibili  per  |3.  E  al- 
lora intanto,  essendo  d{e)  una  potenza  di  q,  se  q  è  diverso  dajp,  " 
tutte  le  hi  saranno  divisibili  per  p,  conforme  all'asserzione. 

Sia  ora  q:=:p{*)  e  proviamo  che,  anche  in  questo  caso,  la 
divisibilità  del  numero  (3)  per  p  porta  che  tutte  le  ht  siano  divi- 
sibili per  p.  Introduciamo  il  polinomio 

(  4 1  ff  (x)  =:  hi  -{-  h,  X  ~  hjX'  -{- . . .  -\-  ^,.,  x"', 

sicché 

01  z=  rr  (pi  =:z  ir  ' i  —  lO       Cu  =  1  —  e), 

onde  sviluppando  per  le  poieuze  di   [i  risulta  : 

-  5 ,  co  =  cp  (1)  -  ^i  (p'(l)  +  \i'^-...-  u-  ^L_^  ^ 

Z.  ^-V X). 

e  per  la  (4)  avremo  :  < 

'^''•''     =h.^.,-f-{y-2)K.,-\-^'^^f''^h,,,..<f{ì):=.h,-^h,^...^K. 


(V— 8)! 


Ora  0)  è,  per  ipotesi,  divisibile  per  pz=(iiy,  indi  per  u,  e  la  (5) 
dimostra  che  il  numero  razionale  q?  (1)  deve  essere  divisibile  per 
(u),  e  per  ciò  sarà  multiplo  del  ininimo  numero  razionale  p  con- 
tenuto  m  (fi),  cioè  q)(l)  è  divisibile  per  j.i''.  Ma  ora  —  è  ancora  di- 
visibile per  u,  e  quindi  è  anche  divisibile  per  u  il  numero 


(p'(l)— u 


2! 


(*)  E'  questo  propriamente  il  caso  che  interessa  perchè  il  modulo  0 
della  sostituzione  colla  quale  la  base  [1.  e,  e*, . .  .e*']  si  esprime  per  la 
minima,  se  non  è  C  =^1,  non  può  avere  altri  fattori  primi  all'  infuori  di  q. 
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e  se  ne  conclude,  come  sopra,  che  anche  (p'(l)  è  divisibile  j^er  p. 
Continuando  nel  medesimo  modo,  si  vede  che  tutti  i  numeri  a 
sinistra  nelle  (6)  sono  divisibili  per  |9  e  se  ne  trae  successiva- 
mente che  sono  divisibili  per  p 

che  è  quanto  si  voleva  provare. 

Trovata  cosi  la  base  [1,  e,  e',.'- e"']  per  il  corpo  K{€)^  resta  ac- 
certato che  il  numero  generatore  e  ha  l'indice  =  1,  onde  in  questo 
corpo  circolare  non  esistono  certamente  numeri  primi  eccezionali 
e  pel  relativo  teorema  di  Dedekind  A)  §  99  vale  la  dimostrazione 
contenuta  in  questo  paragrafo.  Dovremo  dunque  trovare  che  qua- 
lunque numero  primo  razionale  j9,  diverso  da  g,  si  scinde  in  iC(e) 
in  fattori  ideali  primi  tutti  diversi,  e  questo  confermano  i  risul- 
tati di  Kummer,  che  andiamo  ora  ad  esporre. 

Qui  osserviamo  ancora  che  la  base  minima  di  K{z)  si  può  co- 
stituire più  in  generale  coi  numeri 


,a  f  J  ai-(v_i 


.  g"^'^^-''         {a  intero  razionale) 


ottenuti  moltiplicando  quelli  della  primitiva  per  l'unità  e". 

§  103. 
&li  ideali  primi  nel  corpo  A" (e). 

Per  avere  tutti  gli  ideali  primi  nel  corpo  circolare  ^'(e)  con- 
viene scindere  i  numeri  primi  razionali  p  (compreso  jp:=2),  e  qui 
avendo  già  effettuata  la  decomposizione  del  numero  primo  q  colla 
formola  (I)  §  101,  supporremo  p^g_. 

Partiamo  dall'osservazione  seguente.  Un  intero  qualunque  co 
del  corpo  si  esprimerà  per  la  base  [e,  e*, .••?•']  colla  formola 

co  =  ^i  8  -j-  ^.  8^  -|- . . .  -|-  ^v  s^j 
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coi  coefficienti  h^  interi  razionali.  Elevando  alla  potenza  jp,  otter- 
remo rispetto  al  modulo  p  (§  100)  : 

(D''  =  hW-{~M&"'-\- ••'-{- h^^'"  (mod  j)), 
cioè 

co' 5:^  A.  e"  4- A,  8*' 4-...  + A,  8"^    (mod  ^). 

Elevando  nuovamente  alla  potenza  p  abbiamo 

CD''  =  h, 8''  +  h, e'''4- ...-\-h, 8"''    (mod  p), 

e  così  di  seguito.  Ora  il  numero  p  apparterrà  rispetto  al  modulo  g*" 
ad  un  certo  esponente  f  divisore  di  vz=(p{q''),  che  sarà  il  minimo 
intero  positivo  pel  quale  riesce 

p^^l  (mod  q'). 

Ed  allora  siccome  si  ha 

oy^=  h,  e"^-!-  /»,  6*'-'+ . . .  -f  ^,  £"'■'  (mod  p) , 
avremo 

(a)     co'^^  CD    (mod  p) . 

Otteniamo  cosi  il  risultato  fondamentale: 

Se  il  numero  primo  p  appartiene  rispetto  al  modulo  (f  all'espo- 
nente f,  qualunque  intero  co  del  corpo  soddisfa  (mod  p)  alla  con- 
gruenza (a). 

Una  prima  conseguenza  che  si  può  dedurre  dalla  congruenza 
(a),  a  cui  soddisfa  ogni  numero  intero  co  in  K{e),  è  questa,  che  ci 
è  già  nota  in  generale  dal  §  100,  e  cioè  che  in  p  nessun  fattore 
ideale  primo  P  può  entrare  a  potenza  maggiore  della  prima.  Se 
al  contrario  si  avesse 

{p)  =  P'Q: 

potremmo  prendere  (cf.  §  100)  un  intero  co  divisibile  per  PQ  ma 
non  per  P*Q=i{p),  talché  co  non  sarebbe  divisibile  per  p;  però 
co*  sarebbe  divisibile  per  P*Q'  =  (jp).  Q,  indi  per  p.  e  si  avrebbe 
quindi  anche 

co^'^^O    (mod  p), 
e  per  la  (a)  co^O  (mod  p),  ciò  che  è  contraddittorio. 

28 
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Ora  sia  P  un  ideale  primo  divisore  di  /),  e  sia  f  il  suo  grado 

NP  —  p^. 

La  congruenza   (a)  sussiste  a   fortiori   (mod  P),  e   quindi   la 
congruenza 

x^^—x  =  0  (mod  P) 

ammette  come  radici  tutti  gli  NPz=p^  numeri  incongrui  (mod  P); 
e  siccome  il  modulo  è  un  ideale  primo  ne  segue  che  il  grado  j/ 
della  congruenza  non  può  essere  inferiore  al  numero  p^  delle  ra- 
dici (§  75).  Si  ha  dunque 

D'altra  parte,  pel  teorema  di  Fermat  generalizzato,  si  ha 

g*(P)_l  =  gK-i_.l=0  (modP), 

ed  il  numero  e^   ~^ — 1   è  quindi    divisibile  per  P.  Ma  allora  è 

facile   dedurre   dalla  formola  (6*)  del  §  101   (pag.  428)   che  deve 

essere 

p-^ — 1^0     (mod  q'')  ; 

perchè  se- al  contrario  p^' —  1  non  fosse  divisibile  per  q^,  ma  sol- 
tanto, poniamo,  per  q'  con  s  <  r,  e  si  avesse  quindi 

p^—  ì=gq'  (6'=Ì=0  mod  q), 

cangiando  nella  detta  formola  (6*)  la  e  nell'altra  radice  primi- 
tiva 8"  col  porre 

m,=  q'       ^2=  g""  ', 

se  ne  concluderebbe  che  il  numero  s'^'' — 1  sarebbe  associato  di 
1  —  e",  o  di  (x,  e  come  tale  non  divisibile  per  P,  che  è  primo 
con  ([i). 

Cosi  dunque  è  necessariamente 

p^^l       (mod  g*"), 

indi  f  multiplo  dell'esponente  f  a  cui  p  appartiene  (mod  g')  ; 
e  siccome  f  <  /"  se  ne  conclude  f  =  /*,  cioè  : 

Il  grado  di  ogni  ideale  primo  P  che  entra  nel  numero  primo 
razionale ^  =j=  g-  è  dato  dall'esponente /" a  cui  appartiene^  (mod^')* 
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Se  si  ricorda  poi  che  tutti  gli  ideali  primi  fattori  di  p  vi  entrano 

soltanto  alla  prima  potenza  e  che  l'esponente /"a  cui  appartiene 

p  (mod  q')  è  un  divisore  di  v  =  (p  (g'),  e  si  pone  t  =  e/",  si  ottiene 

il  seguente  risultato  stabilito  da  Kummer  : 

(  —\ 
Nel  corpo  circolare  k  [e  «'  )  ogni  numero  primo  p,  diverso  da  q, 

si  scinde  nel  prodotto  di  e  ideali  primi  diversi 

((Z)=zP.P,...P., 

ciascuno  di  grado  eguale  all'esponente  fa  cui  p  appartiene  (mod  g'), 

avendo  posto 

V  =  cp  iq')  =z  e  f. 

Dalla  teoria  dei  resti  di  potenze  è  ben  noto  che  per  un  mo- 
•  dulo  q'  potenza  di  un  numero  primo  q,  che  ora  supponiamo  di- 
verso da  2  (dispari),  esistono  radici  primitive  g  appartenenti  al 
massimo  esponente  possibile  v  =:  (p  (g'),  e  che  preso  un  qualunque 
;  divisore  f  di  v,  esistono  (pif)  numeri  di  un  sistema  completo  di 
resti  (mod  g')  e  non  divisibili  per  q  appartenesti  a  questo  espo- 
nente f  (mod  q').  Per  ciò  i  numeri  primi  p  che,  secondo  il  risul- 

,  ^  ^  _  V....... 

tato  di  Kummer,  si  risolvono  in  6  =  ^  ideali  primi  (diversi)  di 
grado  /*,  si  trovano  distribuiti  in  tp  (f)  progressioni  aritmetiche 
che  hanno  per  ragione  g*"  e  per  termini  iniziali  i  detti  cp(/')  nu- 
meri. In  virtù  del  celebre  teorema  sulle  progressioni  aritmetiche, 
dimostrato  da  Dirichlet  coi  mezzi  dell'aritmetica  analitica,  (come 
si  vedrà  nel  Capitolo  finale  delle  presenti  Lezioni)  ciascuna  di 
queste  progressioni  contiene  infiniti  numeri  primi;  e  così  nei 
corpo  circolare  Z'( e),  per  ogni  grado  possibile /"(divisore  di  tp(g'')} 
:stono  in  effetto  infiniti  ideali  primi  di  grado  f.  Dalle  ricerche 
del  §  96  (applicabili  al  caso  attuale  perchè  il  numero  8  genera- 
re del  corpo  è  qui  un'  unità)  risulta  per  noi  accertafta  la  pro- 

,    prietà  per  /*=  1,  cioè   per  i  numeri    primi  p^l  (mod  q').  Pos- 
siamo dunque  asserire  : 

Se  q  è  un  numero  primo,  la  progressione  aritmetica  q"^x-\-l  con- 

i   tiene  infiniti  numeri  primi. 
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Questo  caso  particolarissimo  del  teorema  generale  sulle  pro- 
gressioni aritmetiche  si  dimostra  del  resto  coi  mezzi  pia  elemen- 
tari, osservando  che  il  polinomio 

£P<'-— 1 


F{x)=z 


XI' 


per  valori  interi  della  x  rappresenta  soltanto  numeri  i  cui  divi- 
sori primi  sono  ^  1  (mod  q'). 

Come  semplici  applicazioni  numeriche  dei  risultati  superiori 
segnaliamo  in  fine  queste  due  conseguenze: 

Nei  due  corpi  delle  radici  quinte  e  delle  radici  ottave  dell'  unità 
tuta  gli  ideali  sono  principali  (il  numero  h  delle  classi  è  =  1). 

In  generale,  osserviamo,  per  dimostrare  che  h  .=:  1  basta  pro- 
vare (§  62  6))  che  tutti  gli  ideali  A  con  NA-^^\D]  sono  prin- 
cipali, ed  anzi  basta  provarlo  per  gli  ideali  primi  fra  questi.  Nel 
caso  del  corpo  circolare  K{e)  sono  da  provare  i  numeri  primi 
p  ^  q,  tali  che  sìa.  p^^y'\D\  ©  conviene  accertarsi  che  si  tratti 
di  ideali  principali.  Ora  per  le  radici  quinte  dell'unità  è  D=zò*. 
f  D  =  lì ,38 . . .  e  sono  da  provare  i  numeri  ^  =  2,3,7, 11,  dei  quali 
però  i  primi  appartengono  (mod  B)  all'esponente  4  e  non  soddi 
sfano  alla  limitazione,  mentre  11  appartiene  all'esponente  1  e  s: 
scinde  in  quattro  ideali  di  1.°  grado,  che  sono  però  principal 
perchè  11  è  la  norma  di  2  ;j- e 

11  =  (2  -f  e)  (2  -}-  8')  (2  -h  e')  (2  -f-  e*)  (e  :.=  e^). 

Nel  caso  delle  radici  8«  dell'unità  è  D:='2,%\'  D  =  Ì.Q  ed  ogn: 
numero  dispari  q  appartenendo  (mod  S)  all' esponente /"=  2,  è  di 

—       1  -f-  « 
provare  soltanto  p  =  3.  Ma  posto  &z=fi  =  —~  ,  il  numero  3  s 

decompone  nei  due  fattori 

3  =::  (8'+ 0*— 6)  (6'— 6*— 6), 

e  corrispondentemente  l'ideale  principale  (3)  in  due  ideali  prin 
cipali  (primi)  di  2"  grado  che  sono  quelli  cercati.  Dunque  anch( 
qui  h^=.l. 


Capitolo  IX 


Ordini  nei  corpi  algebrici  -  Unità  negli  ordini  -  Ideali  regolari 
e  loro  leggi  di  decomposizione  -  Corpi  di  Galois. 

Moduli  finiti  in  generale  -  Moduli  a  «  termini  nel  corpo  algebrico 
K{B)  di  grado  «  -  Ordini  (anelli -campi  d' integrità)  nel  corpo  alge- 
brico K{())  -  Conduttore  dell' ordine  -  Unità  nelV  ordine  e  relativo 
teorema  di  Dirichlet  -  Ideali  relativi  o  ideali  nell'  ordine  -  Ideali 
regolari  -  Loro  corrispondenza  d' isomorfismo  oloedrico  cogli 
ideali  assoluti  primi  col  conduttore  F  -  Conseguenze  per  le  leggi 
di  decomponibilità  -  Gli  ordini  nei  corpi  quadratici  -  Risolvente 
di  Galois  e  gruppo  di  Galois  per  un'  equazione  -  Corpi  di  Galois 
e  loro  proprietà  fondamentali  -  Corpi  Abeliani  e  corpi  circolari. 

§  104. 
Moduli  fliiiiti  e  loro  basi. 

Si  è  visto  come  la  introduzione  degli  ideali  nella  teoria  dei 
corpi  algebrici  ha  permesso  di  ricondurre  le  leggi  dell'  aritmetica, 
per  ogni  tale  corpo  finito,  a  quelle  semplici  dell'aritmetica  razio- 
nale. Ma,  nello  sviluppo  successivo  della  teoria,  accanto  agli  ideali, 
conviene  introdurre  anche  altre  formazioni  che  obbediscono  a 
leggi  assai  meno  restrittive,  e  delle  principali  di  queste  nuove 
formazioni  vogliamo  appunto  occuparci  nel  presente  Capitolo. 

La  prima  e  fondamentale  di  tali  formazioni  sarà  quella  dei 
cosi  detti  moduli  (Dedekind),  nozione  che  si  applica  anche,  in 
grande  generalità,  ad  altre  teorie  matematiche,  ma  che  noi  qui, 
pel  nostro  scopo,  ci  limiteremo  fra  breve  a  considerare  soltanto 
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entro  un  dato  corpo  algebrico  K{Q),  anzi  fra  gli  interi  del  corpo 
(ossia  entro  l'ideale  unità  0). 

Il  concetto  generale  di  modulo  è  quello  di  una  totalità  infinita 
di  numeri  (di  costanti)  che  si  riproducono  fra  loro  per  somma  e 
sottrazione  (*),  talcLè  se  a^  a,,...  a,  sono  numeri  qualunque  della 
totalità,  anche  il  numero 

(1)  Al  tti -f- A,  a, -[- . . . ,-[- A,  a„ 

dove  le  A,-  sono  numeri  interi  razionali  arbitrarii  appartiene  alla 
totalità.  Il  modulo  si  dice  finito  quando  è  generabile  con  un  nu- 
mero finito  q  di  costanti  fondamentali  a,,  a,,...  a,,  talché  tutti  i 
numeri  del  modulo  siano  contenuti  nella  forma  (1),  Indicheremo 
allora  il  modulo  con 

(2)  3fr=)a,,a,,,..,a,^ 

Cominciamo  dal  dimostrare  il  teorema: 

Ogni  modulo  M'  tutto  contenuto  entro  un  modulo  finito  M  è  esso 
stesso  un  modulo  finito. 

La  proprietà  è  quasi  immediata  se  supponiamo  5  =  1;  perchè 
allora  i  numeri  di  M  sono  tutti  e  soli  i  numeri  h^ai  (hi  razio- 
aionale  intero),  e  quelli  di  M\  trovandosi  fra  questi,  corrispon- 
deranno a  speciali  valori  di  A,,  fra  i  quali  ve  ne  sarà  uno  di 
minimo  valore  assoluto,  diciamo  p,  e  tutti  gli  altri  saranno  mul- 
tipli di  ^(**),  onde  Jf'  =  |^ai|. 

Dopo  ciò  basterà  mostrare  che,  se  la  proprietà  sussiste  per 
moduli  M  generati  con  meno  di  q  elementi,  è  vera  anche  per 
quelli  con  q  elementi.  Ora  se  il  modulo  M\  contenuto  per  ipotesi 


(*)  Basta  del  resto  supporre  soltanto  che  si  riproducano  per  sottrazione 
perchè  si  abbia  un  modulo  (Cfr.  Dedekind,  Zahlentheorie,  §  168  5-493 
4»  Auflage). 

(**)  Se  ft,  a,  appartiene  a  M',  vi  appartiene  anche  (Aj  —  np)  oq  con  n 
intero  arbitrario,  e  se  non  fosse  h^  multiplo  di  p  potremmo  rendere 

0  <;  /<,  —  np  <Zp. 
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in  )ai,a,,...a,|5  fosse  già  contenuto  in  Ja,,  a,,. . .  a,., ',  si  verifi- 
cherebbe senz'altro  la  proprietà.  In  caso  contrario,  vi  saranno 
in  M'  elementi  della  forma  (1)  con  ^,  41 0,  e  fra  tutti  i  valori  non 
nulli  di  h^  per  questi  elementi  ve  ne  sarà  uno  di  valore  assoluto 
minimo,  diciamo  ancora  p,  del  quale  tutti  gli  altri  valori  di  h^ 
pei  numeri  di  31'  saranno  multipli  del  resto  arbitrari.  Pertanto 
se  con  ji',  indichiamo  un  numero  di  M'  corrispondente  a  questo 
valor  minimo  p  di  ^^  e  da  un  numero  qualsiasi  \i'  di  M'  sottrag- 
ghiamo un  conveniente  multiplo  in\i\  del  numero  fisso  n'o,  nella 
differenza 

avremo  un  numero  p'  appartenente  al  modulo  )a,,a,,...a,.i(  e 
per  quanto  si  è  detto,  al  variare  di  j.i',  il  numero  intero  razionale 
m  assumerà  tutti  i  valori  possibili.  La  totalità  di  questi  numeri 
P'  è  alla  sua  volta  un  modulo  contenuto  in  f  a^  a,, . . .  a,.i  I  e  quindi 
per  ipotesi  riconducibile  ad  un  modulo  ;  p,,  p,,..  .p,.i|,  onde  i  nu- 
meri di  M'  saranno  dati  dalla  formola 

con  A,,^.,..  .^,.,,  m  interi  razionali  arbitrari. 
Si  ha  dunque 

e  la  proposizione  è  dimostrata. 

Nella  rappresentazione  (1)  dei  numeri  di  un  modulo  finito  pei 
numeri  generatori  a,,  a,,...  a,,  può  darsi  che  uno  stesso  numero 
venga  rappresentato  più  volte,  il  che  accadrà  manifestamente 
quando  ai, a,,... a,  non  siano  fra  loro  linearmente  indipendenti^ 
cioè  esistano  dei  valori  razionali  interi  X, ,X,,...>.,,  non  tutti 
nulli,  tali  che  sia 

>-i  «i  -f  '^  «I  +  •  •  •  +  K  ««  =  ^• 

Ma  allora  dimostriamo  che  si  può  diminuire  il  numero  q  dei 
numeri  generatori,  sino  ad  averli  tutti  linearmente  indipendenti 
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ed  a  costituire  una  base  [Pi,Pj,  .  ..p,]  del  modulo  3f,  sicché  ogni 
numero  ii  di  p  M  si  ottenga  una  ed  una  sola  volta  dalla  formola 

(I)  |x  =  A.P.  +  ^»P«+..-  +  ^rPM 

percorrendo  le  A<  tutti  i  valori  razionali  interi.  Per  questo  ba- 
sterà ripetere  un  ragionamento  già  svolto  al  §  58,  colle  osserva- 
zioni seguenti.  Supponiamo  che  fra  le  a,, a,,... a,  ve  ne  siano 
soltanto  r  <".  q  indipendenti,  e  siano 

«11  «1  + a„  a,-|- . . . -f  a„  a,=  0 
g.  .    a,i  a,  -}-  a„  a,  -j-  . . .  -f  a,,  a,  =  0 

««-r.i  «1  +  a,.,,,  a,  -j-  . . .  -f  a,.,,,  a,  =  0 

le  5  —  r  relazioni  distinte,  a  coflScienti  razionali  interi  a.»  che  le- 
gano ai,  a,, ...  a,.  La  matrice 

|la,i,a..,,...a„!|       «=  1,2,.  ..5— r 

del  sistema  (3)  ha  caratteristica  q  —  r,  e  detto  8  il  massimo 
comuu  divisore  dei  suoi  minori  d' ordine  q  —  r,  la  completiamo 
coli' aggiunta  di  r  righe  di  interi 

a  determinante  =  8.  Se  si  pone  allora 

/     flg-r+i,!  «1  -j-  a^-r+i,,  a,  -f . . .  -f-  «,_,+,,,  a,  =  ^i 

(4)  • 

(     a^iax4-a,,,a,-|-...-f         a,,,a,=rp„ 

i  numeri  ^4,^,,...^,  appartengono  al  modulo  M  e  ne  costitui- 
scono una  base  (minima). 

Tutto  ciò  risulta  da  che  risolvendo  il  sistema  delle  q  equa- 
zioni lineari  (3),  (4)  rapporto  ad  a,,  a,,...  a,,  ciascuna  di  queste 
risulta  una  combinazione  lineare  omogenea  e  coefficienti  razio- 
nali interi  di  p,,p,,...p,  (cfr.  §  68). 
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Ogui  modulo  M  finito  è  dunque  riducibile  ad  una  base- 
^j,p,,...p,  di  un  certo  numero  r  di  termini,  fra  loro  linearmente 
indipendenti,  e  noi  scriviamo  allora 

i  numeri  del  modulo  sono  tutti  contenuti  nella  formola  (I)  per- 
correndo le  hi  i  numeri  razionali  interi. 

A-ffìnchè  due  moduli  finiti  3f,  M'  siano  eguali  (constino  degli 
stessi  numeri),  occorre  anzitutto  che  le  loro  basi  abbiamo  lo  stesso 
numero  r  di  termini,  e  in  secondo  luogo,  posto 

che    le   due    basi    siano    legate   da   una    sostituzione    aritmetica 
unimodulare  : 

come  segue  subito  da  che  p,,^,,,..^,  sono  linearmente  indipendenti. 

§  105. 
Xoduli  a  n  termini  in  K{Q).  Norma.  Divisibilità.  Eq[aivaleuza. 

D' ora  innanzi  ci  limiteremo  a  considerare  moduli  composti 
di  numeri  interi  di  un  dato  corpo  algebrico  ^(0)  di  grado  n. 
La  totalità  degli  interi  di  questo  corpo  (l'ideale  unità)  è  già  per 
se  stesso  un  modulo  finito,  precisamente  a  n  termini,  e  la  base  è 
data  dalla  base  stessa  (minima)  del  corpo 

0  =  [{D,,CO,,...00,]. 

I  moduli  che  ora  ci  limitiamo  a  considerare  sono  dunque 
tutti  contenuti  in  0  e  per  ciò  essi  sono  certamente  moduli  finiti, 
al  massimo  di  n  termini.  Ma  i  moduli  in  K{Q)  di  cui  ci  interessa 
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lo  studio  sono  solo  i  moduli  ad  n  termini,  e  di  questi  esclusiva- 
mente tratteremo  nel  seguito.  Per  definire  entro  0  un  modulo  M 
(ad  n  termini)  basterà  scegliere,  ad  arbitrio,  n  interi  di  ^(0)  eh© 
siano  linearmente  indipendenti 

a,,  a,,...  a,, 

o  insomma  considerare  una  qualunque  base  (intera)  non  minima 
tti,  a,,  ;. .  a, ;  e  si  avrà 

iJf=:[a,,aj,...a.]. 

Se  la  sostituzione    lineare   aritmetica,  che   lega   la   base   del 
modulo  M  alla  base  del  corpo,  si  scrive 

k  =  » 

(1)  a,==:2«.*o^*       (i  =  l,2,...n), 

al  modulo  (a.^l  della  sostituzione,  che  si  può  supporre  senz' altro 
positivo,  si  darà  il  nome  di  norma  del  modulo  M  e  sì  indicherà  con 

N{M)  =  \a,,\. 

Come  per  la  norma  di  un  ideale  (§  57),  cosi  anche  in  generale 
per  la  norma  di  un  modulo  vale  la  farmela 


(2)  N(M)  =  |/ A  (a„  «.,...«.% 

Risolvendo  le  (1)  rispetto  alle  co,,  e  ponendo  per  brevità 
m  =  N{M),  risulta:  i  numeri  wa)i,  meo, ,...wco,  appartengono  al 
modulo  M. 

Il  significato  aritmetico  della  norma  di  un  modulo  è  già  im- 
plicitamente contenuto  in  quanto  si  è  detto  al  §  70  per  la  norma 
degli  ideali,  che  sono  particolari  moduli.  Basta  invero  estendere 
la  nozione  di  congruenza  di  interi  del  corpo  rispetto  ad  un  dato 
ideale  A  sostituendo  questo  con  un  qualunque  modulo  M  e  porre 
la  definizione  : 

Due  interi  w,  co'  del  corpo  si  dicono  congrui  rispetto  ad  un  mo- 
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dulo  M  e  si  scrive  \ 

co  ^  to'  (mod  M) , 

quando  la  differenza  o)  —  co'  è  un  numeì'O  di  M. 

Le  proprietà  elementari  delle  congruenze  riscontrate  al  §  70 
dipendono,  come  è  immediato,  dalla  proprietà  degli  ideali  di  es- 
sere moduli,  e  sussistono  per  ciò  per  moduli  qualunque.  Valgono 
in  conseguenza  anche  le  altre  proprietà  dedotte  al  §  70,  e  in  par- 
ticolare risulta: 

Nel  corpo  ^(6)  esiste  solo  un  numero  finito  di  interi  congrui 
rispetto  al  modulo  M,  e  questo  numero  è  dato  dalla  norma  del  modulo. 

Alla  base  [a^  a,,...a.]  del  modulo,  previa  una  conveniente 
sostituzione  unimodulare,  si  potrà  dare,  rispetto  alla  base  i&ssata 
[co,,  (0-,  ...coj  del  corpo,  la  forma  ridotta  dello  schema 


con 


C,    0,    0. 

..0 

c„    e,     0. 

..0 

Cjt      e  Si      Cj. 

..0 

c,     e 

.  .  e.     y 

^nl       *^m;  •  •  •  • 

',  c,...c„  = 

■■NM 

0<;c,.  <c.     {i=zs-\-l....n). 

Di  qui  si  deduce  :  Assegnata  la  norma  m  =  N{M)  di  un  mo- 
dulo M,  è  finito  il  numero  dei  moduli  in  K  (6)  con  questa  norma  (*). 

Il  procedimento,  dato  al  §  59,  per  costruire  gli  eventuali  ideali 
di  data  norma  m  consiste  in  effetto  nel  formare  tutti  i  moduli 
con  questa  norma  e  ritenere  soltanto  quelli  che  sono  ideali. 

Come  al  §  70,  per  la  base  stessa  del  corpo  [co, ,  o), , . . .  co„]  si 
può  adottare  la  forma  semplice  con  C0i:=:l,  e  allora,  nello  schema 
ridotto  per  la  base  del  modulo  M,  il  primo  coefficiente  e,  è  il 
più  piccolo  intero  razionale  positivo  contenuto  in  M,  di  cui  tutti 
gli  altri  sono  multipli,  e  fra  questi  figura  la  norma  del  modulo: 


(*)  Questo  numero  è  dato  dalla  forinola  (21)  $  5  (pag.  28). 
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In  ogni  modulo  M  di  K{%)  sono  contenuti  infiniti  numeri  razio- 
nali interi,  fra  i  quali  il  numero  N{M),  e  sono  tutti  multipli  del 
più  piccolo  di  essi. 

Se  il  modulo 

l/'^K,  a'„...a'„] 

è  tutto  contenuto  nel  modulo  il/=[ai,  a3,.,.a„],  si  dice  che  M' 
è  divisibile  -per  M,  è  un  multiplo  di  31^  ed  M  un  divisore  di  M'. 
Come  si  vede,  qui  in  generale  per  i  moduli  si  ricorre  alla  seconda 
delle  nozioni  di  divisibilità  stabilita  al  §  64  per  gli  ideali.  E  nello 
stesso  modo  come  al  §  64  si  dimostra  : 

Se  il  modulo  M'  è  divisibile  pel  modulo  M  è  anche  N{M')  divi- 
sibile per  N{M).  Fra  le  basi  dei  due  moduli  sussistono  infatti 
relazioni  della  forma 

(3)  «'<=2^>*^fc  (<^<*  razionali  interi), 

k 

dalle  quali  risulta 

A(a'.,  a',....a'J  =  C\  A(a,,  u,,...  a„), 

dove  C=:|c,ft|  è  il  modulo  della  sostituzione  lineare  (3),  e  allora 
per  la  (3) 

N{M')  =  CN{M). 

N(M')  ,  .      . 

Il  quoziente  C=   ^^  ,^     ha    per  se  un  significato  che  si  sta- 

bilisce  nel  solito  modo,  e  cioè  del  numero  dei  numeri  nel  modulo 
M  (divisore)  che  sono  fra  loro  incongrui  rispetto  al  modulo  di- 
videndo M',  numero  che  viene  indicato  da  Dedekind  col  simbolo 

in  particolare  è 

(0,  M)  =  N(M). 

Ai  modali  si  applicano  anche  le  formazioni  del  massimo  co- 
mun  divisore  e  del  minimo  multiplo  comune,  definite  al  §  68 
per  gli  ideali,  e  si  ottengono  sempre  moduli  a  n  termini. 
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Massimo  corauii  divisore  di  due  moduli  M, ,  M,  è  il  modulo 
i  cui  numeri  si  ottengono  sommando  ogni  numero  di  M^  con 
ogni  numero  di  M^.  Esso  contiene  tutti  i  numeri  di  My  e  tiitti 
quelli  di  M,,  cioè  è  un  divisore  comune  di  31^  e  di  J/,  e  fra  questi 
divisori  è  quello  di  maòsima  norma;  manifestamente  è  un  modulo 
a  n  termini. 

Minimo  multiplo  comune  di  due  moduli  3/,,  3/,  è  il  modulo 
formato  dai  numeri  comuni  ad  3/,  ,3f,,  fra  i  quali  esistono  gli  n 
indipendenti 

7w,  w, .  o>, ,     wi,  77^, .  co, , . . .  7«i  m,  co„ , 
avendo  posto 

Fra  tutti  i  moduli  multipli  comuni  di  3/,  e  di  3/,  esso  è  quello 
di  minima  norma. 

Prodotto  di  due  moduli 

3/i  =  [a, ,  a, , . . .  a,] ,  M.  =  [a\ ,  a, , . . .  a'„] 

dicesi  il  modulo,  manifestamente  a  n  termini,  che  contiene  tutti 
i  prodotti 

a,a\ii,k  =  l,2,...n), 

e  si  indica  con  3/,  3i,  =  3/, 3/i .  Però  qui  non  è  più  vero,  in  ge- 
nerale, che  il  prodotto  M^M^  sia  multiplo  di  M^  e  di  3f,,  ed  il 
concetto  di  prodotto  deve  tenersi,  pei  moduli,  separato  da  quello 
di  divisibilità.  La  nozione  di  prodotto  di  moduli  sì  estende  su- 
bito ad  un  numero  qualunque  di  fattori  e  valgono  la  legge  as- 
sociativa e  la  permutativa  dei  fattori.  In  fine  diremo  che  anche 
il  concetto  di  equivalenza  si  estende  ai  moduli,  e  si  dicono  equi- 
valenti i  due  moduli  3/1,3/,  se  esistono  due  interi  y,  y'  in  -5^(9) 
tali  che  si  abbia 

[  Y  «1 ,  V  a, , . . .  y  a„]  =  [  y'a', ,  y'a', , . . .  y'a'.|. 

Ne  segue  che  due  moduli  equivalenti  ad  un  terzo  sono  equi- 
valenti fra  loro  e  si  può  porre  la  nozione  di  classe  di  moduli. 
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§  106. 
Ordini.  Conduttori  F  degli  ordini. 

Consideriamo  in  K{Q)  un  qualunque  modulo 

Siccome  M  non  è  in  generale  un  ideale,  non  accadrà  che  per 
qualunque  numero  intero  co  di  A' (8)  i  numeri 

(0  }Xi ,  co  [X,  , . . .  (0  |X„ 

appartengano  ancora  ad  M,  cioè  soddisfino  alle  n  congruenze 
a){x<^0  (mod  M).  Però  esistono  infiniti  di  tali  interi,  che  indi- 
cheremo con  Q,  i  quali  soddisfano  in  effetto  alle  n  congruenze 

(1)  Qu,  =  0(mod  ilf)     {i=\,2,...n). 

Intanto  vi  soddisfano  certo  tutti  gli  interi  razionali,  ed  an- 
cora, se  m-=zN{M),  gli  n  numeri  indipendenti  in  M 

7W  0),  ,  TO  COj  , . . ,  m  co„ , 

perchè  avendosi 

m  (Oj  cOi  =:  2  ^^£ .  m  co,  ^  0   (mod  M) , 
i 

è  anche  in  generale 

mcOfc.fXj^O     (mod  M). 

La  totalità  degli  interi  q  soddisfacenti  alle  (1)  è  intanto  ma- 
nifestamente un  modulo  ad  n  termini,  contenente  il  numero  1,  e 
tutti  gli  interi  razionali.  I  numeri  q  si  riproducono  per  somma 
e  sottrazione  e  comprendono  tutti  gli  interi  razionali. 

Ma  vi  ha  di  più:  essi  si  riproducono  ancora  per  moltiplicazione 
fra  loro,  perchè  da 

<  k 

con  a,,\  interi  razionali,  segue 

Q  q'.  \i^  z=r  2  a,  6t  [Xs  ^  0  (mod  M) . 
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In  generale  qualunque  funzione  razionale  intera,  a  coefficienti 
razionali  interi,  di  quanti  si  vogliano  numeri  q,  è  ancora  un  nu- 
mero Q,  cioè:  la  totalità  dei  numeri  o  è  un  campo  d'integrità  con- 
tenuto in  KiQ)  (§  14). 

Cosi  dunque:  Ogni  modulo  M  a  n  termini  in  K{Q)  determina 
un  corrispondente  campo  d'integrità  in  K[Q),  costituito  da  tutti  e 
soli  quegli  interi  di  A' (8)  che,  moltiplicati  per  qualunque  numero  di 
M,  danno  un  altro  numero  di  M. 

Questo  campo  d'integrità,  determinato  dal  modulo  M,  dicesi, 
secondo  Dedekind,  V  ordine  del  modulo  M{*).  Si  osservi  che  un  or- 
dine è  comune  ad  infiniti  moduli,  poiché  è  immediato  che  se  y 
è  un  intero  qualunque  di  K{Q)  il  modulo 

determina  lo  stejiso  ordine  di  [ja,,  fi,,...  n,],  onde  segue  che  mo- 
duli equivalenti  hanno  anche  lo  stesso  ordine  (**). 

Viceversa,  consideriamo  un  qualunque  campo  d'integrità  R, 
che  contenga  n  numeri  indipendenti,  e  soddisfi  dunque  alle  con- 
dizioni seguenti: 

a)  di  essere  un  modulo  a  n  termini  contenente  il  numero  1  ; 

h)  i  suoi  numeri  si  riproducono  inoltre  per  moltiplicazione  fra 
loro. 

Se  co  è  un  qualunque  numero  dell'ordine  di  R^  siccome  è  in 
R^  vi  e  anche  co .  1  :=:  03,  e  quindi  :  l'ordine  di  R  è  R  stesso. 

La  nozione  di  ordine  coincide  dunque  con  quella  di  un 
campo  d'integrità  in  A' (6),  fra  i  cui  numeri  ve  uè  siar^o  n 
indipendenti. 


(*)  La  denominazione  di  Dedekind,  che  noi  qni  adottiamo,  è  tolta  da 
Gauss  (D.  A.).  Le  stesse  formazioni  vengono  indicate  da  Hilbert  come 
anelli  di  numeri  (Einge). 

(**)  La  condizione  d'  equivalenza  dei  modali  è  sufficiente  per  1'  egua- 
glianza dei  rispettivi  ordini,  non  necessaria.  Così  tutti  gli  ideali  in  K{B), 
sebbene  non  necessariamente  equivalenti,  hanno  lo  stesso  ordine,  che  è 
l'ideale  unità. 
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Da  quelle  proprietà  fondamentali  risulta  che  la  definizione 
degli  ordini  si  può  anche  dare  nel  modo  seguente  (Hilbert): 

^S'e  dal  corpo  A' (6)  */  estì'ae  un  numero  qualunque  di  interi 
6,  [X,  v'i  cAe  determinino  come  campo  di  razionalità  il  corpo  stesso 
K  {&),  V  insieme  di  tutti  i  numeri  che  si  esprimono  come  funzioni 
razionali  intere,  a  coefficienti  razionali  interi,  di  0,  (x,  |,...  è  un  ordine. 

Gli  ordini  più  semplici  sono  quelli  generati  da  un  solo  nu- 
mero 6  primitivo  del  corpo,  costituiti  dai  numeri  della  forma 

coi  coefficienti  A,  razionali  interi. 

Un  ordine  R,  contenendo  il  numero  1,  non  è  mai  un  ideale, 
salvo  se  coincide  coli' ideale  unità  0,  che  è  il  più  ampio  ordine. 

Se  i2  ^  0,  non  essendo  R  un  ideale,  non  accadrà  che  per  ogni 
numero  q  di  R  gli  n  prodotti 

appartengano  ancora  ad  i?(*).  Vi  saranno  però  infiniti  numeri 
di  R  pei  quali  questo  accadrà,  e  intanto  certamente  per  la  norma 
m:=^N{R)  del  modulo  R  e  per  tutti  i  suoi  multipli  {§  105).  Indi- 
chiamo col  simbolo  f  questi  speciali  numeri  q,  che  soddisfano 
dunque  alle  congruenze 
(2)  foìt^O  (mod  R)       «  =:  1,  2,...n. 

L'insieme  di  questi  numeri  /"è  un  ideale,  perchè  si  verificano 
le  due  proprietà  caratteristiche  degli  ideali  : 

a)  la  somma  o  la  diflferenza  di  due  numeri  f  è  ancora  un 
numero  /, 

b)  il  prodotto  di  un  numero  f  per  un  intero  qualunque  o)  di 
K{Q)  è  ancora  un  numero  /"(**). 


(*)  Ciò  equivale  a  dire  che  moltiplicando  p  per  qualunque  intero  di 
K(d)  si  ottenga  un  numero  di  E. 

(**)  Da  /oD^s  0,  /o)..  =  0  (mod  B)  segue  (/±/)(D,sO  (mod  B);  e  se 
to  è  un  intero  qualunque,  W  =  ^  ^,  W, ,   si  ha 

/w.(i>,=  2  ^'.f^i  w.  =  2  ^'^i*^  -/Wj  =  0  (mod  B). 
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Diremo  F  questo  ideale  contenuto  in  R;  esso  prende  il  nome 
(Dedekind)  di  conduttore  deW  ordine  R  (Fùhrer).  Insieme  al  con- 
duttore F,  sono  contenuti  in  R  tutti  gli  ideali  A  divisibili  per 
F,  perchè  contenuti  in  F,  e  per  ciò  anche  in  R,  Viceversa  se  un 
ideale  A  è  contenuto  in  R^  i  suoi  numeri  sono  numeri  p  di  i?, 
ma  dotati  della  proprietà  (perchè  ^  è  un  ideale)  che  i  prodotti 
Q  a,  sono  in  A,  indi  in  i?,  onde  sono  numeri  f.  Cosi  abbiamo 
dimostrato  : 

Ogni  ordine  R  contiene  infiniti  ideali  tutti  multipli  di  uno  di  essi, 
che  è  l'ideale  conduttore  F. 

Si  può  quindi  anche  definire  l'ideale  conduttore  come  il  mas- 
simo comun  divisore  di  tutti  gli  ideali  contenuti  nell'ordine. 

Se  prendiamo  un  intero  o)  in  ^(6),  ohe  sia  primo  coli' ideale 
F,  conduttore  dell'  ordine  R,  per  il  teorema  di  Fermat  generaliz- 
zato si  ha 

a)*<^=l(modF), 
ossia 

(0*(^=:l-f /•, 

essendo  f  un  numero  di  i^  e  per  ciò  anche  di  R.  E  siccome  anche 
il  numero  1  è  in  J?,  si  conclude  che  (o*^^  è  pure  in  R,  vale  a 
dire: 

Tutte  U  potenze  con  esponente  $  {F)  dei  numeri  interi  di  K(Q), 
che  sono  primi  col  conduttore  F  dell'ordine  R,  si  trovano  in  R. 

Se  prendiamo  una  base  Qi,Qj, ...q,  dell'ordine  R 

e  Q  è  un  numero  qualunque  di  R,  i  prodotti  qq<  (^=  1,2,..  .n) 
sono  pure  in  R  e  sussistono  le  formole 

k 

con  coefficienti  6.»  razionali  interi,  dalle  quali  risulta 

29 
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Ma  risolvendo  le  (3)  rispetto  alle  q^  (in  quanto  entrano  nei 
secondi  membri),  risulta 

; 

No 

—^9^—2^.0,^0       (mod  R) 

Q  I 

e  queste  ci  mostrano  che  il  numero  El   .ppaHieue    ad    R.  Sic- 

Q  , 

No   ,    .  '       . 

come  è  il  prodotto  dei  numeri  coniugati  di  q,  abbiamo  : 

Se  un  numero  q  appartiene  air  ordine  R,  anche  il  prodotto  dei 
suoi  n  —  1  coniugati  vi  appartiene. 

Nel  corpo  K{Q)  esistono  ^  {Fj  interi  incongrui  (mod  F)  e 
primi  con  F,  e  se  uno  di  essi  appartiene  all'ordine  R,  anche  tutti 
i  suoi  congrui  vi  appartengono.  Sia 

un  sistema  completo  di  numeri  dell'  ordine  R  incongrui  (mod  F) 
e  prirai  con  F,  fra  i  quali  ne  figurerà  almeno  uno  ^  1  (mod  F), 
Questi  q  numeri  formano,  entro  il  gruppo  di  O  (F)  numeri  di 
Kid)  incongrui  (mod  F),  un  sottogruppo,  ed  è  perciò  q  un  divi- 
sore di  O  {F).  Il  numero  q  si  indica  col  simbolo 

essa  dà  il  numero  dei  numeri  dell'ordine  che  sono  primi  con  F 
ed  incongrui  (mod  F). 


§  107. 
Le  unità  uegli  ordini. 

Come  nel  corpo  K{Q)  esistono  infinite  unità,  (cioè  nell'ordine 
principale  0),  cosi  in  qualunque  altro  ordine  R  esistono  pure 
innumerevoli  unità  (nello  stesso  grado  di  infinità  v  —  1)  e  le 
leggi  di  loro  composizione  sono  sempre  le  stesse  date  dal  teo- 
rema di  Dirichlet  (§  51).  Premettiamo  intanto  l'osservazione  che 
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òe  r  unità  1]  è  neW  ordine  R  anche  la  sua  inversa  -  appartiene  ad 
R,  poiché,  per  quanto  si  è  visto  sopra,  iiisieme  ad  t).  vi  è  anche 
in  R  il  numero  — ^  ==:-!-  —  .  Ed   ora,  per   la  ricerca   di    tutte  le 

TI  — T] 

unità  nell'ordine  R^  possiamo  proceilere  in  due  modi.  Il  primo 
di  questi  consiste  nell'osservare  che  le  deduzioni  tutte  del  Gap.  lY, 
per  lo  studio  delie  unità  in  K  {^),  sono  egualmente  valide  se,  in- 
vece di  considerare  tutti  gli  interi  di  K{ò)^  ci  limitiamo  a  con- 
siderare quelli  di  un  determinato  ordine 

basta  invero  sostituire  dappertutto  alla  base  [to, ,  co,,...  o),]  del- 
l'ordine principale  0  quella  [q,,  o,,...o„J  dell'ordine  attuale  R. 
E  per  tal  modo  arriviamo  dunque  al  risultato  finale  dato  dal 
teorema  di  Dirichlet: 

Se  V  è  il  numero  compie.^ sivo,  fra   i  corpi  coniugati,  dei   corpi 

pali  e  delle  coppie  di  corpi  immaginaci,  esistono  in  ogni  07*dine  R 
V  —  1  unità  fondamentali  tìi,  Ti,,...r|^.,  ed  un  numero  finito  Te'  di 
vnità  q'  {radici  k'"'  di  1)  tali  che  le  unità  ì],  esistenti  nell'ordine  R, 

i  ottengono  tutte  ed  una  volta  sola  colla  formola 

(A)  iì  =  Q'.T^7ni;»...T1^»-i^ 

dove  q' percorre  le  le'  radici  Tc''^ dell'unità,  e  gli  esponenti  fii, n,,... «^., 
ricevono  tutti  i  valori  interi  razionali  positivi,  negativi  o  nulli. 

Ma  pdfesiamo  anche,  in  un  secondo  modo,  ricondurre  la  teoria 
delle  unità  in  ogni  ordine  R  a  quella  già  sviluppata  per  tutte 
^.e  unità  (per  l'ordine  pirincipale  0\  partendo  dall' os<ervazione 
seguente  : 

Se  F  è  il  conduttore  dell'ordine  R,  qualunque  unità  8  elevata 
alla  potenza  <^{F)  dà  un'unità  r\=zk^{F)  appartenente  all'ordine  R. 

Difutti  £.  come  unità,  è  certamente  prima  con  F  ed  8*(^  si 
rova  in  R  (§  106)  ed  è  un'unità.  Naturalmente  può  anche  ac- 
cadere che  già  una  potenza  con    esponente    minore,  appartenga 
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a  R,  e  con  un  solito  ragionamento  si  prova  che  il  minimo  espo- 
nente 5  pel  quale  questo  accade  è  un  divisore  di  tutti  gli  altri, 
quindi  in  ogni  caso  5  divide  <l>  {F). 

Dall'osservazione  superiore  si  ricava  intanto  nuovamente: 
Neil' ordine  R  esistono  certo  v  —  1  unità  indipendenti.  E  infatti  tali 
sono  p.  e.  le  v  —  1  unità 

che  si  ottengono  dalle  v  —  1  unità 

8i ,   Sj  ,. ..  8y.i 

di  un  sistema  fondamentale  di  K{ò)  (dell'ordine  principale),  ele- 
vandole tutte  all'esponente  <I>(i^). 

Applichiamo  ora  i  risultati  stabiliti  al  §  53  pei  sistemi  di 
unità  indipendenti  al  caso  che 

Il         I 

£j  ,   £  j  ,...  8,.i 

siano  V — 1  unità  indipendenti  dell'ordine  R.  Se  esprimiamo  que- 
ste per  le  unità  fondamentali  8i,  s»,...8».i  nel  teorema  di  Dirichlet 
e  indichiamo  con 

Cu,  Cjj , . . .  e,,y.i    gli   esponenti   di    e'i 


avremo 


^v-i.i  5  ^v-l,»  }  •  •  •  ^«-l,V-l  *  *''  V-1  J 


^  (e'i  ?£'»>•••  e'k-i) -EZ (Si  ,  8^  , . . .  e^.i) , 


dove  E  indica  il  determinante  degli  esponenti  e.^. 

Cangiando  il  sistema  g'i,8', ,...eVi,  il  numero  razionale  in- 
tero E  cangierà  di  valore  e,  per  opportuni  sistemi  (s'i ,  e', , . . .  e'v.i), 
j^  raggiungerà  il  minimo  valore  possibile  (assoluto),  che  sarà  >1, 
da  che  supponiamo  l'ordine  R  più  ristretto  del  principale  0. 
Come  al  §  51,  si  vede  che  questi  sistemi  (s'j  e'» , . . .  eVO  di  unità 
dell'  ordine    R ,    pei    quali    il    quoziente   E   dei    due    regolatori 
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Z,(f/, ,  8',,...8Vi),  L(s,  ,£,,...  8y.,)  nell'ordine^  e  nel  principale  O 
ha  raggiunto  il  suo  minimo,  sono  fondamentali    per   l'ordine,  e 
allora  tutte  le  unità  e'  dell'ordine  R  si  hanno  dalla  formola  (A) 
sopra  riportata 
(1)  e'  =  q'  g'm  e'»* . .  .  e'«v-i 

dove  q'  percorre  le  k'  radici  dell'unità  contenute  nell'ordine. 

Si  è  visto  d' altronde,  al  §  53,  che  nel  gruppo  G  delle  unità 
composte  dalle  potenze  delle  fondamentali 

n\   e**'  e™»        c^^v-i 
'j;    ti      fcj    ....  t,.i 

il  sottogruppo 

G')    e'f'  eT'. . .  <r' 

ha  indice  finito,  precisamente  eguale  al  quoziente  E  dei  due  re- 
golatori 

diciamo 

Siccome  poi  tutte  le  unità  sono  date  dalla  formola  di  Dirichlet 

8 Q  £i      Ej      ...  Ey.i      p  Cr  , 

dove  o  percorre  le  le  unità  ridotte,  confrontando  colla  (1) 

ne  concludiamo  : 

Il  gruppo  totale  q  G  di  tutte  le  unità  contiene  come  sottogruppo 
quello  q'G'  delle  unità  nell'ordine  e  l'indice  q  del  sottogruppo  q'G' 
nel  gruppo  q  G  è  finito  è  dato  da 

Te      J' 
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§  108. 
Ideali  negli  ordini.  Ideali  rclatiri  regolari. 

Si  è  visto  che  ia  ogni  ordine  R  sono  contenuti  infiniti  ideali  del 
corpo,  e  questi  sono  tutti  e  soli  i  multipli  dell'ideale  conduttore  F. 
Ma  vi  sono  altre  formazioni  in  R  alle  quali  competono  le  pro- 
prietà fondamentali  degli  ideali  relativamente  al  campo  R  soltanto. 

In  analogia  alla  definizione  di  ideale  (§  57)  nell'  ordine  prin- 
cipale O,  noi  diremo  che  un  sistema  /  di  infiniti  numeri  q  del- 
l'ordine R  forma  un  ideale  in  R  quando  sono  soddisfatte  le  leggi 
fondamentali  seguenti  : 

a)  la  somma  o  la  differenza  di  due  numeH   qualunque  di  I  è 
ancora  in  I  (I  è  un  modulo), 

h)  il  prodotto  di  un   numero   qualunque   di  I  per   un   numero 
arbitrario  q  dell'ordine  R  è  ancora  in  I. 

Come  al  §  57,  è  immediato  che  un  numero  arbitrario  q  ài 
numeri  a,,  a,,...  a,,  scelti  nell'ordine  R,  individuano  un  ideale 
in  R,  costituito  da  tutti  e  soli  i  numeri  della  forma 

(1)  a  =  l,a,-[-X,a,-{-...-j-X,a,, 

dove  Xi,X, ,...X,  percorrono  tutti  i  numeri  q  di  R.  Per  distinguere 
questi  ideali  nell'ordine  R  dagli  idegili  in  senso  assoluto,  chiame- 
remo i  primi  ideali  relativi  e  li  indicheremo  coi  simboli  A^^B^... 
L' ideale  relativo  A^\,  generato  dai  numeri  (1),  si  denoterà  con 

J[,  =  (a,,  a,,. ..a,),, 

mentre  il  simbolo 

^=r(ai,  a,,...a,) 

significherà  sempre  l'ideale  assoluto  generato  dagli  stessi  numeri. 
Cominciamo    dall' osservare  che  ogni   ideale  relativo  A^  è  in 
effetto  un  modulo  a  n  termini  (cf.  §  57),  poiché  se  dall'ordine  R 
prendiamo  n  numeri  indipendenti 
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questi,  moltiplicati  per  un  numero  qualunque  a  di  R,  danno  gli  n 
prodotti  indipendeuti 

a  ^). ,  a  Q, , . . .  a  o, 

che  appartengono  per  le  h)  ad  A^.  Questo  modulo  A^  si  potrà  dun- 
que ricondurre  ad  una  base  minima  ad  r  termini,  scriviamo 

^,  =  [a, ,  a, , . . .  a.] , 

e  sia  medesimamente  il  modulo  R  espresso  per  la  sua  base 

Il  determinante  della  sostituzione  aritmetica  colla  quale  la 
base  di  A^  si  esprime  per  la  base  dell'ordine  R  dà,  secondo  il 
§  105,  il  numero  dei  numeri  in  R  che  sono  incongrui  (mod  A^). 
Questo  numero  razionale  intero  si  dirà  la  norma  relativa  di  A^, 
e  si  indicherà  con  N^A,',  essa  si  esprime  per  le  norme  assolute 
dei  moduli  A,,R  colla  formola  (§  105) 

-^'^'-  NR  ■ 

Ogni  ideale  relativo  A^  è  un  modulo  a  n  termini  in  R\  ma 
anche  inversamente,  per  la  definizione  stessa  di  ordine  di  un 
modulo  (§  106),  risulta  evidente  che  :  qualunque  modulo  a  n  ter- 
mini in  0  è  un  ideale  relativo  nel  suo  proprio  ordine. 

Per  gli  ideali  relativi  in  R  si  potrebbero  porre  ora  le  nozioni 
di  prodotti,  di  divisibilità  ecc.  come  per  gli  assoluti,  ma  facil- 
mente si  osserva  in  esempi  che,  lasciando  a  queste  nozioni  tutta 
la  generalità  tenuta  fin  qui,  si  presentano  di  nuovo,  per  l'arit- 
metica di  questi  ideali  relativi,  le  difficoltà  stesse  riscontrate  al 
principio  della  teoi'ia  e  intanto  quella  fondamentale  della  decom- 
ponibilità non  più  unica  in  ideali  (relativi)  primi.  Per  ristabilire 
le  leggi  semplici  della  decomposizione  degli  ideali  assoluti  anche 
negli  ideali  relativi  basta,  come  ha  osservato  Dedekind,  restrin- 
gere alquanto  la  definizione,  e  limitarsi  a  considerare  soltanto, 
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fra  gli  ideali  relativi,  quelli  che  soddisfano  ad  una  terza  condi- 
zione da  aggiungersi  alle  a)  b): 

e)  il  modulo  massimo  comun  divisore  dei  due  moduli  I  ed  F 
sia  l'ordine  R  stesso. 

Questa  è  detta  da  Hilbert  la  condizione  di  regolarità  dell'i- 
deale relativo.  Nel  seguito  si  considereranno  soltanto  ideali  re- 
lativi regolari  e  la  condizione  e)  si  supporrà  quindi  senz'altro 
soddisfatta.  Si  osservi  che  se  R  coincide  coli' ordine  principale  0, 
anche  F  coincide  con  0,  e  la  condizione  e)  essendo  identicamente 
soddisfatta,  la  definizione  di  ideale  relativo  regolare  viene  sen- 
z'altro a  coincidere  con  quella  di  ideale  assoluto. 

La  condizione  e)  equivale  a  dire  che  fra  i  numeri  del  mas- 
simo comun  divisore  di  ^,  e  di  i^  vi  è  il  numero  1,  talché  sus- 
siste la  formola 

{a)  «  +  /•==!, 

essendo  a  un  numero  ài  A^  e  f  un  numero  di  F. 

Aggiunta  questa  condizione  e),  o  l'equivalente  formola  (a), 
vediamo  che: 

Ogni  ideale  relativo  (regolare)  A^  in  R,  considerato  quale  mo- 
dulo, ha  per  ordine  precisamente  R. 

Difatti  l'ordine  di  A^  è  costituito  (§  106)  da  quegli  interi  co 
di  ^(6)  pei  quali  qualunque  numero  di  ^,,  moltiplicato  per  o), 
dà  un  numero  A^.  Ma  per  la  (a)  risulta 

e  siccome  eoa  è  in  5  (per  ipotesi)  ed  anche  co/",  che  trovasi  già 
in  F,  così  anche  co  è  un  numero  q  di  R.  Viceversa  ogni  numero 
Q  di  i?,  essendo  A^  un  ideale  relativo,  soddisfa  alla  detta  condi- 
zione, e  questo  prova  appunto  che  l'ordine  del  modulo  A,  coin- 
cide con  R. 

Per  procedere  nello  studio  degli  ideali  relativi  (regolari)  con- 
viene ora  ritornare  sulle  definizioni  del  §  105  pel  massimo  comun 
divisore,  minimo  multiplo  comune  e  prodotto  di  moduli  qualunque 
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e  stabilire  alcune  identità  simboliche  fra  queste  formazioni,  ser- 
vendosi di  opportune  notazioni  di  Dedekind. 

Se  Mi,Mt  sono  due  moduli  qualunque,  il  loro  massimo  comun 
divisore  viene  indicato  con 

ed  il  minimo  multiplo  comune  con 

Le  identità  simboliche,  che  entrano  per  il  nostro  scopo  in 
considerazione,  sono  particolarmente  le  due  seguenti  nelle  quali 
3f,,  Mt,  Mi  indicano  tre  moduli  arbitrarii: 

I)      (M,  4-  if,)  4-  M,  =  M,^  [M,  +  ^.) 
II)      {M,-^M,)  M,  =zM,M,  +  M,  M,  • 

La  prima  è  d'immediata  evidenza,  poiché  a  destra  e  a  sini- 
stra abbiamo  un  modulo  i  cui  numeri  sono  tutti  e  soli  i  numeri 

che  si  ottengono  sommando  tre  numeri  arbitrarii  Hi,p,,,^,,  presi 
rispettivamente  da  M^^M^jM^. 

Quanto  alla  II),  si  indichi  con  M!  il  modulo  a  sinistra,  con 
M'  quello  a  destra;  basterà  provare  che  M'  è  contenuto  in  M" 
ed  M'  in  M".  I  due  moduli  3/, ,  ilf,  sono  ambedue  contenuti  in 
3f,-f-3f,,  indi  MiMt,  M^Ms  ambedue  in  (3/i-j-3f,)3fs,  e  per  ciò 
anche  M"=  M,  M,  -}-  M,  M,  è  contenuto  in  (M^  -f  M,)M,  =:  M'.  Per 
dimostrare  poi  che  M'  è  contenuto  in  3f",  osserviamo  ohe,  indi- 
cando con  |x,,  [X,,  ^,  tre  numeri  qualunque  estratti  da  Mt,Mt,Mt, 
i  numeri  di  M'  si  ottengono  dai  prodotti 

{\^i  +  M.)  l^i 

e  dalle  loro  somme.  Ma  questi  prodotti 

(  ^1+  \^t)  H-»  =  ^1  Ms  -r  lA,  \i, 

sono  anche  contenuti  in  M"^  e  per  ciò  M'  in  M",  e.  d.  d. 
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Colle  notazioai  superiori,  la  defiuizioiie  di  ideale  relativo  A, 
in  R  equivale  a  dire: 

a)  A,  è  un  modulo  contenuto  in  R,  tale  che 

a)     A,.R  =  A,. 

Si  esprime  poi   che  l'ideale  relativo  A^  è  regolare  scrivendo 

(3)     A  +  F=R, 

Ciò  premesso  dimostriamo  : 

Se  A^,A'^  sono  due  Ideali  relativi  (regolari  in  R),  anche  le  for- 
mazioni 

3Ì    A,-\-A\  (massimo  comun  divisore) 

2)  A^  —  A^  (minimo  multiplo  comune) 

3)  A,A\  (prodotto) 

sono   ideali  relativi  (regolari).  Inoltre   il  prodotto  A^ A,,  è  multiplo 
sì  di  A^  che  di  A'^. 
1)  Si  ha  per  la  II) 

{A,-j-A'^)R  =  A^R-\-A'^R  =  A.-{-A',, 

quindi  A,-{-A',  è  un  ideale  relativo  per  la  a).  In  secondo  luogo 
per  la  I) 

{A,-{-^^'r)  +  F=:A-i-{A\-i-F)  =  ^r  +  R=:R, 

quindi  per  P)  è  A^-{-A'^  regolare. 

2),  3)  I  numeri  di  A,  —  A'^  sono  comuni  ad  A,,  A',  e  per  ciò 
moltiplicati  per  qualunque  o  di  i?  danno  un  numero  comune  ad 
A^,A'r',  dunque  A, —  A\  è  un  ideale  relativo. 

Siccome  poi  A^  è  contenu.t,o  in  R,  cosi  A^A,.  è  contenuto  in 
RA'^:=:A\,  e  per  la  ragione  analoga  in  A^,  indi  anche  A,A\  è 
contenuto  in  A^ — A'^.  Di  più  A^A'^R  ==  A^A'^^  cioè  A^A'^  è  ideale 
relativo. 

Resta  a  provare  che  gli  ideali  relativi  A, —  A'^^A^A,.  sono  re- 
golari. Per  la  prima  asserzione  si  osservi  che  da 

R=:Ar-{-F 
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moltiplicando  per  A\  risulta 

Ma  ArA\  è  contenuto  in  A^  —  A\  ed  FA',  in  F,  quindi  A', 
in  {Ar — A,)-\-F^  e  per  ciò  ancora 

RzzzA\-\-F    è  contenuto  in     {A, —  A\)-\-Fj 

da  cui 

{A^^A',)-^F=:R,  c.d.d. 

In  fine,  essendo  A,,A\  regolari  si  ha 

l  =  a-\-f 

con  a  ia  A,,  a'  iu  A'^  e  f^f  in  F.  Moltiplicando,  risulta 

essendo  f  un  altro  numero  di  F\  e  siccome  aa'  appartiene  all'i- 
deale prodotto  A^A'r  ne  esegue  che  anche  quest'ultimo  è  regolare. 

§  109. 
Corrispondenza  degli  ideali  relatiri  agli  assolati. 

Fondandosi  sulle  proprietà  dimostrate,  si  potrebbe  sviluppare 
la  teoria  degli  ideali  relativi  (regolari)  nell'ordine  R  in  perfetta 
analogia  con  quella  degli  assoluti.  Ma  vai  meglio  ricondurre  la 
nuova  teoria  all'antica  col  dimostrare  che  si  può  stabilire  una 
corrispondenza  biunivoca  fra  gli  ideali  relativi  (regolari)  nell'or- 
dine R  e  gli  ideali  assoluti,  che  sono  primi  col  conduttore  F  del- 
l' ordine  R. 

Per  questo  partiamo  dalle  osservazioni  seguenti. 
a)  Sia  A^  un  ideale   relativo   (regolareì    in    R.   talché    siano 
soddisfatto  le  condizioni  a)  fi) 

a)  A,Rz=A, 
P)  A,-\-F=R. 
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Se  moltiplichiamo  il  modulo  A,  per  il  modulo  0  (ideale  unità), 

otteniamo  il  modulo  OA^,  che  vediamo  subito  essere  un   ideale 

assoluto 

Az=OA^, 

perchè 

OA=0'A,=zOA,=:A. 

Inoltre  da 

moltiplicando  per  O,  deduciamo 

r/)     A-}-F=0, 

vale  a  dire:  l'ideale  A  è  primo  con  F. 

Se  Ar  è  generato  da  q  numeri  a, ,  a, , . . .  u, 

A^  =  (a-i ,  a, , . . .  a,), 

è  immediato  che  A  è  alla  sua  volta  generato  dai  q  numeri  stessi 

^  =  («1,  a,,...  a,), 

onde  ^  è  il  massimo  comun  divisore  di  tutti  i  numeri  di  A,. 
Cosi  A^  determina  in  modo  univoco  l'ideale  assoluto^;  ma  an- 
che, inversamente,  da  ^  è  determinato  perfettamente  A,,  poiché 
possiamo  dimostrare  che  A^  è  il  minimo   niultiplo  comune  di  A  e 

di  R,  cioè 

A  —  R  =  A,. 

Siccome    ogni    numero   di  A,  è  comune   ad  J.  e  ad  R,  basta 
provare   che,  inversamente,    ogni    numero    comune   ad  ^  e  i?  si 
trova  in  A^.  Sia  a  un  numero  comune  ad  ^  e  R]  come  numero 
di  R  potrà  scriversi  per  la  (3) 
(1)  a  =  u,-|-/; 

essendo  a,  in  A,  e  f  in  F.  Questo  numero  f=:a  —  a,  è  contem- 
poraneamente in  A  e  per  ciò  nel  minimo  multiplo  comune  A — F 
di  -4  e  di  F.  Ma  questi  due  ideali  sono  primi  fra  loro,  e  il  minimo 
multiplo  comune  coincide  col  loro  prodotto 

A—F=zAF==OA,F=zFAr, 
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che  è  contenuto  in  RA^=:  A,.  Dunque  nella  (1)  anche  il  secondo 
numero  /"  è  in  A,,  quindi  a  stesso  è  in  Ar,  ed.  d. 

In  fine  ai  osservi  che,  per  la  ^'),  qualunque  intero  di  0  è  la 
-omma  di  un  numero  di  -4  e  di  un  numero  di  F.  il  quale  ultimo 
è  anche  in  i?;  per  ciò  il  massimo  comun  divitore  di  A  e  di  R  è  O: 

2)  A-\-R=zO. 

b)  Invertendo  le  considerazioni  precedenti,  dimostriamo  : 
Se  A  è  un  ideale  primo   col   conduttore  F,  il   minimo   multiplo 
jmune  A — R  di  A,  R  è  un   ideale   relativo  (regolare)   in   R   ed  è 

OA^  —  A. 

Ogni  numero  comune  ad  A  e  R^  moltiplicato  per  un  numero 

arbitrario  o  di  R,  dà  ancora  un  tal  numero,  quindi  A — R  è  in 

effetto  un  ideale  relativo  A,  in  R 

ARz=A^, 

dei  quale  si  deve  provare  che  è  regolare  cioè 

A^^F=R. 

Siccome  A  è  primo  con  F  per  ipotesi,  qualunque  intero,  e  in 
particolare  ogni  numero  q  di'  R,  può  scriversi  sotto  la  forma 

dove  a  e  in  A,  e  f  in  F.  Ma  questo  a=:o  — /"  è  anche  in  R,  per 
ciò  in  A — R  =  A^y  e  quindi  R  è  contenuto  in  A,-{-F.  D'altra 
parte  tanto  A^  che  F  sono  contenuti  in  R,  quindi  effettivamente 

A^-^Fz=R, 

vale  a  dire  A,  è  regolare. 

Resta  a  provare  che  OA^z=A.  Pongasi  OAr=^A'j  e  siccome 
A^  è  contenuto  in  A,  sarà  OA,  =  A'  contenuto  in  OA  =-4,  cioè  A' 
divisibile  per  A.  D'altra  parte,  per  quanto  si  è  dimostrato  in  a),  a 

A'-\-F=0, 
da  cui  moltiplicando  per  A 
(3)  AA'-^FA  =  A. 
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Ma  FA  è  contenuto  in  F  ed  in  A,  quindi  anche  in  R^A  e 
per  ciò  in  A  —  H=A^^  che  è  alla  sua  volta  contenuto  in  0^,r=il.'; 
medesimamente  è  AA'  contenuto  in  A',  onde  dalla  (3)  risulta  che 
A  è  alla  sua  volta  contenuto  in  A'^  indi  A=zA'z=zOA^,o.à.à. 

Questi  risultati  si  riepilogano  nel  teorema: 

Fra  gli  ideali  relativi  (regolari)  A^  nell'ordine  R  e  gli  ideali 
assoluti  A,  primi  col  conduttore  F,  è  stabilita  una  corrispondenza 
biunivoca  per  modo  che  all'ideale  relativo  A,  corrisponde  l'ideale 
assoluto  A=:OA^,  e  inversamente  all'ideale  assoluto  A  (primo  con  F) 
l'ideale  regolare  in  R 

A,  =  A  —  R. 


§  1^0. 
Decomposizione  do^li  ideali  relatiri. 

Per  compiere  la  riduzione  della  teoria  degli  ideali  relativi 
(regolari)  nell'ordine  R  a  quella  degli  ideali  assoluti  ci  resta 
ancora  da  dedurre  un'  importante  relazione  fra  la  norma  relativa 
N,A^  (§  108)  dell'ideale  relativo  A^  e  quella  NA  dell'ideale  as- 
soluto corrispondente  A^  consistente  semplicemente  in  questo  che 
si  ha 
(1)  N,A^  =  NA. 

Per  dimostrare  questa  formola,  ritorniamo  alla  teoria  generale 
dei  moduli  in  ^(0)  ed  osserviamo  che  se  Af, ,  i¥,  sono  due  qua- 
lunque di  questi  moduli,  nel  modulo  Mi  esisterà  solo  un  numero 
finito  di  numeri  incongrui  rispetto  all'altro  modulo  ilf,,  poiché 
già  i  numeri  di  Mi  sono  fra  i  numeri  di  O  e  di  questi  ultimi 
ne  esistono  solo  N(Mt)  incongrui  (mod  M^).  A  denotare  questo 
numero  finito  di  classi  dei  numeri  di  M^  rispetto  al  modulo  M, 
viene  usato  da  Dedekind,  come  già  si  è  detto  al  §  105,  il  simbolo 

(if.,3/,); 

in  particolare  v 

{0,3Q=:zNM,. 
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Dimostriamo  che  il  valore  del  simbolo  (J/,,3f,)  non  varia  ie 
pel  secondo  si  sostituisce  il  minimo  multiplo  My  —  3f,  dei  due, 
od  anche  al  primo  il  loro  massimo  comuu  divisore,  in  formolo 

(2)  (3/^ ,  M,)  =  {M, ,  il/.  —  M.) 

(3)  (3f.,if.)z=(J/.-fM,,3/,;. 

Per  dimostrare  la  prima  basta  osservare  che  se  (x. ,  fi',  sono 
due  numeri  di  M^  la  loro  differenza  [i,  —  u', ,  essendo  già  in  Jf,, 
appartiene  o  no  al  modulo  Af,  secondo  cho  si  ritrova  o  no  nel 
modulo  il/j — 3f, ,  Similmente  per  la  (3),  si  osserverà  che  ogni 
numero  di  3f, -}-3f»  ha  la  forma  Ui-f-u»,  essendo  [.i,  in  3/,,  u,  in 
Mf ,  ed  è  manifestamente 

^i-f^t^  ^.  (mod  ^f,. 

Ciò  premesso,  per  dimostrare  la  (1;  si  oi-servi  che  si   ha  per 

'^  ^'finizione 

.Y^  ={0,A) 

e  successivamente 

{R,A;}=:{E,A  —  R)^iIi,A) 

per  la  (2),  indi  per  la  (3) 

{E,A)  =  iA-^R,A)  =  {0,A), 

onde  la  (1)  è  dimostrata. 

Dopo  ciò  è  facile  dimostrare  che  il  teorema  della  norma  del 
prodotto  sussiste  anche  per  gli  ideali  relativi  (regolari),  riieren- 
si  alle  norme  relative,  che  cioè 

-sendo  A,,A\  due  ideali   relativi   (regolari)  in  R.  Difatti    posto 
A^z=A,  OA/  =  A',  moltiplicando  risulta 

AA'=  OA,.  OA\=G'A,A\z=0{A,A\\ 

ehe  dimostra  intanto  : 
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Al  prodotto  dei  due  ideali  relativi  corrisponde  l'ideale  assoluto 
prodotto  dei  due  ideali  assoluti  corrispondenti.  Ed  ora,  siccome 

N{AA')  =  NA  .  NA', 

ne  segue  subito  la  (4), 

In  sostanza  le  considerazioni  esposte  provano  che  la  corri- 
spondenza biunivoca  stabilita  fra  gli  ideali  relativi  (regolari)  in 
R  e  gli  ideali  assoluti  primi  col  conduttore  F  è  una  corrispon- 
denza d' isomorfismo  oìoedrico  che  conserva  la  legge  di  composi- 
zione (di  prodotti  di  ideali).  Se  si  riprendono  allora  tutti  i  teo- 
remi del  Gap.  V  relativi  alle  leggi  di  divisibilità  degli  ideali 
assoluti  (limitandoci  ora  però  a  considerare  quelli  primi  con  F) 
indi  da  questi  si  riportano,  mediante  la  detta  corrispondenza, 
agli  ideali  in  i?,  facilmente  si  osserva  che  tutta  la  teoria  si  tra- 
sporta cosi  invariata.  Per  questo  basterà  fermarsi  sul  punto  ca- 
pitale della  teoria,  espresso  dal  teorema  li)  al  §  64  (pag.  278),  e  che 
qui  per  ideali  relativi  in  R  formuliamo: 

Se  l'ideale  relativo  A^  è  tutto  contenuto  nell'altro  B^,  esiste  un 
terzo  ideale  relativo  C, ,  tale  che 

A,  —  B,Gr. 
E  infatti  poniamo 

OA,—  A,  OB,=:B, 

talché  saranno  A,B  gli  ideali  assoluti  (primi  con  F)  corrispon- 
denti ad-4,,J?,.  Essendo  A^  contenuto  in  B^,  sarà  OA^=:A  con- 
tenuto in  OB,=zB.  cioè  A  divisibile  per  B  ed  esisterà  quindi 
un  terzo  ideale  G  (necessariamente  primo  con  F  come  A)  tale  che 

A  =  Ba 

Se  chiamiamo  (7,  l'ideale  relativo  corrispondente  a  C{C,=  C —  22), 
all'ideale  prodotto  5 C  corrisponde  l'ideale  relativo  A^  e  per  la 
legge  d'isomorfismo  corrisponde  altresì  il  prodotto  B^Cr,  quindi 

A,  —  B^C  e.  d.  d. 
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Dopo  queste  osservazioni,  si  possono  riprendere  tutte  le  pro- 
posizioni ai  §§  66,67  relative  alla  decomposizione  degli  ideali 
assoluti,  che  risultano  senz'altro  trasportabili  agli  ideali  relativi 
in  R^  con  questo  che  l' ideale  unità  O  è  da  sostituirsi  col  corri- 
spondente ideale  relativo  R. 


§  111. 
Esempio  degli  ordini  nei  corpi  quadratici. 

Per  illustrare  questa  teoria  degli  ordini  prendiamo  l' esempio 
classico  dei  corpi  quadratici,  dove  appunto  Gauss  ha  introdotto, 
per  le  forme  aritmetiche  quadratiche,  la  nozione  di  ordini.  Assu- 
miamo la  base  minima  del  corpo  quadratico  K(frn\  come  al 
§  38,  in 

[l,co], 
dove 


<     ^  ,  per  m^l  (mod  4), 


ovvero 


(X)  —  m 


co  = 


2 

,  per  OT  ^  1  (mod  4). 

o>'— o)-| — - 


Un  qualunque  ordine  R  in  K{fni)   avrà  una    base  minima 

dello  schema 

1,  0 

0,  le 

dove  Te  è  l'intero  razionale  positivo  che  dà  la  norma  dell'ordine 

Ic  —  NR; 

avremo  dunque 

(1)  i2=:[l,*a)]; 


466  Capitolo  IX  —  §  111 

e  questo  è  ejBPettivamente  un  ordine   perchè  il   prodotto  di  due 

ntìmefi  di  R 

(a  +  òfcco)    (a'-fè'feo)) 

è  ancora  in  i?,  come  subito  si  oiserva. 

Determiniamo   l'ideale  F  conduttore    dell'ordine  (§  106),  cer- 
cando quei  numeri  f  ài  R 

/■=  X  -{-  y.Tciù 

pei  quali 

•    fdì  rz:  a?  0)  -j-  y  ^'  f*^' 

appartiene  all'ordine.  Per  questo  è  necessario  e  basta,  sia  per 
♦n^^l  (mod  4),  sia  per  w^l  (mod  4),  che  l'intero  'x  sia  mul- 
tiplo di  jfc,  cioè  sia 

f=h  (ac'-fyco), 
onde  desumiamo 

.     F=1c  [l,co]zr=(fe), 

cioè:  L'ideale  conduttore  F  e,  in  ogni  corpo  quadratico,  l'ideale 
principale  (k)  generato  dalla  norma  dell'ordine  Jc=zNR. 

Applichiamo  prima  i  risultati  del  §  107  per  ricercare  le  unità 
nell'  ordine  R  fermandoci  solo  al  caso  interessante  nel  quale  vi 
sono  infinite  unità,  e  cioè  al  caso  di  un. corpo  quadratico  rea)*» 
m^O.  Quanto  alle  unità  ridotte,  sono  qui  le  due  sole  +  1,  tanl 
nel  corpo  che  nell'ordine.  Detta  e  l'unità  fondamentale  tutte 
le  altre  in  O  sono 

+  8", 

e  similmente  in  jR  ' 

dove 

e'=  e', 

eòe  quel  minimo  esponente,  in  ogni  caso  divisore  di  <l>{yfc),  « 
cui  elevando  8  si  ottiene  un'unità  dell'ordine.  Se  supponianèEj 
dapprima  w^j^l  (mod  4)  e  ci  limitiamo  ad  unità  di  norma  pc' 
sitiva,  allora  è 


ì 
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dove  {T,  U)  rappresenta  la  minima  soluzione  positiva  dell'equa- 
zione di  Peli 

T'—mU'  =  \. 

Similmente 
essendo  {T\  U')  la  minima  soluzione  dell'altra  equazione  di  Peli 

L'esponente  8  (che    in  ogni    caso  divide  0(i))  è  quello  mi- 
nimo pel  quale  accade  che  in 


{T-^Uf^) 


sviluppato  col  teorema  del  binomio,  il  coefficiente  di  j^w  riesce 
divisibile  per  k.  Se  per  es.  kz=z2,  allora  è  0(2)  =  2(*),  e  si  ha 
6  =  1  se  è  già  U  pari  (come  p.  e.  per  »j  =  6, 14),  mentre  se  U 
è  dispari,  allora  e' =  8*. 

Consideriamo  ancora  il  caso  m^  1  (mod  4)  e  prendiamo  t  =  2. 
Qui  abbiamo 


O 


1 


2 

e  per  calcolare  O  (2)  bisogna  suddistinguere  secondo  che  w  S£  1 
(mod  8),  ovvero  ni  es  5  (mod  8). 

Se  wi  ^  1  (mod  8),  l' ideale  (2)  si  scinde  nel  prodotto  di  due 
ideali  primi  diversi  (§78)  e  ne  risulta  0(2)  =  1:  perciò  l'unità 
fondamentale  e  di  O  è  anche  in  R,  indi  £'=e. 

Quando  m^b  (mod  8)  l'ideale  (2)  è  primo  di  secondo  grado 
'-I>(2)  =  3,  e  quindi  l'unità  fondamentale  di  R  può  essere 

?'  =  g  ,  ovvero   z^=^  e*. 


*)  In  tal  caso  ($  78)  è  (2)=P*,  NP  =  2,  onde  0(2)=2. 
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È   facile   verificare   direttamente   queste   circostanze  da  che, 
posto  8  =  a-{-6(o,  si  Ila  (§  39) 

Se  m  ^  1  (mod  8),  deve  essere   a(a-j-6)  dispari  e   per  ciò  a 
dispari,  h   pari  e  l'unità  e  è  già    nell'ordine  R.  Quando  m^5 

(mod  8),  — - —  e  dispari,  e   si   può  avere   tanto    6^0  (mod  2) 

quanto  6^1  (mod  2),  nel  quale  secondo  caso  8  non  è  in  R.  Siccome 

però  in  s*  il  coefficiente  di   oj,  dato  da  3a6  {a\-h)-\ —  ò*, 

è  pari,  cosi  e'  si  trov*  già  in  i?  ed  è  8'  =  e*. 

Ritorniamo  ora  al  caso  generale  e  cerchiamo  gli  ideali  A  del 
corpo  quadratico  che   sono   primi    col   conduttore  F=:{Jc),  nella 
quale  ricerca  potremo  limitarci,  come  al  §  60,  agli  ideali  primarii, 
ed  avremo 
(2)  ^  =  [n,a-f(oj, 

dove  n  =  NA  è  la  norma  dell'ideale  ed  a  è  una  radice  della  con- 
gruenza 

a'^m  (mod  n),    se    w^^l  (mod  4) 

o  dell'  altra 

a(a-\~l)^ — 2 —  (mod  n),  per  w^l  (mod  4}. 

In  ogni  caso,  affinchè  sia  A  primo  con  F=  (A;),  occorre  e  basta 

che  1  sia  la  somma  di  un  numero  di  ^  e  di  un  numero  di  (k), 

cioè 

lz=znx-\-{a-\-()))y  -{-kz,   {x^y,z  razionali  interi), 

il  che  dà  2/=:0 

nx  -\~kz=zl, 

onde  vediamo  che  l'ideale  A,  dato  dalla  (2),  sarà  primo  con  F 
allora  ed  allora  soltanto  che  sia  n  primo  con  k.  Ciò  supposto, 
determiniamo  quale  è  l'ideale  relativo^,  che  corrisponde  in  R 
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all'ideale^  (§  109).  Sappiamo  che  A^  =  A  —  R  consta  di  tutti  i 
numeri  comuni  a.d  A  e  R,  scriviamo  riferendoci  alle  basi 

nx-\-  (a-f-co)y  z=zt-^ku(i) 
con  ar,y;  t,ti  razionali  interi.  Questo  porta 

y=iku,  nx  -\-  a1cu  =  i, 
vale  a  dire  alla  sola  condizione 

y  ^  0  (mod  k), 
sicciiè  per  l'ideale  relativo  A^  possiamo  assumere  la  base 

A,=  \n,'k{a-{-o))]. 
Questa  si  ottiene  dalla  base  [1,  feco]  di  R  colla  sostituzione  lineare 

\Jca,l) 

di  determinante   =  n ,  e  si  ha  qui  una  v<»rifica   della   proprietà 

(1)  §  110 

NMr  =  NA, 

giacche  ambedue  questi  numeri  sono  eguali  a  n.  Anch  e    è  mani 

festo  che  si  ha 

A,-}-F=R, 

essendo  solubile  in  interi  razionali  la  equazione 

nx  -\-Jcz  =  l. 

§  112. 

Costruzione  della  risolrente  di  6ralois 
e  sae  proprietà  fondamentali. 

Fino  ad  ora,  in  questa  esposizione  delle  parti  fondamentali 
dell'aritmetica  dei  corpi  algebrici,  il  corpo  algebrico  fondamen- 
tale ^(8)  era  fisso.  Ma  si  possono  ancora  confrontare  diversi 
corpi  algebrici  fra  loro  per  studiarne  la  mutua  dipendenza,  1© 
eventuali    relazioni    dei    numeri   dell'  uno    con   quelli   dell'  altro, 


470  CofiUlo  IX  —  §  112 

degli  ideali  nei  du©  corpi  ecc.  In  questi  studi  la  nozione  fonda- 
mentale è  quella  di  corpi  divisori  di  altri  corpi.  Si.  dirà  che  un 
corpo  algebrico  k  è  divisore  di  un  altro  K  quando  il  primo  è 
tutto  contenuto  nel  secondo,  il  quale  alla  sua  volta  «i  dirà  mul- 
tiplo del  primo.  Anche  si  usano  le  denominazioni  di  sottocorpo 
(Unterkorper)  per  divisore  e  di  sopracorpo  (Uberkòrper)  per 
multiplo. 

Si  è  già  accennato,  al  §  41,  all'importanza  che  hanno,  pel 
confronto  dei  corpi  algebrici,  i  corpi  normali  o  di  Galois,  cosi 
denominati  perchè  appunto  i  principii  introdotti  da  Galois  nella 
teoria  delle  equazioni  algebriche  consistono  essenzialmente  nel 
ricondurre  lo  studio  a  quello  delle  equazioni  normali. 

Il  teorema  fondamentale  della  teoria,  che  ora  andiamo  rapi- 
damente a  stabilire,  è  il  seguente  : 

A)  Dato  un  numero  qualunque  di  corpi  algebrici  finiti 

tsi^te  sempre  un  cm'po  K  di  Galois  che  li  contiene  tutti  come  divisori. 
Per  costruire  un  tale  corpo  di  Galois  si  procederà  nel  modo 
«eguente.  Siano  Wi,  n,,...n^  i  rispettivi  gradi  dei  corpi  Tc^, Te, j...7i\ 
ft  indichiamo  con 

(p,{x)  =  0,  (p,{x)  =  0,...cp,{x)  =  0 

le  relative  equazioni  irriducibili  (con  coefficienti  razionali  interi), 
dei  gradi  addotti,  a  cui  soddisfano  i  numeri  generatori  6i,6.,...0r 
di  7Ci,JCi...k^,  insieme  a  tutti  i  loro  coniugati.  Prendiamo  il  po- 
linomio prodotto 

f{x)  ==  qp,  (x) .  (p,  («)... .  <p,(«) 

di  grado  w=ini-J-n,-f-.  ...-{-ti,  che,  eguagliato  a  zero,  dà  l'equa- 
zione (riducibile) 

f{x)  =  0, 

con  radici  tutte  distinte.  Queste  si  indicheranno  complessiva- 
mente con 

X,  ,  Xf,,..X„ 
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«  comprenderanno    tutti  e    soli   i  numeri  61,6, ,...6,,  insieme  ai 
loro  coniugati. 

Indicando  ora  con  a, ,a,,...o,,  n  numeri  razionali  interi  ar- 
bitrarii,  consideriamo  il  numero  algebrico 

(1)  (i)z=a,x,-\-a,x^-\-..,-\-a„x„. 

Dimostreremo  che  questo  numero  co,  solo  che  si  evitino  per 
Ui,  a,,... a,  sistemi  speciali  di  valori,  genererà  appunto  il  corpo  K 
di  Galois  domandato,  contenente  come  divisori  i  corpi  assegnati 
l\,  Jc,,...7c^,  con  tutti  i  loro  coniugati. 

Per  dire  subito  quali  sono  gli  eventuali  valori  da  evitarsi 
per  gli  interi  razionali  rt,,  a^,.,.a,,  consideriamo  una  qualunque 
permutazione 

degli  n  indici  (l,2,...n)  e  denotiamo  con 

a?, ,  Xf , . . .  x^ 

la  sostituzione  corrispondente,  mentre  con  to,.  indicheremo  il  nu- 
mero algebrico  che  nasce  da  co  per  effetto  della  sostituzione  5,- , 

o\.  —  a,  Xi^  -\-a,Xt^-\-...-\~a,  ar.._. 

Corrispondentemente  alle  m-zzn\  sostituzioni  *< ,  fra  le  quali 
figurerà  anche  l'identità,  sia  *,  =  1,  avremo  gli  m  numeri  alge- 
brici 

(2)  OJ,^=:CO,    CO.^,    CO,j...CO.^. 

Ora  i  valori  da  evitarsi  per  le  a.  saranno  quelli  eventuali 
pei  quali  due  di  questi  numeri  riescissero  fra  loro  eguali,  di- 
ciamo co,.=  cù, .  Questo  porterebbe  alla  relazione 

(3)  a.  {x,^  —  XtJ  -f-  a,  (x,^—  x^) -{-... -\- a,  (a;,_  —  a-» J  =  0, 

che  non  è  un'  identità,  essendo  *<  4=  **•  Se  apecializeando  vieppiù 
le  Ui  poniamo 


472  Capitolo  IX  —  §  112 

eon  A  raeionale  intero,  la  (3)  è  per  k  una  effettiva  equa«ion»  di 
grado  n — 1  al  massimo,  e  pure  amme«80  che  abbia  radici  h  in- 
tere, queste  non  potranno  essere  più  di  n — 1.  Facendo  percor- 
rere agli  indici  {i,7e)  le  I     j  = coppie  possibili,  saranno 

al  massimo  ^ • .  (n —  1)   valori    da   evitarsi   per  A,  e  pren- 

dendo  li  fuori  di  questi,  saremo  sicuri  che  gli  m  numeri  alge- 
brici (2)  saranno  tutti  distinti.  Cosi  a  ciascuna  delle  w»  =  n! 
sostituzioni  possibili  s^  corrisponde  un  determinato  numero  (2), 
e  viceversa  ad  ogni  numero  (2)  una  ed  una  sola  sostituzione  *,. 
Le  ni  sostituzioni 

formano  il  gruppo  totale  G„  di  sostituzioni  fra  le  n  lettere  («i, a:,,.. «„) 
e  'se  le  moltiplichiamo  tutte  da  una  stessa  parte  (p.  e.  a  destra) 
per  una  jfissa  s,-,  si  riprodurranno  in  altro  ordine.  Segue  di  qui 
che  le  funzioni  simmetriche  elementari  delle  m  quantità 

2  0).^ ,   S  CD,.  03,^ ,   2  CO,^  (i),^  co,^ , . . .  co.j  0).^  . . .  0).^ 

sono  anche  funzioni  simmetriche  di  a?, ,  0?^  ?•••*"?  ®  come  tali  ra- 
zionalmente esprimibili  pei  coefficienti  della  equazione  fondamen- 
tale f{x)  =  0,  vale  a  dire  sono  numeri  razionali. 

Consideriamo  ora  il  polinomio  di   grado  m  nella  variabile  y 

e  scriviamolo  ordinato 

(4)  ^(y)=z  r  +  Pi  y""+ P.  y'^-'-h  • . .  -f  P.; 

i  coefficienti  p  saranno  numeri  razionali,  e  l'equazione 

che  prende  il  nome  di  risolvente  di  Galois  della  proposta  f(x)=:0, 
avrà  per  radici 

a),,,cD,^,...co.^. 
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Essa  potrà  essere  irriducibilo  o  riducibile  (nel  campo  assoluto 
di  razionalità);  ma  in  quest'ultimo  caso  i  fattori  irriducibili  in 
cui  0(y)  si  decompone  saranno,  come  ora  si  vedrà,  tutti  del  me- 
desimo grado. 

Dimostriamo  ora  il  seguente  teorema  che  dà  la  proprietà 
fondamentale  della  risolvente  di  Galoi»: 

B)  Qualunque  funzione   razionale,   a   coefjieienti   razionali,  di 

può  esprimersi  come  funzione  razionale  di  o)  =  o), .  In  altre  parole, 
ogni  numero  algebrico  del  corpo  determinato  da  a,,  «,,... or, 
appartiene  anche  al  corpo  determinato  dal  numero  corico,  (oda 
qualunque  altro  co.^ì.  Effettuando  entro  ^a  F(ir, ,  a?, , . . .  a?,)  tutte  le 
sostituzioni  possibili  *.,  avremo  altrettanti  numeri  algebrici  che 
indichiamo  con 

F — F      F      F    .     F 

e  questa  volta  potranno  anche  esserveue  degli  eguali  fra  questi. 
Costruiamo  il  polinomio  di  grado  m  —  1  in  y 

-^...-\-F.^(y  —  03.;)  (y—  lù.)  ...iy  —  w.^  ^)  ; 

i  coefficienti  di  questo  polinomio  sono  ancora  funzioni  simme- 
triche delle  iC, ,  «,,.,.0;. ,  e  perciò  numeri  razionali  y,  scriviamo 

^  (y)  =  Yo  ^"■' -r  Y.  y"*"'-i- •  •  • -f  Ym.i . 

Se  nella  identità 

(a)  ^{y)  =  Z^iy)    ^" 


poniamo  y  =  co,  ,  risulta 

ì|>  (o),,)  =  F.^  {(Sì,—  o),J  (  (S),~  0).,) . . .  (co.^—  co,J, 
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cioè 

avendo  indicato  con  <ì>'(y)  il  polinomio  derivato  di  *^{y).  La 
<^  (y)  nr  0  non  avendo  radici  multiple,  è  ^'(co.j)  4=  0,  e  la  formola 
precedente  ci  dà 


0'(co)  ' 


ciò  che  dimostra  il  teorema  B).  Ma  di   più  se  nella   identità  (a) 
si  pone  in  generale  y  =  a)„. ,  ne  segue  similmente 

(I*)  F   =z   ^'^'""■^ 


a  si  ha  quindi  l' importante  proprietà  : 

E  lecito  nella  (I)  eseguire,  a  destra  e  a  sinistra,  una  qualunque 
sostituzione  *,  sulh  a;, ,  a;, , . . .  j;, ,  e  l' eguaglianza  resta  sempre  ve- 
rificata. 

Se  nella.  (I)  póniamo  successivamente 

F=x,,  F=zx,,...F=x,, 

vediamo  che  i  numeri  algebrici  £c*,  asj, ..  .as.  appartengono  al 
corpo  K((ù)  generato  da  o).  E  se  si  fa  invece  F=:(à,f,  si  vede 
che  co,,  appartiene  al  corpo  stesso  K{(d),  in  particolare  vi  appar- 
tengono i  numeri  coniugati  di  co,  ossia:  U  corpo  K{(à)  è  un  carpo 
di  Galois  {normale).  Quale  è  il  grado  q  di  questo  corpo  ^(oo)? 
In  ogni  caso,  siccome  (o  soddisfa  già  all'equazione  di  grado  m 
(p{y)z=0  sarà  q-^m,  e  il  segno  d'eguaglianza  avrà  luogo  nel 
caso  della  irriducibilità  di  O  [y).  Ma  siccome  ogni  altra  radice  co,, 
genera,  come  si  è  visto,  lo  stesso  corpo,  ne  risulta  che  ciascuna  di 
esse  avrà  sempre  lo  stesso  numero  5'  di  numeri  coniugati,  o  in 
altre  parole  :  Se  il  polinomio  <5  {y)  è  riducibile,  si  decompone  in  fat- 
tori irriducibili  tutti  di  egual  grado  q.  Questo  numero  q  è  quindi  un 
divisore  di  m  =  nf 
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Al  corpo  di  Galois  Kioì)  cosi  costruito  appartengono  pure  i 
numeri  8, ,  6, , ...  6,  generatori  dei  corpi  dati  A;, ,  A;. , . . .  A;, ,  e  cosi 
effettivamente  risulta  dimostrato  il  teorema  A)  enunciato  al  prin- 
cipio. E  si  osservi  che  questo  corpo  i^(co)  di  Galois  è  il  minimo 
a  cui  appartengono  insieme  i  corpi  A;,,  A',,... A;,. 

§  113. 
Grappo  di  Galois  di  un'equazione. 

Collo  nozioni  sopra  stabilite  è  connessa  l'altra  fondamentale 
di  Galois  del  gruppo  di  una  data  equazione  fix)  :=  0  priva  di 
radici  multiple,  che  qui  supponiamo  a  coefficienti  razionali.  Pen- 
sando f{x)  decomposta  nei  suoi  fattori  irriducibili,  possiamo  in- 
tendere che  sia  quella  considerata  al  paragrafo  precedente,  e  sia 
costruita  la  risolvente  di  Galois  $  (y)  ==  0,  i  cui  fattori  irriduci- 
bili hanno  tutti  lo  stesso  grado  q  divisore  di  nf.  Indichiamo  con 

il  primo  fattore   irriducibile  (di   grado  q)  di  ^(^),   a  cui    appar- 
tengono le  radici 

co  =  0),^  ,     co,^ ,     (O.j  , . . .  co,^ , 

e  cominciamo  dal  dimostrare: 

££  q  sostituzioni  *, ,  *,,...  5, ,  colle  quali  si  passa  dalla  prima 
radice  a  tutte  le  altre  (*),  formano  gruppo  fra  loro,  cioè  se  s^ ,  s^ 
sono  due  qualunque  di  esse  (diverse  od  eguali)  la  sostituzione  Si  Sk  =  Si 
^  nuovamente  fra  queste  (l-^q). 

La  co,,  appartenendo  al  corpo  ^(co),  si  avrà  per  la  (I)  §  112 

(1)  co.^=0(co)  =  0(coj, 

con  0  polinomio  razionale  intero  (a  coefficienti  razionali)  di  grado 
g  — 1  al  massimo,  e  in  questa  relazione  (1)  è  lecito,  come  si  è  visto, 


(*)  Fra  queste  q  radici  s' intende  compresa   la   prima  e  la  corrispon- 
dente sostituzione,  p.  e.  s^,  è  l' identità  «,  =  1 . 
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operare  dalle  due  parti  una  medesima  sostituzione,  in.  particolare 
la  Sf, ,  onde  avremo 

(2)  co.^.^=.0(ag. 

D'altra   parte  a»,,  è  una  radice  di  \|.'(t/)  cioè 
^Ke(a).^))^0, 
ossia  l'equazione 

ammette  la  radice  co,  dell'  equazione  irriducibile  ■i|)(^)  =  0,  e  in  con- 
seguenza tutte  le  altre,  in  particolare  la  00,^^..  Dunque  '\j)(0(a),  ))  =  0, 
ossia  per  la  (2) 

''I'  («., .,)  =  0, 

il  che  prova  che  co,^.  ,^  è  un'altra  radice  o),^  di  \\ì{y)=zO\  ma  al- 
lora da 

aegue 

Si  S)c  zz:  Si , 

che  è  quanto  si  voleva  provare. 

Il  gruppo  6r,  formato  dalle  q  sostituzioni 

pienamente  determinato  colla  equazione  f{x)=:0  (priva  di  radici 
multiple),  è  quello  che  porta  il  nome  di  gruppo  di  Gaìois  dell'e- 
quazione. 

Si  riconoscono  le  sue  proprietà  caratteristiche  ricordando  le 
proprietà  dei  numeri  coniugati  in  un  corpo  algebrico  (§  33). 
Qualunque  funzione  razionale  (a  coefficienti  razionali)  delle  ra- 
dici a*!,  £C^,...a?,  di  f{x)=0 

F{Xi,  ar,,...«J 

è  un  numero  del  corpo  di  Galois  K{o))]  e  viceversa  ogni  tale 
numero  Q  è  una  funzione  razionale  di  co,  indi  di  «1,  a;,,...a?, 

Q  =  F{Xi,x,,...x,)  =  cp  (co). 
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I  suoi  couiugati  si  ottengono  cangiando  co  in  tutte  le  q  radici 

del  primo    fattore   irriducibile  i|)(y)  della   risolvente  di  Galois  e 

aono  quindi 

F.  F.  ,...F.  . 

Se  si  ricorda  che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchò 
mn  numero  di  un  corpo  algebrico  sia  razionale  è  che  eguagli 
tutti  i  suoi  coniugati,  si  vede  che  al  gruppo  G  di  Galois  del- 
l'equazione f{x)=zO  appartengono  le  proprietà  seguenti: 

a)  Ogni  funzione  razionale  (a  coefficienti  razionali)  delle  radici 
Xi,  Xi,...x„  ddla  proposta  f(x)=^0,  il  cui  valore  numerico  non 
cangia  per  qualunque  sostituzione  del  gruppo  G  di  Galois,  è  un 
numero  razionale, 

i)  Se  una  funzione  razionale  (a  coefficienti  razionali)  di  ir,,arj,...a:, 
eguaglia  un  numero  razionale,  essa  rimane  numericamente  invariata 
per  qualunqite  sostituzione  del  gruppo  di  Galois. 

Queste  due  proprietà  caratterizzano  le  sostituzioni  del  gruppo 
di  Galois  e  cioè  : 

e)  Se  una  sostituzione  u  sulle  Xx,x^,...st,  lascia  numericamente 
invariata  qualunque  funzione  razionale  a:,,  a*,,... a;,  che  eguagli  un 
numero  razionale,  la  u  appartiene  ai  gruppo  G  di  Galois. 

E  infatti,  indicando  con  a  un  numero  razionale  qualunque, 
prendasi 

F=:ia — 00.^)  {a — o>^ì...(a — w,  ), 

che  è  per  la  a)  un  numero  razionale  :  si  avrà  dunque  per  ipotesi 

(3)  (a  — co^)  (a—o\^)...{a—o\^)  =  (a—a\„)  fa— Q>,^J...(a— (o.^J. 

Ma  CD,._,  0),  «,  ...CD,  „  sono  tutte  diverse  da  w,  .co,  ,...co.    (sono 
l'I'         't  1  '    '*  '  1 

le  radici  di  un  altro  fattore  irriducibile  di  $  (y))  e  la  (3)  non  è 
un'  identità,  onde  si  possono  evitare  quegli  eventuali  valori  di  a 
(in  numero  finito)  pei  quali  avesse  luogo  la  (3). 
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Ritornando  poi  alla  decomposizioue  della  f(x)  nei  suoi  fattori 
irriducibili  : 

f{x)  =  (pi {x)  qp, (a?) ....(p,{x) , 

siccome  i  coniugati  di  una  radice  di  uno  dei  fattori  irriducibili 
(pi{x)  sono  tutte  e  sole  le  altre  radici  dello  stesso  fattore,  vediamo 
che  le  sostituzioni  del  gruppo  Q  di  Galois  permuteranno  fra 
loro  esclusivamente  le  radici  di  uno  stesso  fattore  irriducibile, 
ma  su  queste  però  il  gruppo  G  agirà  transitivamente  portando 
ciascuna  radice  in  ogni  altra  dello  stesso  fattore.  In  particolare 
questo  può  applicarsi  al  caso  che  la  f(x)  r=  0  di  grado  n  sia 
già  irriducibile  e  quindi  una  sua  radice  6  individui  un  corpo 
algebrico  7c{Q).  In  tal  caso  il  corpo  K((i))  di  Galois  è  il  minimo 
che  sia  multiplo  di  A'('0),  e  insieme  a  Jc  contiene  tutti  i  àuoi  co- 
niugati. Il  gruppo  G  di  Galois  è  allora  transitivo  sulle  n  radici 
Xi,x^,...x„,  e  viceversa  se  G  è  transitivo,  la  f{x)=:0  è  irridu- 
cibile; allora  il  grado  q  della  risolvente  di  Galois  (di  un  suo 
fattore  irriducibile),  o  ciò  che  è  lo  stesso  l'ordine  del  gruppo  di 
Galois,  è  multiplo  di  n. 

Abbiamo  pensato  il  gruppo  G  di  Galois  come  gruppo  di  so- 
stituzioni sulle  radici  Xi,x,,...x„  della  proposta  f{x)^=0]  ma 
esso  può  egualmente  pensarsi  come  gruppo  di  sostituzioni  sulle 
q  radici 

(jO,   ,  (0,   , ...  CO, 

del  primo  fattore  irriducibile  \p(i(/)  =  0  della  risolvente  di  Galois. 
Su  queste  il  gruppo  G  opera  nello  stesso  modo  come  si  permu- 
tano fra  loro  le  q  operazioni  di  (?  =  (*,,  5j,...5j,  moltiplicate 
per  una  qualunque  di  esse  Si.  Sotto  questa  forma:  Il  gruppo 
G'z=^  {s^,  Si,...Sg)  è  un  gruppo  semplicemente  transitivo  di  q  sosti- 
tuzioni sulle  q  radici  della  risolvente  di  Galois  %^(i/)=zO,  e  rappre- 
senta appunto  il  gruppo  di  Galois  per  questa  risolvente.  Poiché 
infatti  una  funzione  razionale  di  (o.^,  oo,^,...»,  eguaglia' un  nu- 
mero razionale  allora  ed  allora  soltanto  quando  rimane  nume- 
ricamente invariata  per  ciascuna  delle  q  sostituzioni  5, ,#,,....<?, . 


Corrxsp.fra  i  sottogruppi  dtl  gruppo  G  $  i  corpi  divisori  di  K{(0)  479 

§  114. 

Corrispondenza  fra  i  sottogruppi  del  gruppo  G 
e  i  corpi  dlrlsori  di  K{(ù). 

Consideriamo  un  numero  qualunque  e,  del  corpo  .di  Qaloi» 
À'((o),  e  i  suoi  q  numeri  coniugati 

(1)  H.,,i..,Ì.,,...H.,. 

S«  questi  q  coniugati  sono  tutti  distinti,  il  numero  ^  è  pri- 
mitivo nel  corpo  K{o3),  e  può  assumersi  a  numero  generatore  in 
luogo  di  a),  cioè  il  corpo  K{1)  è  identico  a  K{(i>).  Se  i  numeri 
coniugati  (1)  non  sono  tutti  distinti,  si  ripartiranno  (§  33)  in  un 
certo  numero,  diciamo  r,  di  gruppi  constanti  ciascuno  dello  stesso 
numero  v  di  numeri  |  eguali,  e  sarà 

(2)  q=:yr. 

Poniamo  che  gli  eguali  al  primo  ';,  =  ;,    siano 

?ri  '  '^ri  '  •  •  •  ?  V  • 
allora  le  v  sostituzioni 


formeranno  entro  il  gruppo  G^  =  i,-v,  ..>,..  ...vj  vm  sottogruppo  F 
d'  ordine  v  (*) 

r  =  (y»,  YiK--Yv) 

e  il  numero  r  nella  (2)  r  =i^  —  è  il  cosi  detto  indice  del  sotto- 
gruppo r  entro  G.  In  generale,  ajffinchè  due  numeri  coniugati  | 
siano  eguali 


(*)  Che  le  Y  formino  gruppo  risulta  da  che  avendosi  p.  e. 
ee  sulla  prima  egnaglianza  si  opera  la  y»  ,  si  ha 
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occorre  e  basta  che  sia  |»'«-«=:|,  indi 

il  che  ai  esprime  anche  dicendo  che  s',s  debbono  essere  equiva- 
lenti (a  sinistra)  rispetto  a  F.  Se  si  ripartiscono  quindi  le  sosti- 
tuzioni di  G,  rispetto  a  F,  nel  solito  quadro  di  r  orizzontali, 
ciascuna  contenente  v  sostituzioni 

/     r      =rY,:Y2r--Yv 

\    Tf,  =  v,#,,Yìf3,...Y»^i 


\  ^t  =  yJr,yìtr,"-yJr, 

ponendo  le  moltiplicatrici 

a  destra,  gli  r  valori  distinti  dei  numeri  coniugati  ^  sono 

(3)  l,,  l.„...Ìv 

Il  numero  ^  determina,  entro  ^((o),  un  corpo  divisore  k{\) 
di  grado  r  (o  piuttosto  r  di  tali  divisori  coniugati)  e  i  numeri 
(3)  sono  le  radici  di  una  equazione  irriducibile  di  grado  r,  a  coef- 
ficienti razionali  : 

(4)  r-i-6.r-'+^.r-'+..-+&r==o, 

che  è  l'equazione  fondamentale  pel  corpo  divisore  A-(|)  (e  pei  suoi 
coniugati). 

Se  ora  contemporaneamente  entro  gli  r  numeri  coniugati  (3) 
si  eseguisce  una  qualunque  sostituzione  s  del  gruppo  G,  ne  viene 
indotta  una  corrispondente  sostituzione  h  sui  numeri  (3),  e  l'in- 
sieme //  di  queste  sostituzioni  è  un  gruppo  (*)  che  coincide  ap- 
punto col  gruppo  di  Galois  per  l'equazione  (4)  (risolvente  della 
proposta). 


(•)  È  il  cosi  detto  gruppo  complementare  di  G  rispetto  al  sottogruiipo  V- 
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Cosi  ad  ogni  corpo  k(c,)  divisore  di  K{(d)  corrisponde  nn  de- 
ermi nato  sottogruppo  r  del  gruppo  G  di  Galois.  Ma  ora  im- 
j^)orta  dimostrare  che  se  un  altro  corpo  fc(T]),  divisore  di  Z'(co), 
corrisponde  allo  stesso  sottogruppo  T  :  i  due  corpi  k  (e),  Icix])  sono 
identici  o  coniugati. 

Per  questo  basterà  provare  che  r\  p.  e.  appartiene  al  corpo 
Jc(^)  (indi  similmente  5  al  corpo  k(^)).  Gii  r  valori  distinti  di  ì] 
si  potranno  scrivere,  come  i  valori  (3)  per  e 

e  soddisfacendo  gli  r  valori  H  alla  (4)  di  grado  r,  noi  proveremo 
che  si  possono  determinare  r  numeri  razionali  Cj ,  c.^....c,  tali  che 
sussistano  insieme  le  /•  relazioni 

/     n<,  =  Ci-\-c,  l^  -I-  e,  t,\  +  ....  +  e,  i:,' 

)       T],,  =  C,-\-C,  \,_^  -f  C,  C?.  -f  .  .  .  .  4-  C,  l:^ 

(5)  < 


\    ilv  =  <"i  -r  e*  5,,  -r  e,  ?v  -r  • . . .  +  e,  ?;;' . 
Queste  sono  r  equazioni  lineari  nelle  e  con  determinante 

1 

'  \    -  I         -'1 

4^0, 


1 

^r-l 

1 

^'r 

'cr-1 

^^) 


e  noi  osserviamo  che  una  qualunque  sostituzione  s  del  gruppo  G 
induce  sulle  orizzontali  di  questo  determinante  precisamente  la 
.-ostituzione  h  corrispondente.  Ma,  nella  risoluzione  del  sistema 
lineare  (5),  una  qualunque  e,-  è  il  quoziente  di  due  determinanti 
di  cui  il  denominatore  è  il  determinante  (6),  e  il  numeratore  si  ot- 
tiene da  questo  sostituendo  alla  colonna  i"'  la  colonna  i],  ,r\,  vT|<  • 
Anche  in  questo  determinante  la  sostituzione  s  induce  adunque 
la  medesima  sostituzione  h  sulle  orizzontali,  onde  segue  che  cia- 

31 
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scun  numero  Cj  rimane  invariato  per  tutte  le  sostituzioni  di  G, 
ed  è  per  ciò  un  numero  razionale,  e.  d.  d. 

Si  è  visto  cosi  che  ad  ogni  corpo  Tci^  divisore  di  K{q3\  ed 
ai  suoi  coniugati,  corrisponde  un  determinato  sottogruppo  V  del 
gruppo  G  di  Galois,  e  che  due  divisori  a  cui  appartiene  lo  stesso 
sottogruppo  r  sono  identici. 

Ora  proviamo  ohe  inversamente:  Ad  ogni  sottogruppo  F  di  G 
corrisponde  un  corpo  k{^)  divisore  di  K{(x)).  Sia 

r=:(Y,,  Y,,...Yv) 

il  sottogruppo  assegnato  di  G.  Basterà  provare  che  si  può  sce- 
gliere un  numero  q  in  K{ùì)  che  rimanga  invariato  per  tutte  le 

sostituzioni 

Ym  Yo---Yv 

e  per 'queste  soltanto  fra  le  *,.  Intanto  se  poniamo 

I  —  (a  —  co.^)  («—0)^,) ...  (a  —  a)^.^), 
con  a  naraero  razionale  arbitrario,  .si  ha  appunto 

iv,  —  ir.  —  •  •  •  =  ivv  • 
Per  un'altra  sostituzione  s  è 

le  =  (« — «V,  •)  (^  —  f^T,  •)  •  •  •  (^  ~  ^'^v  •) 

e  ad  evitare  che  sia  |,  =  |y  basta  evidentemente  escludere  al  più 
un  numero  finito  di  valori  per  il  numero  razionale  a. 

Servendoci  di  questi  risultati,  possiamo  in  fine  ritornare  sulla 
definizione  generale  di  corpo  finito,  data  al  §  33,  e  dimostrare 
che  in  effetto  un  tale  corpo  (come  ivi  abbiamo  asserito  (pag.  143) 
è  sempre  generabile  con  un  solo  numero  algebrico  6,  di  grado 
eguale  al  grado  del  corpo. 

Sia  k  un  qualunque  corpo  finito  di  grado  n,  nel  senso  della 
prima  definizione  al  §  33,  e  siano 

(6)  a^'>,  a^*\...é"^ 
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n  «uoi  numeri  (necessariamente  algebrici)  Jinearmente  indipen- 
denti, talché  per  ogni  altro  numero  8  del  corpo  le  avremo 

colle  e  numeri  razionali.  In  ordine  al  teorema  A)  §  122,  po?5SÌamo 
formare  un  corpo  di  Galois  K{(i))  a  cui  appartengano  gli  n  nu- 
meri (5),  che  formano  la  base  di  Ar,  e  quindi  Te  stesso;  e  mante- 
niamo pel  corpo  K{(ù)  e  pel  suo  gruppo  G  di  Galois  le  notazioni 
superiori.  Consideriamo  allora  fra  le  sostituzioni 


>1  )     *J  V 


.*- 


di  G  tutte  e  sole  quelle  che  lasciano  singolarmente  invariati  cia- 
scuno degli  n  numeri  (5).  Queste  sostituzioni  che  indicheremo  con 

Yi— Ij  Y2,  Y»---Yv 

formeranno  in  G  un  sottogruppo  T^  d'ordine  v.  Indicando  allora 
con  h  un  numero  razionale  arbitrario,  poniamo 

(6)  e  =:  a^*)  4-  h  a^'^  -f  h'  a'-''  -[-....  -f  h*'  af'^ 

e  sarà  6  un  numero  di  7c  certamente  invariabile  per  tutte  le  so- 
stituzioni di  r.  Ma  di  più,  evitando  per  h  un  numero  finito  di 
valori,  possiamo,  sempre  fare  in  modo  che  il  numero  6  dato 
dalle  (6)  rimanga  invariato  per  le  sole  y,,  Ys,...Yv  fra  le  s.  Difatti 
se  6.=:  6,  avremo  per  la  (6) 

e  questa,  se  la  s  non  è  una  y,  non  è  un'  identità  in  h.  Escludendo 
un  numero  finito  di  valori  per  h  (cf.  §  112),  possiamo  dunque 
far  sì  che  il  numero  6,  dato  dalla  (6),  appartenga  al  sottogruppo  F. 
Esso  genera  quindi  un  corpo  k{Q)  di  grado  v,  che  subito  vediamo 
coincidere  con  k.  Difatti  6  stesso  appartiene  a  k;  ma  anche  in- 
versamente gli  n  numeri  (6)  appartengono  a  k{&),  perchè  p.e.  a^'\ 
rimane  invariato  per  tutte  le  y,  e  come  sopra  abbiamo  dimostrato, 
eguaglia  quindi   un   polinomio   di   grado  r  —  1  in  6.  Se  ne  con- 
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elude  che  è  necessariaiiieute  \z=zn,  e  che  il  corpo  finito  suppo- 
sto k  è  generabile  con  un  solo  numero  6  di  grado  eguale  al 
grado  del  corpo. 

Le  ricerche  del  presente  paragrafo  ci  hanno  provato  che  il 
problema  di  costruire  tutti  i  corpi  ifc(6)  divisori  del  corpo  K{o)) 
di  Galois  coincide  in  sostanza  col  problema  di  teoria  dei  gruppi: 
trovare  tutti  i  sottogruppi  del  gruppo  G  di  Galois.  Nella  teoria  al- 
gebrica delle  equazioni  e  questa  la  parte  che  concerne  la  .forma- 
zione delle  diverse  risolventi.  Nella  teoria  aritmetica  interessano 
invece  particolarmente  le  relazioni  fra  i  numeri  interi  del  corpo 
^(a))  di  Galois  e  quelli  esistenti  nei  suoi  corpi  divisori  fc(0),  la 
dipendenza  fra  gli  ideali  del  corpo  ambiente  e  quelli  del  corpo 
minore,  la  loro  decomposizione  in  ideali  primi  ecc. 

§  115. 
Ideali  ìiiTarianti  e  moltiplicatori  in  un  corpo  K{o^)  di  Oalois. 

I  teoremi  fondamentali  sull'aritmetica  degli  ideali  si  possono 
dimostrare  per  un  corpo  di  Gralois  in  modo  più  semplice  che 
non  pei  corpi  generali  (non  normali),  e  siccome  d'altra  parte 
qualunque  corpo  algebrico  k  (0)  può  pensarsi  come  divisore  di 
un  corpo  di  Galois,  riesce  poi  facile  il  passaggio  dalle  leggi 
aritmetiche  per  gli  ideali  nel  corpo  normale  ambiente  a  quelle 
che  vigono  nei  corpi  divisori.  Si  ha  cosi  un  nuovo  modo  di 
stabilire  i  fondamenti  della  teoria  ideato  da  Hilbert.  Il  punto 
di  partenza  per  questa  nuova  trattazione  della  teoria  degli  ideali 
è  quello  che  si  riferisce  all'esistenza  degli  ideali  moltiplicatori 
(§  62)  che,  per  il  casoMei  corpi  di  Galois,  viene  stabilito  diret- 
tamente da  Hilbert,  senza  far  uso  delle  proprietà  dei  numeri 
algebrici  contenute  nel  teorema  Ò)  del  §  31,  colle  osservazioni 
seguenti. 

Sia  K{ii))  un  corpo  di' Galois  di  grado  g,  e  siano 

St  .    S-, ,  .  •  ,  s„ 
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le  sostituzioni  del  suo  gruppo  G.  Se  A  è  un  qualunque  ideale 
in  ^(co),  prendendo  di  ciascuno  dei  suoi  numeri  i  coniugati  se- 
condo la  sostituzione  s,-,  appunto  perchè  à''(ol»)  è  un  corpo  nor- 
male, risulterà  un  altro  ideale  dello  stesso  corpo  che  si  denoterà 
con  A,  ,  e  potrà  anche  eventualmente  coincidere  con  A. 
Ogni  ideale  A  in  ^(co)  determina  cosi  q  ideali  coniugati 

A,^=z  A,  A.^fA,^,...  A,  ^, 

e  può  darsi  anche  il  caso  che  tutti  questi  q  ideali  coincidano: 

A,^=:  A.^^=A.^  =  ...  =  A.^: 

se  questo  avviene  l'ideale  A  dicesi  invariante  in  K{(o).  Da  qua- 
lunque ideale  B  si  forma  subito  un  ideale  invariante  A  ponendo 

A  =  B.  .B,   ...B.   . 

i  '  -1  q 

Ora  sussiste  il  teorema  (Hilbert): 

a)  Se  A  è  un  ideale  invariante  la  sua  potenza  A*"  colf  esponente 
m  =  qf  è  un  ideale  principale  (6)  generato  da  un  numero  razionale 
intero  (6). 

Per  dimostrarlo,  si  scelga  da  A  un  numero  qualunque  a  e  si 
considerino  i  suoi  q  coniugati 

(1)  a.,,a.^,...a.^ 

e  le  loro  funzioni  simmetriche  elementari 

a^=^—^a..^,a^r=z^o..^u.^,a^=--^a.^a.^a.^,... 

«,=  (— l)'u.^«.^...a.^, 

I  he  saranno  q  numeri  razionali  interi.  Siccome  ^  è  un  ideale 
invariante,  i  q  numeri  (1)  sono  tutti  divisibili  per  A,  indi  2  a,, 
divisibile  per  -4,  Ea.^a,^  divisibile  per  ^*,...a,  a,  ...a,  divi- 
sibile per  J.',  cioè 

a,  =  0  (mod  A),  a,  =  0  (mod  A^), ...  a,  =  0  (mod  A"). 
Ne  segue  che  i  numeri  razionali  interi 
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soHo   tutti  divisibili  per  ^",  e  se  con  a  indichiamo  il  massimo 
comun  divisore  dei  numeri  (2),  sarà  pure 

(3)  a  =  0  (mod  A''). 

Per  tal.  modo  da  ogni  intero  a  dell'ideale  A  deduciamo  un 
numero  razionale  intero  a  corrispondente  che  soddisfa  alia  (3), 
cioè  è  divisibile  per  A*.  Alla  serie 

a,  p,  Y . .  • 

di  tutti  gli  interi  in  A  corrisponderà  così  una  serie  di  numeri 
razionali  interi 

(4)  rt,6,c... 

tutti  divisibili  per  A'*.  Se  con  8  indichiamo  il  massimo   comun 
divisore  di  questi  numeri  (4),  sarà  dunque  anche 

8  =  0  (mod  J."*), 

e  per  ciò  l'ideale  principale  (8)  divisibile  per  -A"*.  Proviamo  che 
inversamente  J."  è  divisibile  per  8,  onde  risulterà 

^"=:(8), 

conforme  all'enunciato  del  teorema. 

Per  ipotesi  i  numeri  (2)  sono  tutti  divisibili  per  a,  cioè 

a  ^    a   "  '  a 

sono  interi  razionali  e  le  loro  radici  m*"* 

a,     a*         a* 

X  '       L  '  '  '       1. 

fl"     a"        a*" 

sono  quindi  interi  algebrici,  conseguentemente  anche  i  numeri 

m  ì      m  J  '  *  •  m 

fa        fa^         fa' 
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^■ono  interi  algebrici  e  lo  stesso  vale  dei  numeri 

(6)  ;^,A,...^. 

Ma  allora  prendiamo  l' equazione 

a' -f-  a.  a«'  +  a, a'"* -f  ...  4-  a,  =  0 
a  cui  a  soddisfa  e  trasformiamola  ponendo 

L'equazione  trasformata  in  a'  è 


ed  ha  il  primo  coefficiente  =  1,  e  gli  altri  sono  i  numeri  (5)  clie 

a 

sono  interi  algebrici;  dunque  anche  il  numero  a=- —  è  un  in- 

tero  algebrico.  Essendo  dunque  ogni  numero  di  A  divisibile  per 

)'  ò  ,  ciascun  numero  di  ^"  è  divisibile  per  8,  ossia  l' ideale  A" 
è  divisibile  per  l'ideale  principale  (8),  e.  d.  d. 

Stabilito  cosi  il  lemma  a),  se  ne  deduce  facilmente  il  modo 
per  costruire  di  ogni  ideale  B  in  ^(co)  un  moltiplicatore  M.  Di- 
fatti ponendo 

A  =  B,^B.^...B.^, 

è  ^  un  ideale  invariante.  Se  A  =  (1),  si  ha  già  in 

M=B.^B,^..,B.^ 
un  ideale  moltiplicatore.  In  ogni  caso  è  pel  lemma  a) 

B.^B.^..,B,^^{b) 
un  ideale  principale,  e  quindi  prendendo 

M  =  B    B         B, 

1  S  q 

si  ha  un  moltiplicatore  di  B. 


488  Capitolo  IX  —  §  116 

§  116. 
Cenno  sui  corpi  Abeliani. 

Fra  i  corpi  di  Galois  (normali)  si  distinguono  quelli  il  cui 
gruppo  di  Galois  è  formato  di  sostituzioni  due  a  due  permuta- 
bili; essi  diconsi  corpi  Abeliani. 

Viceversa,  se  fc(6)  è  un  corpo  di  grado  ji,  ed  il  gruppo  G  di 
Galois,  per  l'equazione  irriducibile  a  chì  0  soddisfa 

(1)  £c"4-ai£c"-'-f-a,a;"-*-f  ...+«„  =  0, 

è  di  sostituzioni  due  a  due  permutabili  (se  il  gruppo  G  è  Abe- 
liano),  il  corpo  h  (6)  è  normale,  quindi  Abeliano.  Difatti  le  n 
radici  della  (1) 

sono  i  numeri  coniugati  di  6,  e  le  sostituzioni  di  G  che  lasciano 
fìssa  p.  e.  Xi  si  riducono,  a  causa  della  permutabilità  delle  sosti- 
tuzioni di  (r,  alla  sola  identità  (*). 

Per  tutte  le  radici  Xi,  x.^, ..  .x„  della  (1)  il  sottogruppo  F  che 
appartiene,  secondo  il  §  114,  a  ciascuna  di  esse  si  riduce  all'iden- 
tità e  per  ciò  generano  tutte  lo  stesso  corpo,  che  è  in  conseguenza 
normale. 

Da  quanto  si  è  visto  al  medesimo  paragrafo  risulta  altresì: 

Tutti  i  corpi  divisori  di  un  corpo  le  (0)  Abeliano  sono  ancora 
Abeliani.  Difatti  ogni  numero  |  di  7c{Q)  determina  un  corpo  k{l) 
divisore  le  cr':  sostituzioni  del  gruppo  di  Galois  sono  le  h  indotte 
sui  numeri  coniugati  '=,  e  queste  sono  permutabili  fra  loro  come 
le  inducenti. 

Un  grappo  Abeliano   G  si  dice  decomponibile  se  possiede  due 


(*)  Se  lii  g  lascia  fissa  x^,  prendiamo  una  sostituzione  ^,  in  G  che  porti 
rj  in  x<;  allora  la  gì'*  g  gi=:  g  lascia  fìssa  anche  x,- . 
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sottogruppi  A,  B  tali  che  si  abbia 

,2;  G  =  AB, 

colla  quale  scrittura  si  vuole  significare  che  si  ottengono  tutte 
le  sostituzioni  g  ài  G^  e  ciascuna  nna  sola  volta,  moltiplicandc 
una  sostituzione  qualunque  a  di  A  per  una  h  di  B: 

g  =  ab. 

Se  n  è  r  ordine  di   G,  n,  quello  di  A,  n.  quello  di  B,  si  ha  allora 

71  =  Tlj  «5,. 

Corrispondentemente  alla  decomposizione  (2)  del  gruppo,  il 
corpo  stesso  fc(6)  si  decompone  nel  prodotto  di  due  corpi  divisori, 
nel  senso  che  ora  andiamo  a  dire.  Scelgasi  in  k{d)  un  numero  a 
appartenente  {§  114)  al  sottogruppo  A  ed  un  numero  j3  appar- 
tenente al  sottogruppo  B;  siano 

a,,  a,., 
i  coniugati  di  a  e 

i  coniugati  di  (3.  Poniamo 
:;  H=:a.-fAp, 

on  h  numero  razionale  arbitrario.  I  coniugati  di  questo  numero  | 
di  fc(6)  sono  i  numeri 

(  ^-  =:  1  ,  2  , . . .  fJj 

e  basta  evitare  per  h  un  numero  finito  di  valori  per  assicurarsi 
che  questi  n^^tiiìii  coniugati  di  ^  siano  tutti  distinti.  E  allora 
;  è  un  numero  primitivo  del  corpo,  cioè  fe(|)  coincide  con  A:(6). 
Questo  corpo  k(Q)  risulta  dunque  dal  comporre  fra  di  loro,  se- 
condo la  formola  (3),  i  due  corpi  divisori  Te  (a),  k  (p),  e  si  dice 
anche  decomponibile  nei  due. 

In    generale   se    il    gruppo   Abeliano  G    è   decomponibile  nel 
prodotto  di  r  suoi  sottogruppi 

(4)  G  =  A,A,....A,. 
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nel  senso  analogo  a  quello  ora  spiegato  pel  caso  r=z2,  il  corpo 
Abeliano  Jc{Q)  potrà  corrispondentemente  scindersi  in  r  corpi 
Abeliani  divisori 

?k(a,) ,  A:  («a) fc(aj. 

Un  corpo  Abeliano  si  dice  ciclico  quando  il  suo  gruppo  G 
è  ciclico,  cioè  è  generabile  colle  potenze  di  un'unica  sostituzione 
fondamentale  g.  Sono  applicabili  allora  i  risultati  che  abbiamo 
stabilito  al  §  84  per  la  composizione  delle  classi  e  in  particolare 
il  teorema  A)  (pag.  364)  che,  interpretato  nel  senso  attuale,  ci  dà 
una  decomposizione  (4)  di  qualsiasi  gruppo  Abeliano  nel  pro- 
dotto di  un  conveniente  numero  di  suoi  sottogruppi  ciclici,  onde 
deduciamo: 

Ogni  corpo  Abeliano  risulta  dalla  composizione  di  corpi  Abeliani 
ciclici. 

Ma  ora  osserviamo  che,  ulteriormente,  un  gruppo  (Abeliano) 
ciclico  può  decomporsi  nel  prodotto  di  gruppi  ciclici  i  cui  or- 
dini siano  potenze  di  un  numero  primo;  più  in  generale  se  l'or- 
dine n  del  gruppo  ciclico  G  si  decompone  nel  prodotto 

n  z=z  ni  Ui . . .  n^ 

di  r  numeri  n,-  primi  fra  loro  due  a  due,  vale  una  decomposizione 

G  ^=^  Gì  G^ ....  Gf 

dove  Gì,  Gi,...G,  sono  sottogruppi  ciclici  dei  rispettivi  ordini 
n,,Wj,...n,.  E  infatti  se  g  è  la  sostituzione  generatrice  di  G 
(a  periodo  n),  pongasi 

9i~g"\  9*  — 9  \""9r  —  9  '  ; 

i  gruppi  ciclici  Gi,Gi^...  Gr  degli  ordini  «,,«,,...«,  generati  ri- 
spettivamente da  gi,gt,--'9r  soiio  i  gruppi   domandati.  Essendo 

invero  — ,  — ,... — ■  primi   complessivamente  fra  loro,  per  qua- 

«1         «»  «r 
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lunque  potenza  ^'"  di  g  si    può  mettere   l'esponente   m   sotto  la 


forma 


n         .71  ,     n 

m  r=  -—  a.  +  — -  a,  -f . . .  +  -—  a. 


con  a,,  a,,... a,  interi    determinati   rispetto  ai    rispettivi   moduli 
n,,nj,...nr;  ©  si  ha  così 

g-'^gfi  gf^....gfr^ 

il  che  dà  la  decomposizione  domandata. 

Se  ne  conclude  che:  Ogni  corpo  Abeliano  si  può  comporre  con 
corpi  ciclici  ciascuno  dei  quali  ha  un  grado  eguale  alla  potenza  di 
un  numero  primo. 

Sono  in  particolare  corpi  ciclici  di  grado  eguale  ad  una  po- 
tenza p'  del  numero  primo  ;;  i  corpi  che  abbiamo  studiato  al 
§  101  s.  s.  delle  radici  primitive  d'ordine  p^  dell'unità  di  grado 
vrrrqpfp'')'  Se  ^  è  una  radice  primitiva  di  p",  appartenente  cioè 
all'esponente  v,  il  gruppo  di  Galois  per  la  corrispondente  equa- 
zione è  in  effetto  {*)  il  gruppo  generato  dalle  potenze  della  sosti- 
tuzione fondamentale  a  periodo  v: 

Abbiamo  già  detto  che  questi  corpi  si  chiamano  circolari,  e 
più  in  generale  portano  questo  nome  i  corpi  delle  radici  m"" 
dell'unità  (m  qualunque),  i  quali  del  resto,  come  già  abbiamo 
osservato  al  §  101  (pag.  425),  si  compongono  con  quelli  di  grado 
potenza  di  un  numero  primo.  Il  nome  di  corpi  circolari  si  estendo 
anche  a  tutti  i  divisori  di  questi  corpi. 

I  cojpi  circolari  vengono  cosi  ad  apparire  come  casi  parti- 
colari dei  corpi  Abeliani;  ma  essi  sono  in  realtà,  nel  campo  as- 
soluto di  razionalità,  i  più  generali  corpi  Abeliani. 


(*  )  Il  corpo  fc  (e  '"'  )  è  identico  a  tutti  i  suoi  coniugati  ed  è  quindi 
normale.  Nel  gruppo  di  Galois  esiste  una  sostituzione  8  che  porta  e  in  e' 
in  conseguenza  e'    in  z"    ecc.  onde  segue  l'asserzione  del  testo. 
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Sussiste  infatti  il  teorema  seguente  ciie  eimnciato  da  Kro- 
neoker  venne  poi  dimostrato  da  Weber: 

Ogni  corpo  Abeìiano,  nel  campo  assòluto  di  razionalità,  è  un 
corpo  circolare. 

Questo  importante  teorema,  di  cui  qui  dobbiamo  limitarci  a 
dare  il  solo  enunciato,  accresce  ancora  l'interesse  dello  studio  delJe 
equazioni  che  nascono  dal  problema  della  divisione  del  cerchio 
in  parti  eguali,  poiché  appunto,  in  questi  corpi  circolari  e  nei 
loro  divisori,  si  hanno  in  sostanza  tutti  i  corpi  Abeliani  nel 
campo  assoluto  di  razionalità. 


Capitolo  X 


Primi   principii   d' aritmetica  analitica.   Le  funzioni  zèta 
di  Riemann  e  Dedekind  e  la  determinazione  trascendente 
del  numero  h  delle  classi.  . 

La  forinola  fondamentale  di  Eulero  per  la  trasformazione  di  una 

serie  in  un  prodotto  infinito  -  La  funzione  ^(«)  di  Riemann  definita 

nel  semipiano  B(s)y.\  -  Serie  di  Dirichlet  -  Ascissa  di  convergenza 

uniforme  e  ascissa  di  convergenza  assoluta  -  La  funzione  "i(s)  di 

T 
Dedekind  e  le  zèta  parziali  "  t  («,  -H")  -  Il  rapporto  —  ed  il  calcolo  del 

suo  limite  ridotto  a  quello  di  un  volume  nello  spazio  a  n  dimensioni 

-  Formola  di  Dedekind  pel  calcolo  del  nvunero  A  delle  classi  di  ideali  - 

Nuova  dimostrazione  (analitica)   dell'  infinità  degli  ideali  primi  di 

primo  grado  -  I  caratteri  'f.{JI)  delle  classi  e  le  nuove  trascendenti 

«l'z  (s)  espresse  per  le  zèta  parziali. 

§  117. 
Algoritmo  dei  prodotti  iiifìuiti. 

Negli  studi  sull'aritmetica  dei  corpi  algebrici,  esposti  nel 
presente  corso,  ci  siamo  valsi  fin  qui  quasi  esclusivamente  di 
mezzi  aritmetici  ed  algebrici,  salvo  gli  accenni  in  alcuni  punti 
alla  geometria  dei  numeri  di  Minkowski.  In  questi  ultimi  Capitoli 
ci  proponiamo  di  esporre  i  principii  fondamentali  di  un  altro 
importante  ramo  della  teoria  dei  numeri,  della  cosi  detta  aritme- 
tica analitica,  nella  quale  si  applicano  i  metodi  dejl' analisi  alge- 
brica infinita,  dell'analisi  infinitesimale  e  della  teoria  delle 
funzioni  allo  studio  di  proprietà  aritmetiche  più  riposte,  alle 
quali  più  difiicile  ^sarebbe  l' accesso  con  metodi  elementari. 
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I  primi  germi  dell'aritmetica  analitica  si  riscontrano  in 
Eulero:  Introductio  in  analysin  infìnitorum ;  ma  il  loro  sviluppo 
è  dovuto  principalmente  a  Diricìilet,  che  raggiunse  per  questa 
via  nuovi  ed  importantissimi  risultati. 

A  base  dei  metodi  dell'aritmetica  analitica  stanno  alcune  for- 
mole  di  Eulero  per  la  conversione  di  prodotti  infiniti  in  serie (*), 
ed  in  tutti  questi  sviluppi  conviene  tener  sempre  presenti,  per 
i  diversi  algoritmi,  le  nozioni  di  convergenza,  convergenza  incondi- 
zionata, convergenza  assoluta,  e  pel  caso  in  cui  i  termini  della  serie, 
o  i  fattori  del  prodotto  infinito,  siano  funzioni  di  una  o  più  varia- 
bili, reali  o  complesse,  in  campi  chiusi,  quella  di  convergenza 
uniforme. 

Per  ricorrervi  in  seguito,  quando  occorra,  ricordiamo  qui  tali 
nozioni  fondamentali  almeno  per  l'algoritmo,  con  minore  fre 
quenza  usato,  dei  prodotti  infiniti  (**).  ^ 

Data  una  serie  infinita  di  quantità,  reali  o  complesse 

si  formi  la  successione  di  prodotti 

P,=:(l-f-M.)(l-fw.)...(l  +  ti„),  per  «=1,2.3,... 

Se  questa  successione 

P    P        P 

per  n  crescente  all'infinito,  ha  un  limite  determinato,  finito  e 

diverso  da  zero: 

limP.=  P=j=0, 

«=  co 

allora  si  dice  che  il  prodotto  infinito 

na  +  to 


(*)  Notevolissimi    esempi  di  tali  forinole  si  ebbero  poi  negli  srilnpiii 
della  teoria  delle  funzioni  ellittiche  (Jacobi). 
(**)  Cf.  p.  e.  Goursat.  Conrs  d'  Analyse. 
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è  convergente  (in  senso  stretto)  ed  ha  per  valore  P.  Si  esclude  il 
caso  di  Pr=:0,  che  si  presenterebbe  in  particolare  quando  uno 
dei  fattori  1  -|-  m,  si  annullasse,  perchè  in  questo  caso  non  tutti 
i  teoremi  relativi  al  caso  di  convergenza  propria  resterebbero 
validi. 

Come  per  ogni  successione,  la  questione  dell'esistenza  del  li- 
mite lim  P,  si  riporta  a  quella  della  convergenza  della  serie 

p,-pfP,-p.)4-(P.-p.)-f...-t-(P,-p.,)-h..., 

ovvero  posto 

C,z=l^U,,   f.  =  P,_P,,=:(l-f-«,)(l-f-«.).-.(l+«..i)«.r 

quella  della  serie  "^  r„,  e  a  riconoscere  se  la  somma  P  di  questa 
diversa  da  zero. 

Come  condizione  necessaria  per  la  convergenza  del   prodotto 

11(1 -[-M„)  si  ha  questa  che  esista  e  sia  nullo  lim  «,.  Un  primo 

i  it  =  » 

ed  elementare  caso  da  considerarsi  è  il  caso  in  cui  tutte  le  quan- 
tità M,  siano  reali  e  positive;  allora  si  ha: 

a)  Condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  convergenza  del  pro- 
dotto infinito  n  (1  -|-  tt»),  colle  u,  reali  e  positive,  è  la  vonvergenza 

1 

della  serie  ^t/,. 

Se  le  M,  sono  complesse  qualunque,  occorrerà  solo  ricorrere 
alla  seguente  proposizione  che  dà  una  condizione  sufficiente  l'non 
Jiecessaria)  per  la  convergenza  del  prodotto  infinito  : 

b)  Se  la  seì'ie  dei  moduli  2  1*^-1  ^^^^^^  "^  ^  convergente,  è  conrer- 
gente  anche  il  prodotto  intuito. 

In    '^     "^  ipotesi,  della  convergeiuti  nss-jìuta  della  serie  2"»? 

pure  convergente   assolutamente  la  serie  ]£  i\  associata  al  pro- 

dotto  infinito  e  si  dice  anche  per  «;iò  che  il  prodotto  infinito 
converge  assolutamente. 
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Sempre   in   questa   ipotesi   della    convergenza  di  2 [«<„],  si   ha 
ancora  : 

e)  Il  prodotto   infinito  \l{l-\-u„)   converge   incondizionatamente 

{come  la  serie  2  6'„\  cioè   alterando   comunque  l'ordine  dei  fattori, 
esso  resta  convergente  e  conserva  lo  stesso  valoi'e. 

Supponiamo  ora  che  le  m„  siano  funzioni  continue,  reali  o  com- 
plesse, di  quante  si  vagliano  variabili  (reali  o  complesse), 

in  un  certo  campo  chiuso  C  per  queste  variabili. 

Si  dirà  che  il   prodotto  11(1 -|- mJ  converge  wm/brmemenfe  nel 

1 

campo  C,  se  la    serie   corrispondente  2  v„  ha,   in   questo   campo, 
convergenza  unifornie. 

In  tal  caso,  assegnata  una  quantità  positiva  e  arbitraria,  si 
può  prendere  un  indice  m  tanto  grande  che  si  abbia  sempre 

per  qualunque  n>m,  e  per  qualunque  sistema  di  valori  delle 
variabili  a?j,a?2,....c„  nel  campo  C.  Una  condizione  sufficiente  per  la 

convergenza  uniforme  del  prodotto  II  (1  -|-  «„)  si  ha  dal  seguente 

1 

teorema  : 

d)  Se  converge  uniformemente  nel  campo  Ciò.  serie  ^1^,!;  con- 

verge  anche  uniformemente  il  prodotto  infinito  II  (1  -j-  m„). 

1 

§  118- 
Forinola  fondamentale  di  Eulero. 

Ricordate  queste  nozioni,  passiamo  a  dare  la  formola  fonda- 
mentale di  Eulero.  S'indicherà  con  n   un   intero  variabile  chej 
percorra  tutta  la  serie  dei  numeri  naturali 

1,2,3,... 
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e  con  p  un   numero  primo  variabile,  che    percorra  la   sserie   dei 

numeri  primi 

2,3,5,7,11,... 

con   esclusone  di  p^=ì^  che  non  sarà  computato  fra  i  numeri  primi. 
Abbiasi  ora  una  funzione  numerica,  reale  o  complessa,  dell'indice 
^  n,  che  si   supporrà  soddisfare  alle  due  condizioni   fondamentali 
seguenti  : 

A)  Se  n,  n'  sono  due  inferi  arbitrari  valga  la  relazione  funzionale 

(A)  f[nn')^f{n).f{n)- 

B)  La  serie  ^  f{n)  nia  convergente  assolutamente,  cioè  converga 
la  serie 

(B)  2\f{n)\. 

Si  supporrà  anche  naturalmente  che  non  sia  sempre  /'(n)=:0, 
il  che  implica,  per  ìf   ''j4\  che  si  abbia 

f(l)  =  l. 
Ciò  amme.sso,  dimostriamo  la  seguente  formola  di  Eulero,  che 
trasforma  la  serie  2! /"(«)  in  un  prodotto  infinito: 

dove  s'intende  che  a  sinistra  n  percorre  la  serie  dei  numeri  natu- 
rali, a  destra  p  percorre  la  serie  dei  numeri  primi.  Trattandosi 
poi  di  convergenza  assoluta,  indi  incondizionata,  l'ordine  dei  ter- 
mini nella  serie,  o  dei  fattori  nel  prodotto  infinito,  si  potrà  can- 
giare ad  arbitrio. 

Cominciamo  dan'osservar^     '   ■    "«^le  nostre  ip<  .  uu  n 

fìsso,  la  serie 

[/•(lìj-^!/-<n^i-j-|/(7i)f4-.,  .,,,    -.... 

che  è  una  parte  della  serie  {B),  è  certamente  convergente,  e  per 
ciò  deve  essere 
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Il  prodotto  infinito  a  destra  iiella  forinola  (I)  è  l'inversa  del- 
l'altro 

n  51 -/•(;));, 

p 

in  cui  nessun  fattore  è  nullo,  ed  essendo  convergente  Sj/"!^)!, 
pel  criterio  h)  ricordato  al  §  117,  il  prodotto  infinito  stesso  è  con- 
vergente, (in  senso  stretto).  Si  tratta  di  verificare  l' eguaglianza 
dei  due  valori  a  destra  e  a  sinistra  in  (I),  aventi  ambedue  un 
senso  come  si  è  detto. 

Ora  ogni  singolo  fattore ^-—  a  destra,  essendo  \f{p)\  <C  1, 

può  svilupparsi  nella  progressione  geometrica  convergente 

i4-/'Cp)  +  (/'(ì>))^ +  (/"(!>))'  +  ••••> 

ciò  die  possiamo  scrivere  per  la  {A) 

(ij  3^:^.==  i+Ai>)-fAF')-f /•(/)+••• 

Se  pensiamo,  nel  prodotto  infinito  n:j 7~~t' >  ordinati  i  fat- 
tori secondo  la  successione  naturale  dei  numeri  primi,  ed  ese- 
guiamo il  prodotto  parziale  P„  dei  primi  n  di  questi  fattori  : 

1  1  1 

P.— 


1— /*(i>.)  *  1— Ajp2]  '  ■  "  1— Ai>«)  ' 

possiamo  sviluppare  ciascun  fattore  nella  corrispondente  serie  (1) 
e  moltiplicare  queste  n  serie  assolutamente  convergenti  fra  loro, 
colla  nota  regola. 

Tenendo  conto    della   proprietà    [A),  troviamo   subito    per   lo 
sviluppo  di  P„  la  formola: 

(2)  P„  =  2/'UV), 

.V 

dove  N  percorre  tutti  e  soli  i  numeri  naturali,  clie  si  compon- 
gono esclusi v^amente  cogli  n  numeri  primi  pi,p^,...p„.  Da  questa 
formola  (2),  facendo  crescere  n  all'infinito,  si  passerà  alla  formola 
d'Eulero  (I),  colle  osservazioni  seguenti  necessarie  pel  rigore  del 
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passaggio.  Sia  m  uà  numero  intero  positivo  grande  a  piacere, 
e  prendiamo  n  tanto  grande  che  tutti  i  numeri  primi  inferiori 
a  m  figurino  fra  i?i ,  ^s , . .  .Pn  • 

La  serie  a  destra  in  (2)  contiene  allora  tutti  quei  termini 
della  serie  SA*')  i^  cui  r<7n,  insieme   ancora  ad  infiniti   altri, 

r 

nei  quali  però  r^m.  Ne  segue  che  la  difierenza 
(3)  2fir)-2fiN) 

T  S 

contiene  termini  della  serie  y}f{r)  tutti  al  di  là  di  f{m),  e  quindi, 
per  m  sufficientemente  grande,  questa  differenza  [S)  ha  un  mo- 
dulo piccolo  a  piacere.  Abbiamo  dunque 

P  =  lim  P,  =  lim  2  /  W  =  2  M, 

ciò  che  dimostra  appunto  la  formola  (I). 

Dalle  considerazioni  sopra  esposte  Eulero  «ha  tratto  anche  una 
dimostrazione  analitica  del  celebre  teorema  d'Euclide: 

La  serie  dei  numeri  primi  è  illimitata.  Suppongasi  al  contrario 
che  vi  sia  un  numero  limitato  n  di  numeri  primi,  siano 


p 

7    P"., 

"Pn, 

e  ne 

trarremo, 

come 

sopra, 

la  formola 

(2) 

(4) 

n 

1- 

1 
1 
Pi 

=  2 

.Y 

1 

dove  N  percorrerebbe  ora  tuffi  i  numeri  naturali.  Ma  questo 
contraddice  al  fatto  ben  noto  che  la  serie  a  destra  (serie  armo- 
nica) è  divergente. 

Possiamo  anche  dedurre  di  qui  : 

La  serie  delle  inverse  dei  numeri  primi 


yj_-l  .  i_  .  J_4._L 4_ 


è  divergente. 
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Se    ammettiamo    il    contrario,  sare])be   convergente    in    senao 
stretto  (ij  117  h)  il  prodotto  infinito 

e  per  la  (4),  indicando  con  pi,  p^, ...])„  i  primi  n  numeri  primi, 
avremmo  sempre 

(5)  2^^T' 

dove  iV percorre  i  numeri  naturali  composti  solo  con  p^.  p,....p,^. 
Ma,  con  un  m  abbastanza  grande,  possiamo  rendere 

e  prendendo  per  p^,  p^,...2K  tutti  i  numeri  primi  che  non  supe- 
rano m,  ci  troviamo  così  in  contraddizione  colla  (5). 

§  119- 

Definizione  della  funzione  ^(.9)  di  IMemann  nei  semipiano 
complesso  R{ft)^ì.  Lemma  sulle  serie  di  Biriclilet. 

Nella  formola  (I)  d'Eulero  poniamo 

f{n)  =  n-'=ze-"'""', 
dove  s  è  una  variabile  complessa 

la  cui  parte  reale  a,  che  si  indica  con  i? (•«•');  si  suppone  per  oi 

>  1.  Questa  funzione  numerica  /*(«)  soddisfa    all'equazione  fui 

zionale  (A) 

■  finn')  =  fin),  fin') 

ed  anche  alla  coudizione  B)  poiché  la  serie 

(1)  l\f(n)\=^2^. 


*ì  convergeur.e  avendosi  a  ^  1.  Supp<juui.:ii')  urà  di  mauii^iieic-j  uel 
piano  complesso  .?,  la  variabile  s  entro  un  campo  finito  C,  situato 
tutto  a  destra  della  retta  i?(.s)  =  l,  e  si  abbia  quindi 

1  l 

La  .serie  \  i;  e  muiui'aiiif.  ri.-pyLto  alla  seije  v.uuveigenie  a 
termini  positivi  fissi   z\  — :r-  . 

Ne  segue  che,  nel  campo  C,  la  serie 

è  convergente  assolutamente  ed  uniformemente  ;  e  siccome  i  ter- 
mini sono  in  C  funzioni  finite  continue  e  monodrome  (olomorfe) 
della  variabile  complessa,  per  teoremi  ben  noti,  anche  la  somma 
della  serie  sarà  funzione  olomorfa  in  C.  e  rimanendo  in  questo 
campo  potremo  applicare,  quante  volte  occorra,  la  derivazione 
per  serie. 

La  funzione  di  «,  cossi  definita  (per  ora  nel  semipiano  R[8)  >  1) 
viune  indicata  da  Riemann  col  simbolo  ^(5)  e  si  chiama  la  fun- 
zione zeta-Riemanniana.  La  sua  definizione,  provvisoriaraente  li- 
mitata al  semipiano  ^(ér)>  1,  si  scrive  adunque: 

■:('V)  =  2 -V  (i2(-5)>i), 

e  la  ^(_.y)  è  in  questo  s*mipiano  una  funzione  finita  continua  e 
monodroma.  Da  questa  prima  rappresentazione  analitica  per  se- 
rie della  C(«)  si  passa  jH|bito,  colla  formola  di  Eulero  (I)  (pag.  497), 
ad  una  seconda  rappresentazione  per  prodotto  infinito  conver- 
gente in  senso  stretto 

(  n*}  ^  (^)  ^  n  — i^  {R  (.S-)  >  1). 


1 


p' 
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Da  questa  seconda  rappresentazione  si  rileva  subito  la  cir- 
costanza molto  importante  che:  La  ^(.v)  Riemanniana  non  si  an- 
nulla mai  nel  semipiano  R{s)'^l. 

Applicando  i  principii  del  prolungamento  analitico  per  le 
funzioni  di  variabile  complessa,  Riemann  dimostrò  che  : 

La  t,(s)  è  prolungabile  analiticamente  a  tutto  il  piano  complesso 
s  e  rimane  ivi  una  funzione  sempre  finita,  continua  e  monodroma 
di  s,  eccezion  fatta  dal  punto  s=:l,  ove  ha  una  singolarità  polare 
del  primo  ordine  col  residuo  =zl. 

Il  grande  interesse  che  offre  lo  studio  di  questa  funzione 
uniforme  ì^{s)  consiste  principalmente  in  questo  che  le  sue  pro- 
prietà si  trovano  essenzialmente  legate  alle  leggi  di  frequenza  dei 
numeri  primi,  come  già  in  parte  lascia  prevedere  la  sua  espres- 
sione analitica  (II*)  per  prodotto  infinito.  Riemann  riconobbe  in 
effetto  che  la  legge  di  distribuzione  dei  numeri  primi  è  stretta- 
mente legata  a  quella  dei  punti  di  2ero  (infinitesimi)  della  t,  (s) 
nel  piano  complesso  e  scoprì  teoremi  e  formole  fondamentali 
che  hanno  dato  l'impulso  ad  una  serie  di  importanti  ricerche 
successive  (*). 

A  noi  basterà,  pel  nostro  oggetto,  effettuare  un  primo  pro- 
lungamento analitico  della  t,(s)  Riemanniana  a  tutto  il  semipiano 
R  (s)  >  0  a  destra  dell'  asse  delle  quantità  immaginarie,  e  per 
questo  converrà  premettere  alcuni  teoremi  generali  sulle  serie 
dette  di  Dirichlet. 

Chiamiamo  serie  di  Dirichlet  (in  senso  stretto)  le  serie  della 
forma 


a„ 


(2)  2^=2" 


e 


•  «log» 


n' 


n=l 


dove  i  coefficienti  «„  sono  costanti  complesse  qualunque  ed  s  in- 


(*)  V.  Landau.  Handbuch  der   Lehie  von  der  Vertheilung  der  Prim- 
zaMen  (Leipzig-Teubner  1909). 


Definizione  della  funzione  ^  (s)  di  Riemann  ecc.  Lemma  ecc.     503 

dica  una  variabile  complessa  (*).  Per  una  tale  serie  di  Dirichlet 
consideriamo  le  somme  parziali  S„  dei  primi  n  termini  per  un 
valore  fisso  *o  di  s: 

(3)  6.  =  ^  +  ^  +  ...  +  ^, 

e  cominciamo  dal  dimostrare  il  seguente  lemma  fondamentale: 

A)  Se  in  una  serie  (2)  di  Dirichlet  le  somme  parziali  (3j  riman- 
nono  tutte  limitate  in  modulo  per  un  valore  particolare  s^  di  s,  la 
erie  stessa  è  uniformemente  convergente  in  qualunque  campo  finito 
C  del  piano  complesso  s  situato  tutto  a  destra  della  retta  Ris)=:R{So). 
Secondo  l'ipotesi  dell'enunciato,  esiste  una  quantità  reale  posi- 
tiva^ alla  quale  i  moduli  di  tutte  le  somme  parziali  (3),  per  s^=:Sa, 
<ì  mantengono  inferiori  per  qualunque  n 

(4)  |^,]<-4       (n  qualunque). 

Per  dimostrare  il  teorema,  proveremo  che  considerando  la 
somma  R„p  di  un  numero  qualunque  p  di  termini  della  serie  (2) 
dopo  il  termine  m"" 


(w-L-ir   '   (7n-{-2)'^'"  '    (m-{-py' 

e  assegnata  una  quantità  e  positiva  piccola  a  piacere,  possiamo 

prendere  m  tanto  grande  che  da  questo  valore  di  m  in  poi  e  per 

qualunque  p  si  abbia 

(6)  |i?-J<£, 

per  tutti  i  valori  di  .9  nel  campo   C. 


(•)  Più  in  generale  diconsi  serie  di  Dirichlet  le  serie  della  forma 

n  =  « 

2". 


..  e' 


essendo  X, ,  X^ ,  Xg . . .  una  serie  illimitatamente  crescente  di  costanti  reali 
tali  che  lim  X,  =  ^ .  Queste  serie  più  generali  di  Dirichlet  comprendono 

le  ordinarie  serie  di  potenze  in  zz=e~'  quando  si  prenda  X„  =  n,  e  le 
serie  di  Dirichlet  (in  senso  stretto)  a  cui  ci  limitiamo  nel  testo  con 
X,  =  log  w. 
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Osservando  che,  secondo  la  (3). 

scriviamo  il  valore  (5)  di  R^„ 


K„ 


(m-f-l)'"»  {m-{-2j' 

od  anche  ordinando  in  altro  modo 


4.  <.         /  1 i\ 

"^    •»+^-'\(m-}-^— l)'-o        (w-|-p/-o; 


'i- 


(w-]-p}'"'o  y       {m-\-p)"'o        (m-f-l)"'o 

Se  poniamo  «  =  a -j- z  t,  «»  =  Oo -[- ^*  t^o  ed  osserviamo  che  tutte 
le  S^^^r  hanno,  per  la  (4),  moduli  inferiori  ad  A,  dalla  precedente 
deduciamo  pel  modulo  di  R„p  la  limitazione 


(7)  \R„j<A  x; 


1 


1 


(m-j-r)"'o         (m-]-r-\-iy''o 


L 


(m-j-pf-^o     '     (w-[-l)'-^o 


Ora,  se  con  x  indichiamo  una.  variabile  reale  positiva,  dalla 
formo!  a 


d 
dx 


X 


-(«-'o)- 


d_ 
dx 


-(»-»0)l"B9^ 


X 


integrando  rispetto  ad  x  lungo  il   tratto    rettilineo,  d'ampiezza 
=  1,  da  m-^-r  a  7n-\-r-{-l.  deduciamo 


{m-\-ry-'o        (w-}-r-f  1)"-»   ~  '''      "'^ 


dx 


X 


Nell'integrale  del  secondo  membro  il  modulo  della  funzione 
sotto  il  segno  è 

1  1 


X'' 


(m-j-r) 


.N!T-?o  :    l    ' 
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e   l'ampiezza   dell'intervallo    d'integrazione   essendo  ;=: l'j  si  ha 
per  la  nota  forinola  di  Darboux 


dx 


X' 


(m-^) 


a-^Q  ri' 


indi 

1  li,        \s-sA 


Sostituendo  nella  (7),  abbiamo  la  nuova  limitazione 

Ma,  nel  nostro  campo   (7,  indicando  con  fl,7c   quantità    posi- 
tiva fìsse,  abbiamo 

e  dalla  diseguaglianza  superiore  segue  a  tbrtiuri  J' altra 

(t3\  IP     1  '     1*//    V  ! : _i_' 

^   ^  '   '"••"'    "^    '        é{   («e-j-jy-''^  O^f^pf    ■     (m-f-l)*** 

D'  altronde  la  serie 


è  convergente;  possiamo  dunque  prendere  ni  tanto  grande  che 
da  questo  valore  di  m  in  poi,  con  qualunque  p,  la  quantità  che 
a  destra  in  (8)  moltiplica  A  sia  piccola  a  piacere,  e  risulti  quindi 

comunque  varii  s  nel  campo   C. 

Così  il  lemma  A)  è  dimostrato,  e  noi  osserviamo  ora  che,  in 
particolare,  si  verificano  le  condizioni  del  lemma  se  per  uno  spe- 
ciale valore  .y=ii*g  la  serie  (2)  di  Dirichlet  converge,  perchè  allora 
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i  moduli  delle  somme  (3)  restano  certamente  limitati.  A  causa 
poi  della  convergenza  (uniforme)  della  serie  (2),  in  ogni  campo 
finito  C  situato  a  destra  della  retta  /-?(*)  =  7?  (6'„),  possiamo  de- 
durne il  corollario  : 

B)  Se  in  un  punto  a  =  .So  la  serie  (2)  di  Dirichlet  converge,  essa 
converge  anche  in  ogni  punto  s  più  a  destra  di  s^  {R(s)'^  RM)  «  là 
sua  somma  f(s)  in  tutto  il  semipiano  a  destra  della  retta  R(s)=:iR(s^), 
è  una  funzione  finita,  continua  e  m,onodroma  della  variàbile  complessa  s. 


§  120. 

Conseguenze.  Prolungamento  analitico  della  'Q{s) 
al  semipiano^  R  (s)  >  0. 

Fondandosi  sui  risultati  ora  stabiliti,  si  può  dedurne  la  na- 
tura del  campo  di  convergenza  per  una  serie  di  Dirichlet,  affatto 
analogamente  come  per  il  campo  circolare  delle  serie  di  potenze. 
Supposto  infatti  che  vi  sia  qualche  punto  in  cui  la  serie  di  Di- 
richlet converga,  o  essa  converge  in  tutto  il  piano  e  allora  la 
sua  somma,  pel  teorema  B),  e  una  trascendente  intera  in  s,  ovvero, 
a  causa  del  teorema  stesso  B),  abbiamo  sull'asse  reale  o  un  de- 
terminato punto  a  =  tt  tale  che  a  destra  di  a  (per  a>a)  la  serie 
è  sempre  convergente,  e  in  qualsiasi  punto  a  a  sinistra  (a<^a) 
invece  non  converge:  Il  campo  di  convergenza  della  serie  è  allora 
il  semipiano  R  {s)  >  a,  e  in  ogni  campo  finito  tutto  contenuto  in  questo 
semipiano  vi  ha  convergenza  uniforme,  talché  la  somma  f(s)  della 
serie  è  nel'  semipiano  R(s)'^a  una  funzione  finita,  continua  e  mo- 
nodroma  della  variabile  comptessa  s. 

Questa  speciale  ascissa  a  che  determina  il  semipiano  di  con- 
vergenza (uniforme)  della  serie  si  dicft  y  ascissa  di  convergenza. 

Tutto  questo  è  relativo  alla  semplice  convergenza,  non  alla 
convergenza  assoluta,  che  può  anche  parzialmente  mancare.  Però 
andiamo  a  mostrare  che  se  dal  semipiano  di  convergenza  i?(*)>a 
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si  toglie  una  striscia  d'ampiezza  finita),  al  massimo  =1,  nel  ri- 
manente semipiano  si  avrà  convergenza  assoluta.  Questo  dipende 
dalle  proprietà  seguenti: 

l.o  Se  in  un  punto  s=^.%  ìa  serie  di  DirichUt  converge  assolu- 
mente,  ciò  ha  luogo  a  fortìori  in   ogni  punto  s  più  a  de-^tra  dì  *<> 

E  infatti  se  R{s)~y  E{^o) ■,  delle  due  serie  dei  moduli 


rt» 

■? 

«« 

n' 

n'o 

la  prima  è  minorante  rispetto  alla  sec(^nda.  A  questo  aggiun- 
giamo : 

2."  Se  in  H  z=z  Se  la  serie  di  Dirichlet  converge  (semplicemente)  essa 
converge  assolutamente  per  ogni  punto  s  tale  che  sia  R  (s)  >  l-{-R(8o). 

E  infatti,  posto 

s^  =z  00  -f-  i To,    s  z=  Oo -{-  a'  -]~  i  (t„  -}-  t')  con  0'  >  1 , 

la  serie  dei  moduli  è 

2K|_yKJ    JL_. 
„    n"        -r  71^»  '  n"'  ' 

i  suoi  termini  si  deducono  da  quelli  della  serie  convergente 

S^       (o'>l), 

n 

moltiplicandoli  per  le  quantità  positive  — — ,  che  al  crescere  di 

n  tendono  a  zero,  a  causa  della  convergenza  della  serie  ^  — — . 

Cosi  dunque  abbiamo  provato  ohe: 

Se  a  è  /'ascissa  di  convergenza  (semplice)  per  la  serie  di  Diri- 
chUt,  almeno  nel  semipiano  R[s)^a-\-\  ha  luogo  anche  conver- 
genza assoluta. 

Dalle  proprietà  sopra  osservate  risulta  che,  insieme  all'ascissa 
a  di  convergenza  semplice  per  la  serie  di  Dirichlet,  avremo  una 
seconda  ascissa  (3  di  convergenza  assoluta,  giacente  fra  i  limiti 


508  Capitolo  X  —  ,^  120 

e  in  generale  quindi  nel  Remipiauu  di  convergenza  per  nna  sevie 
di  Diriohlet  abbiamo  una  prima  striscia,  di  ampiezza  compresa 
fra  zei'o  e  1  (limiti  inclusi),  ove  la  convergenza  è  soltanto  con- 
dizionata, seguita  da  tutto  un  semipiano  di  convergenza  assoluta. 
La  serie  di  Dirichlet  che  definisce  la  funzione  di  "C(.v)  di  Riemann 

offre  l'esempio  di  un  caso  in  cui  le  due  ascisse  a,  p  coincidono 
(3=ra  =  .9  e  il  semipiano  7t(éf)  ;-  1  di  convergenza  è  tutto  di  con- 
vergenza assoluta. 

Un  tsecondo  esempio  molto  importante,  come  ora  si  vedrà,  nel 
quale  invece  la  striscia  di  convergenza  condizionata  raggiunge 
la  massima  ampiezza  =1,  ci  vie,ne  offerlo  dall''altra  serie  di 
Diriclilet  a  segni  alternati 

(1)  ^-^  +  ^-^+- 

Qui  per  *  reale  :=:=  a  la  serie  converge  per  a  >  0,  e  invece 
non  converge  per  a  =  0:  l'ascissa  a  di  convergenza  semplice  è 
quindi  a  3=  (J.  D'altronde  per  or  :=::  1  la  serie  (1)  converge  bensì 
ma  condizionatamente,  mentre  per  0  :  1  la  convergenza  è  asso- 
lutea;  la  sei-onda  ascissa  di  convergenza  (assoluta)  è  dunque  ,6=:1. 

Indicando  con  /  (,s')  la  somma  della  serie  (1),  la  formola 

(2)  /'(•'^)=-2^7^'      iR{^')-:>0) 

ci  definisce  nel  semipiano  E(s)  "":■  0  una  funzione  di  s  finita,  con- 
tinua e  monodroma,  e  nel  seraipiano  parziale  7?('*)">  1,  dove  anche 
è  definita  la  ^  ■>)  di  Riemann 

(3)  ^(•'^^'=-24       (^W>1), 

si  ha  convergenza  assoluta  per  ambedue  le  serie  (2),  (3).  Di  qui 
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dedttoiamo  una  notevole  re  ;  zione  >-ae,  ra  que.-io  ^  ai^pf.    comune 
d'esistenza,  lega  le  due  fauzi".i  /*  v'.  "è    ,■,,]  co-truire  il  pr.  rìntfr. 

il  che  da   liiiiiiire.-tHiii.'Ute 

(i-2-,:(.vì=i_-i--fi---L^.-.... 

cioè 

(a)  (1— 2'->C(«)  =  /'.v. 

Oue^ita  relazione  è  valida  dapprima  nel  semipiano  /?(«)>  1: 
ma  appunto  perchè    la  f{s)  definita   dalla  (2)  esiste    in    tutto   il 
semipiaMO  7? (.9)^0.  ne  risalta  il  prolungamento  analitico  della 
'l{s)   Riemanniaua   a    tutto    il    semipiano  Il{s}  ;:-  0.   media- 
formola 


d  Zis)^ 


1  —2 


(J>^o...  .  ;....-   V..-   ...  Ivi  ,^.  ....  '-    ^•-''^♦-a   for- 

mola è  la  trascendente  intera 

la  quale  iia  infinitesimi  dei   1.°  ordine  nei  punti 


log  2' 


con  k  intero  qualunque,  situati  sulla  retta  limite  R{s)=zl  del 
semi  pi  ano  in  cui  la  w(s)  era  prima  definita.  Si  vede  quindi  che 
nella  nuova  striscia  fi«,  le  rette  R{8\=i\.  R[s):=zO.  cosi  aggiunta 
al  campo  d'esistenza  della  t,{8),  e  prescindendo  dalla  retta  limite 
E{-s)=:0  (siccome  la  f{s)  è  regolare)  tutto  al  più  la^^u-)  potrà 
avere  dei  poli  del  1.°  ordine,  situati  sulla  retta  7?r.yì  =  l,  in  uno 
0  più  dei  punti  (4;.  Intanto  per  il  punto  *^1,  corrispondente 
a  fare  ks=zO  nella  (4),  vi  ha  in  effetto  per  la  ^(*)  un  polo  di  1.» 
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ordine,  perchè  ivi  il  numeratore   della  (I)  prende  il  valm-p   imn 
nullo 

Quanto  agli  altri  punti  (4)  con  ^=|=0  risulterà  da  ulteriori  ri- 
cerche che  essi  sono  altrettanti  infinitesimi  del  1.»  ordine  per  la 
/■(à-),  e  quindi  la  'C,{s)  non  presenta  ivi  singolarità  alcuna  (e  nem- 
meno vi  si  annulla). 

A  noi  importa  ancora  calcolare  il  residuo  della  funzione  'C(.s) 
nel  polo  .s' rrr:  1,  ciò  che  si  fa  subito  calcolando,  p.  e.  colla  regola 

de  l'Hopital,  il  residuo  per  la  funzione —^  da 


\ìmi± 


1  ' 


.=t  \1— 2'-7       \2''-log2A=i~'log2* 

Da  tutto  ciò  concludiamo: 

La  funzione  t,(s)  di  Riemann  esiste  certamente,  come  funzione 
meromorfa  di  s,  in  tutto  il  semipiano  R{s)">0  ed  ha  nel  punto  szzzì 
un  polo  del  1."  ordine  col  residuo  =  1  : 

(II)  lim  l{s--r)'Qis)i=:l. 


§  121. 
Prelimiiii  ri  per  la  funzione  Ij^is)  di  Bedekind. 

Seguendo  la  via  tracciata  da  Dirichlet,  che  determinò  per  via 
trascendente  il  numero  h  delle  classi  per  le  forme  binarie  qua- 
dratiche di  dato  determinante,  Dedekind  ha  esteso  queste  ricerche 
al  problema  della  determinazione  del  numero  h  delle  classi  di 
ideali  in  un  corpo  algebrico  qualunque  7c{d).  A  tale  scopo  egli 
ha  introdotto  una  nuova  funzione  trascendente  ìl,^{s)  inerente  al 
corpo  Jc{d\  che  generalizza,  ad  un  corpo  algebrico  di  grado  n  qua- 
lunque, la  l,{s)  Riemanniana    corrispondente   ad  n=l.  E   come 
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quest'ultima  è  essenzialmente  legata  alla  distribuzione  dei  numeri 
primi  dell'aritmetica  razionale,  così  la  Lj,(s)  di  Dedekind  al  modo 
di  distribuzione  degli  ideali  primi  nel  corpo  algebrico  ]c{Q). 

Per  definire  dapprima  la  Zki^)  nel  semipiano  E{s)^ì  (cfr.  §ll9), 
cominciamo  dal  premettere  le  ricerche  seguenti. 

Nel  corpo  algebrico  k  (0)  di  grado  n  indichiamo  con  A  un 
ideale  variabile,  che  percorra  la  serie  infinita  di  tutti  gli  ideali 
del  corpo,  e  con  P  un  ideale  primo  in  k  (6)  che  percorra  la  serie 
(pure  infinita)  degli  ideali  primi.  Sussiste  il  teorema: 

a)  Se  la  variabile  complessa  s  ha  la  parte  reale  o  =  R{s)^l, 
il  prodotto  infinito 
(1)  n Kr-, 


(NPY 

esteso  a  tutti  gli  ideali  primi  P  del  corpo  A:  (8),  è  convergente  asso- 
lutamente (in  senso  stretto). 

Secondo  le  proprietà  segnalate  in  b)  e)  §  117,  basterà   dimo- 
strare la  convergenza  della  serie  a  termini  positivi 

(2)  SfFPr    *''>^'' 

con  o  esponente  reale  ^  1. 

Sia  p  il  numero  primo  ordinario  coordinato  all'ideale  primo 
P,  il  cui  grado  indichiamo  con  f  onde 

NP  =  p^    (l^f^n). 

Il    numero   primo  p   si   decompone,  al    massimo,  in  n  ideali 
primi  diversi,  scriviamo 

p  =  P,P.,...P, 

dove  i  q  ideali    primi    a   destra    possono   essere   tutti   diversi  od 
anche  in    parte  eguali  (*),  ma  in  ogni  caso  g<«.  Nella  serie  (2) 


(*)  Pel  teorema  di  Dedekind  ($  97)  solo  per  i  unmeri  critici  p  (divigori 
del  numero  fondamentale  D)  avverrà  che  alcuni  dei  q  ideali  P,-  saranno 
eguali. 
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il  contributo  di   terniivii  portato  dal  numero  primo  p  shth 

(3)  ~ 4 L.!....l     __i„ 

dove  con  f, ,  /'-,../*,  abbiamo  indicato  i  rispettivi  gradi  di  P„  P.^...  /\; 
siccome  ciascuno  degli  esponenti  f^  è  >1,  la  somma  (3)  non  su- 
pera — ^,  in  ogni  caso  è  minore  o  al  più  eguale  a 


Dunque  la  serie  {"2)  è  miuorante  risper^Lo  aila  serie 

estesa  a  tal  ti  i  numeri  primi  naturali,  e  questa  è  convergente, 
perchè  o  >  1. 

Dimostrato  fi^'i  il   lemma  a),  prendiamo  la  serie 

(4)  2^    (^w>i), 

estesa  a  tutti  gli  ideali  A  nel  corpo  A:(0),  e  dimostriamo  che  in 
ogni  campo  finito  tutto  interno  al  semipiano  ^(^•}>1,  questa  serie 
converge  assolutamente  ed  uniformemente. 

Trattandosi    dapprima  di  stabilirne  la  convergenza    assoluta, 
dovremo  considerare  la  serie  dei  moduli 

(6)       .      '  S^         (.  =  «(*)>!) 

e  provarne  la  convergeu/ia.  Paragoniamo  per  ciò  questa  serie  ci 
prodotto  infinito 

(6)  Q  ==  ri  —^ 


{NPf 

di  cui  sopra  abbiamo  provato  la  convergenza  assoluta,  e  per  ciò 
incondizionata.  Dell'ordine  arbitrario  dei  fattori  disponiamo  or- 
dinandoli per  norma  di  F  eresiente,  talché  verranno  raggrup- 
pati tutti  quelli  che  hanno  egual  norma. 
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Sia  ora  m  un  intero  razionale  positivo,  che  faremo  poi  cre- 
scere infinitamente,  e  del  prodotto  infinito  (6)  consideriamo  quel 
prodotto  parziale  finito  contenente  i  soli  fattori  in  cui  NP^m, 
e  indichiamolo  con 

(O';  NP<m 


_"'  1 


{NPr 


Notiamo  che,  «iccome  nel  prodotto  (6)  tutti  i  fattori  sono  >1, 
il  valore  di  questo  prodotto  parziale  è  certamente  <^  Q.  Ora,  come 
al  §  118,  sviluppiamo  ciascuno  dei  fattori  in  (6*)  nella  progres- 
sione geometrica 

{NPf 

e  moltiplichiamo  questo  numero  finito  di  serie  fra  loro.  Otterremo 
cosi  una  parte  della  serie  (5),  che  indicheremo  con 


(-)  ^  S'  7^. 


rs  ' 


dove  figureranno  tutti  e  soli  gli  infiniti  irreali  A  che  non  sono 
divisibili  per  alcun  ideale  primo  di  NP^  m.  Fra  questi  figurano 
certamente  tutti  gli  ideali  A  di  norma  NA  <,m,  e  questi  sono  in 
numero  finito  (§  59^)),  poi  ancora  infiniti  altri  ideali  A  che 
avranno  A!/fl>m;  corrispondentemente  decomponiamo  la  serie  (a) 
in  due  parti  che  iudichiamo  con 

y     ^    4-  y'-J_ 

di  cui  la  prima  sarà  un  polinomio  e  conterrà  tutti  i  termini  della 
serie  (5)  con  NA<Cm,  la  seconda  una  serie.  La  serie  (a)  non  è 
che  uno  sviluppo  del  prodotto  finito  (6*),  e  per  ciò  abbiamo  : 

(7)         A^p" .  i         "^  Ji^  WAf  +  y^jNAf  . 

"     {NPy 

33 
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Di  qui  intanto,  per  l'osservazione  premessa,  deduciamo 

2j  iwj^  ^  ^' 


NA<  m 


{NAf 


e  siccome  m  è  un  intero  che  possiamo  far  crescere  infinitamente, 
mentre  Q  è  il  valore  fìsso  del  prodotto  infinito  (6),  ne  deduciamo 
che  nella  serie  a  termini  positivi  (6)  tutte  le  somme  parziali  re- 
stano limitate  <  Q,  e  la  serie  è  dunque  convergente.  Dopo  ciò, 
se  nella  (7)  facciamo  crescere  m  infinitamente,  il  prodotto  a  si- 
nistra converge  verso  Q,  e  a  destra  la  seconda  parte  2'  converge 

manifestamente  a  zero,  onde  segue  l'identità  fra  il  valore  della 
serie  (6)  e  del  prodotto  infinito  (6).  Ma  ora  osserviamo  di  più  che 
la  formo  la  (7),  pel  modo  stesso  come  è  stata  dedotta,  conserva 
significato  e  valore  anche  se  per  l'esponente  a  poniamo  un  va- 
lore .9  complesso  qualunque,  purché  sia  i?(.v)>l;  cosi  abbiamo 

(NPy 

Di  qui,  passando  al  limite  per  /w  =  oo  ,  a  causa  della  conver- 
genza dimostrata  del  prodotto  infinito  (1)  e  della  serie  (4),  dedu- 
cfamo  che  i  loro  valori  sono  identici  : 

(8)         ?W)-  =  g— -V-  (p-^w>i)- 

{NPy 

Provata  cosi  la  convergenza  assoluta  della  serie  (4)  2 


{NAy 

per  J?(5)>1,  facilmente  dimostriamo  la  seconda  asserzione  ch« 
in  ogni  campo  finito,  tutto  interno  al  semipiano  JS(5)>1,  ha 
luogo  convergenza  uniforme.  Possiamo  infatti  ordinare  i  termini 
della  serie  assolutamente  convergente  (4),  ponendo  insieme  quelli 
in  cui  NA  riceve  uno  stesso  valore  m.  Se  indichiamo  allora  con 

F{m) 
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il  numero  (finito)  degli  ideali  A  pei  quali 

NA  —  m, 
la  nostra  serie  diventa  una  serie  di  Dirichlet 


S 


F{m) 
m' 


che  in  tutto  il  semipiano  ^(*)>»1  converge,  ed  anzi  converge 
assolutamente.  Pei  teoremi  al  §  120,  in  ogni  campo  finito  tutto 
interno  al  detto  semipiano  la  convergenza  è  quindi  anche  uni- 
forme. 

§  122. 
La  funzione  X.^is)  di  Dedekind  f  le  fanzìoui  parziali  ^^(5,  fl). 

I  risultati  sopra  ottenuti  ci  portano  a  definire  la  funraone 
zeta  di   Dedekind   relativa   al   corpo  ^'(0),  in  tutto  il  semipiano 

i?(^)>l,  mediante  la  serie   /]  /^t  a^.i  ®d  abbiamo  cosi: 

^  {NA}' 

La  formoìa: 

definisce,  in  tutto  il  semipiano  R(8)  >  1,  la  funzione  tìds)  di  Dedekind 
come  funzione  finita,  continua  e  monodroma  della  variabile  complessa  s. 

A  questa  prima  espressione  per  serie  della  ^t{s)  se  ne  aggiunge, 
per  la  formola  (8)  superiore,  una  seconda  per  prodotto  infinito: 

Nella  medesima  regione  R(s)^l  la  stessa  funzione  'Z^(s)  ammette 
la  seconda  rappresentazione  analitica  per  prodotto  infinito 

(II)  l.{^)  =  n ^—    iB{s)y  1  ) 

'  1  — 


{NPy 


e  la  convergenza  del  prodotto  a  destra  è  assoluta  ed  uniforme. 

Da  questa  seconda  rappresentazione  analitica  è  posto  in  evi- 
denza che  :  almeno  nell'interno  del  semipiano  Ris)"^  1,  la  funzione 
^(*)  non  si  annulla  mai. 
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Naturalmente  se  si  suppone  che  il  corpo  algebrico  A:  (0)  si  ri- 
duca al  corpo  razionale  {n  =  1),  le  formole  (I)  e  (II)  si  riducono 
alle  rispettive  (II),  (II*)  §  119,  colle  quali  si  è  definita  la  ^(.v) 
di  Riemann. 

Nel  caso  generale  di  un  corpo  algebrico  ^'(,9),  accanto  alla 
sfc(.v)  totale  possono  considerarsi  altrettante  zeta  parziali  quante 
unità  sono  nel  numero  h  delle  classi  di  ideali  nel  corpo  k  (0). 
Per  questo  basterà  prendere  nella  serie  a  destra  in  (I)  soltanto 
quei  termini  che  corrispondono  ad  ideali  A  appartenenti  ad  una 
medesima  classe.  Se  diciamo  H  la  classe,  scriveremo  la  relativa 
somma  parziale  colla  notazione 

.■e»  (NAY  ' 

e  questa  serie,  come  parte  della  serie  totale  ^  ^^  ,  sarà  pure 
assolutamente  convergente  per  i2  («)  >  1,  e  in  ogni  campo  tutto 
interno  a  questo  semipiano  avrà  luogo  convergenza  uniforme, 
onde  la  somma  sarà  una  funzione  finita,  continua  e  monodroma 
di  .9  nella  detta  regione.  Indicando  questa  zeta  parziale  col  simbolo 

avremo  dunque 

(HI)  ^.(*,^)=^S^-(]^     (i^(-^)>l). 

La  somma  delle  h  zeta  parziali  darà  la  t,k{^')  totale: 

a 

la  somma  a  destra  constando    di   h   termini,  corrispondenti  alle. 
h  classi. 

Si  osservi  che  se  dalla  classe  H  si  estrae  un  ideale  fìsso  >4, 
ogni  altro  ideale  ^  in  jff  è  equivalente  ad  A^  At^Ai,  e  in  luogo 
della  notazione  (III)  possiamo  anche  usare  l'altra 

(in*)  lu{s,A)=   S    -^     iE{s)>l). 
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In  particolare  gli  ideali  della  classe  principale  H=^l  sono 
quelli  principali  (a)  generati  da  tutti  i  numeri  interi  del  corpo, 
nella  qual  cosa  però  è  da  tener  presente  che  gli  infiniti  numeri 
associati  ad  a  danno  tutti  un  medesimo  ideale.  Cosi  essendo 
NA  =  ]Na\,  la  zèta  parziale  corrispondente  alla  classe  principale 
potrà  scriversi 

%n       1 


(1)  t,(*,l) 


IxVal-  ' 


dove  a  destra  il  numero  a  percorre  gli  interi  del  corpo,  cosi 
però  che  da  ciascuna  serie  di  numeri  associati  si  prenda  un  solo 
numero  a. 

Anche  per  una  zèta  parziale  corrispondente  ad  una  classe 
qualunque  H,  può  scriversi  una  formola  analoga  alla  superiore 
osservando  quanto  segue.  Dalla  classe  inversa  H~^  di  H  si  estragga 
un  ideale  fisso  B  (un  moltiplicatore  di  A)  di  modo  che 

AB  =  a) 

sarà  un  ideale  principale  per  B.  Viceversa  un  numero  %  dì  B 
dà  un  ideale  principale  Q)  divisibile  per  B.  e  ponendo  (^)  =  J.jB, 
l'ideale  A  appartiene  alla  classe  H.  D'altra  parte  da 

N(^)  =  \Nl\  z=  NA  -  XB 

segue 

1  (NB)' 


(NA)'  -  (NI)'  ' 
e  la  (III)  diventa 

(IV;  Us,H)=:{NByZj^, 

dove  a  destra  B  indica  un  ideale  fìsso  della  classe  inversa  H"^, 
mentre  \  percorre  tutti  i  numeri  dell'  ideale  B,  però  uno  solo 
per  ciascuna  serie  di  numeri  associati.  Questa  è  la  generalizza- 
zione richiesta  della  formola  (1). 
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Siccome  l'espressione  a  sinistra  in  (IV)  non  dipende  dall'i- 
deale B  scelto  in  H~\  anche  l'espressione  a  destra  ne  è  indi- 
pendente, ciò  che  si  verifica  del  resto  osservando  che,  cangiando 
B  in  un  ideale  equivalente,  NB  e  le  norme  dei  numeri  l  variano 
per  un  medesimo  fattore. 

Per  la  funzione  t,j,{s)  di  Dedekind,  e  per  le  zèta  parziali  ^j(.9,  J7) 
si  presentano  le  medesime  questioni  sul  prolungamento  analitico 
di  cui  al  §  120  abbiamo  iniziato  lo  studio  per  la  t,{s-)  Riemanniana. 
.Tali  questioni  vennero  risolute  nel  modo  più  completo  dalle  no- 
tevolissime ricerche  di  Hecke  che  qui  ci  limitiamo  solo  ad  accen- 
nare (*).  Il  risultato  principale,  del  tutto  analogo  a  quello  indi- 
cato al  §  199  per  la  speciale  zèta  Riemanniana,  è  che  queste 
funzioni  esistono  in  tutto  il  piano  complesso,  come  funzioni  uni- 
formi, con  una  sola  singolarità  polare  del  primo  ordine  in  ^  =  1. 

A  noi,  pel  problema  della  determinazione  del  numero  h  delle 
classi  di  ideali,  occorre  soltanto  di  esaminare  il  comportamento 
della  ^j.(.«f)  lungo  l'asse  reale  a  destra  del  punto  (critico)  s^=il  q 
di  provare  che,  accostandosi  s  a  1,  la  t,T,{s)  cresce  infinitamente, 
cosi  però  che  il  prodotto 

{s-l)  l,{s) 

tende,  per  s^=il,  ad  un  limite  determinato  e  finito  non  nullo  (**) 
che  sta  appunto  in  una  relazione  semplicissima  col  numero  li 
delle  classi. 


(*)  Nel  libro  di  Landau.  Elementare  analytische  Theorie  der  alge- 
braischen  Zahlen  und  der  Ideale  (Leipzig-Teubner  1918)  si  trovano  esposti 
i  risultati  di  Hecke  con  applicazioni  ai  problemi  di  frequenza  degli  ideali 
primi. 

(**)  È  visibile  a  priori  clie  tale  limite  sarà  poi  necessariamente  posi- 
tivo poiché  per  valori  reali  >  1  di  s  la  ^^  (»)  =  S  7Wj\,  ^  sempre  ma 
nifestament»  positiva. 


i 


T 
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T 
Osserrazioni  preliminari  sul  calcolo  del  limite  hm  — 


La  deteriniuazione  del  limite  ora  indicato,  e  la  conseguente 
formola  di  Dedekind  pel  numero  h  delle  classi,  richiede  la  riso- 
luzione di  un  problema  fondamentale  che  ora  cominciamo  a 
trattare. 

Consideriamo  un  ideale  fisso  A  nel  corpo  fr(6)  e  tutti  gli  ideali 
principali  divisibili  per  A.  Indichiamo  con  f  una  variabile  posi- 
tiva, che  facciamo  crescere  da  0  a  +  oc ,  e  per  ogni  valore  asse- 
gnato a  t  consideriamo  quegli  ideali  principali  di  k{Q)  che  sono 
divisibili  per  ^  e  la  cui  norma  non  supera  t;  il  numero  di  questi 
ideali  si  indichi  con  T,  e  sarà  T:=  T{t)  una  funzione  di  t  sempre 
finita  per  t  finito,  ma  che  varia  in  modo  discontinuo  passando 
solo  per  valori  discreti,  interi  positivi,  e  crescendo  manifesta- 
mente all'infinito  al  crescere  infinito  di  t. 

Ora  quello  che  importa  per  noi  stabilire  è  il  teorema  seguente: 

T 
A)  E  rapporto  ——,  al  crescere   infinito  di   t,  converge  verso  un 

limite  determinato  e  finito,  che  ha  la  forma 
I)  lim  (^]  = 


.  *  ì         ^^^  ' 
dove  g  è  una  costante  positiva  indipendente  dall'ideale  A. 

Prima  di  esporre  l'analisi  generale,  che  ci  condurrà  a  stabi- 
lire questa  formola  fondamentale,  consideriamo  due  casi  partico- 
lari che  faranno  meglio  intendere  la  natura  della  questione. 

a)  Consideriamo  in  primo  luogo  il  caso  del  corpo  razionale 
{n  =  l),  nel  quale  ogni  ideale  J.  è  un  ideal©  principale,  generato 
da  un  numero  intero  positivo  a.  Indicando  con  E  (t)  il  massimo 
intero  contenuta  in  t,  si  ha  qui  manifestamente  . 

T=:E{  — 

a 
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Ora,  essendo 

o  '       ' 

T 

pel   rapporto  —  abbiamo  le  limitazioni 

a  t    ^    t   ^  a  ' 

da  cui,  facendo  crescere  t  infinitamente,  deduciamo  subito 

i.cc  \  t  J        a 
i 

Come  si  vede,  questa  formola  è  in  effetto  un  caso  particolare 
della  (I),  ove  la  costante  g  ha  il  valore  gr=l. 

6)  In  secondo  luo|;o  consideriamo  un  corpo  quadratico  imma- 
ginario k(if'm)  con  w=J^3  (mod  4),  dove  dunque  la  base  del 
corpo  è  [l,  2  ^'wjf*).  Prendiamo  un  qualunque  ideale  primario^ 
del  corpo  colla  base  (§  60) 

dove  n  =  NA  è  la  norma  di  -A,  ed  è 

a*-\-mz=znq  {q  intero). 

Ogni  numero  a  dell'ideale  A  (divisibile  per  A)  ha  la  forma 

a=znx  -^(a  -\-i  fin)  y     {x,  y  razionali  interi), 

ed  è 

Na  =  n  \  nx*-\-2axy  -\-  qy^  \  =  NA  \  nx*-\-2axy  -f-  sy*  |* 


(*)  In  modo  analogo  si  tratterebbe  il  caso  m  a  3  (mod  4)  ove  la  bas» 
del  corpo  è 

1  ^  _ 
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Affinchè  sia 

occorre  clie  si  abbia 

nx-  -\-1axy  Ar  fiy"  ^^^  ■ 


Poniamo 


(1) 


/ 


e  la  disèguaglianxa  superiore  si  scrive 

(2)  n^»-|-2aÌìi4-2V^l- 

Interpretando  ^,r|  come  coordinate  cartesiane  ortogonali, 
questa  definisce  l'interno  di  un'ellisse  che  ha  per  inversa  del 
prodotto  dei  semiassi 


}  nq  —  a'  =  f'  «/  . 
e  la  cui  area  Q  è  quindi 

Q  =  -^. 

Ora  se  nelle  (1)  facciamo  percorrere  a  te,y  tutti  i  valori  in- 
teri, otteniamo  un  reticolo  di  punti.  Se  attorno  a  ciascuno  di 
questi  come  centro  descriviamo  un  quadrato  di  lato  =5,  coi 
lati  paralleli  p.  e.  agli  assi  coordinati,  veniamo  a  ricoprire  il 
piano  con  una  rete  di  questi  quadrati,  ciascuno  di  area  =0*. 

Vediamo  ora  quale  è  il  numero  dei  punti  del  reticolo  consi- 
derato che  sono  interni  all'ellisse  (2),  cioè  il  numero  dei  qua- 
drati della  rete  che  totalmente,  ovvero  parzialmente,  apparten- 
gono all'  area  fì .  Per  questo,  avendo  indicato  con  T  il  numero 
degli  ideali  del  corpo  generati  dai  numeri  a  in  considerazione, 
si  osservi  che,  appena  m  >  1,  due  •  due  soli  numeri  a  (associati) 
generano  lo  stesso  ideale,  mentre  se  m  =:  1  (corpo  di  Gauss) 
questo  numero  sale  a  quattro. 
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Cosi  il  numero  dei  detti  quadrati  sarà  di 

2r  per    m>l,         4  T   per    tn  =  l, 
e  la  loro  area  complessiva  sarà  dunque 

2  Tb'  =  2NA  .  —  per  w  >  1 

4  TrV  =  4:NA  .  -^  per  m=zl. 

Se  ora  facciamo  crescere  t  infinitamente,  vale  a  dire  conver- 
gere 8  a  zero,  per  la  definizione  stessa  dell'area  fì,  questa  è  il 
limite  verso  cui  tende  la  detta  area  complessiva  dei  quadrati  e 
ne  concludiamo 

..       /r\  In 


NA  2^— 

lim    ~—  I  ==  — — — —  ,    per    m=l 
,  =  .   \  t  I        NA    4  '    ^ 


e  questa  è  precisamente  la  formola  (I),  avendo  la  costante  g  il 

valore    „  , per  w>l  e  -—  per  w=l. 

2^    ^  4    ^ 

Particolarmente  la  descrizione  di  questo  secondo  caso  ci  ser- 
virà a' intendere  meglio  l'analisi  seguente  del  caso  generale  per 

un  qualunque  corpo  Jc{Q),  ove  si  vedrà  che  il  calcolo  del  limite 

T     .  ...  .       . 

del  rapporto  — -  viene  ad  identificarsi   colla   determinazione  del 

volume  (ipervolume)  di  un  solido  in  uno  spazio  rappresentativo 
a  n  dimensioni. 

Sia  A  un  qualunque  ideale  del  corpo,  che   riferiamo  ad    una 
determinata  base 

4  =r  [ai,  a,,...  a,], 

talché  ogni  numero  a  dell'ideale  A  è  dato  dalla  formola 
ove  le  hi  ricevono  valori  razionali  interi. 
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Trattandosi  di  considerare  gli  ideali  principali  di  à;(6)  che 
sono  divisibili  per  A,  e  la  cui  norma  non  supera  t^  dobbiamo 
ricordare  che  questi  ideali  vengono  appunto  generati  dai  numeri 
(3)  di  A,  però  ciascuno  infinite  volte,  e  cioè  insieme  che  da  a 
anche  da  tutti  i  suoi  infiniti  associati.  La  prima  cosa  che  occorre 
fare  è  di  scegliere  in  ciascuna  serie  di  numeri  associati  uno  di 
questi  numeri,  ovvero  un  numero  finito  di  essi,  in  guisa  che  cia- 
scuno dei  detti  ideali  venga  cosi  generato  o  una  sola  volta,  o 
un  numero  finito  fisso  di  volte.  Questo  si  ottiene  utilizzando  la 
nozione  di  numeri  ridotti  (§  55),  rispetto  ad  un  sistema  fonda- 
mentale fissato  di  unità,  ed  ogni  volta  fra  i  numeri  a  associati 

(3)  scegliendo  soltanto  i  ridotti  fra  questi,  il  cui  numero  è  fisso 
e  dato  dal  numero  le  delle  radici  delle  unità  contenuto  nel  corpo. 
Mantenendo  le  notazioni  del  §  55,  le  limitazioni  a  cui  dovremo 
assoggettare,  nella  formola  (3),  le  coordinate  A,  per  ottenere  nu- 
meri a  ridotti,  consistono  in  questo  che  gli  esponenti 

di  a,  insiene  ad  e,  i=—  log|iVa|,  calcolati  dal  sistema  lineare  (3) 
n 

§  55  (pag.  238): 

/     ^11  e,  -f  Z„  «,  -f-  . . .  -f  Z,,,_ie._,  -f  rf,  e,  =:  2,  a 
,.  ]     hi  «1  +  ^1  «,  +  ...  +  ?,,v-i  «v-i  +  di  e,  =r  /,  a 

\     '«,1  «i  -\-  K.t  e,  -|-  •  •  •  +  ^w,.-t  «,- 1  4-  ^v  «»  =  ^.  a, 
soddisfino  alle  limitazioni 

(4)  0^e,<l,  per  2=1,  2,...v  — 1. 

Pertanto,  avendo  indicato  con  T  il  numero  degli  ideali  prin- 
cipali del  corpo  divisibili  per  A^  e  1»  cui  norma  non  supera  la 
costante  positiva  ?,  avremo  questo  primo  risultato: 
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Il  numero  dei  numeri  ridotti  a  contenuti  nell'ideale  A  e  la  cui 
norma,  in  valore  assoluto,  soddisfa  alle  limitazioni: 

(5)  0<[A^a|^^ 

è  dato  precisamente  da  kT,  dove  k  è  il  numero  delle  radici  dell'u- 
nità contenute  nel  coi'po. 

Ed  ora  facciamo  vedere  come  il  calcolo  del  limite  per  <=;oo 

T  kT 

del  rapporto  —,  ovvero  di  — -,  si  riduca  a  calcolare  un  volume 

nello  spazio  a  n  dimensioni. 


§  124. 

Introduzione  di  rariabili  continue. 

Il  limite  lim  (-—]  ridotto  al  calcolo  di  un  Yolume. 

Imitando  il  procedimento  tenuto  sopra  in  h)  per  i  corpi  qua- 
dratici, associamo  come  al  §  88,  alla  base  dell'ideale  A  e  dei 
suoi   coniugati,  le   n   forme   lineari    in  n  variabili    indipendenti 

(1)  (p^'-z=al'^a;,+  ai'-^a:,-f...  +  a.*>;r.  {i=l,2,.,.n) 

il   cui    determinante  è  dato   da  NA^D    (§  67  (3))  e  poniamo 

(2)  «  =  lq)'-'^(p^'\..(pf")l 
talché 

è  la  forma  decomponibile  X,  data  dalla  (I)  §  88  (pag.  378),  coor- 
dinata all'ideale  A.  Quando  alle  a?j  nelle  (1)  attribuiamo  valori 
razionali  interi  A,,  le  9*^^  9^% . . . q)^"^  diventano  gli  n  numeri  co- 
niugati 

ed  u  diventa  [iVa].  Riguardiamo  «1,  a;, ,...07,  come  coordinate 
cartesiane  ortogonali  in  uno  spazio  rappresentativo  (euclideo)  a  n 
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dimensioni  e  cominciamo  dall' estendere  alle  variabili  continue  «< 
e  alle  conseguenti 

le  nozioni  di  logaritmi  coniugati  Z,(a)  e  di  esponenti  e,  (a),  intro- 
ducendo nuove  V  variabili  reali 

Vii  yt,-"!/. 

(corrispondenti  ai  logaritmi  coniugati)  col  porre  (cf.  §66,  pag.  238): 

(3)  y,  =  rf,  log  [(pn  per  q^  1,  2,.. v, 

dove 

(     d,=:l,  per  q=l,2,...r 

f  3') 

(     d,=  2,     >     5  =  r-j-l....v 

^f,d,  =  r-\-2.=:n. 

Similmente  al  posto  di  Ci(a),  e,(a) ...e^{a),  definiti  dal  sistema 
lineare  (a)  paragrafo  precedente,  introduciamo  le  v  variabili 

SI  )  5i }  •  •  •  Iv 
definite  dal  sistema  lineare  corrispondente 

Mi  bi    I    'if  >»  "T~ r  ^i,»-i  sw-t  n~  ^«  Sv  ^^^  i/l 


(4) 


hiìi-{-Kiìt  + -f-  ^v.v-i  lv-1  -h  c?v  Iv  =  y, , 


dalle  quali  sommando  si  rileva  (cf.  §  55  (4')  pag.  239) 

;,=  iiog«. 

Ad  ogni  sistema  di  valori  delle  a;, ,  pel  quale  la  forma  u  non 
si  annulli,  corrisponderà  così  un  sistema  perfettamente  determi- 
nato e  finito  di  valori  per 

5i  5  w  >  •  •  •  5f 
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Ora,  in  relazione  colle  diseguaglianze  (4)  e  (5)  del  paragrafo 
precedente,  cui  debbono  soddisfare  gli  esponenti  e  la  norma  di 
un  numero  a  ridotto,  consideriamo  nello  spazio  rappresentatiro 
a  n  dimensioni  un  campo  C  definito  dalle  diseguaglianze: 

(6)  0^Ì,<1  per  »r=l,2,...v— 1 

(7)  0<M<1. 

Dimostriamo  che  in  questo  campo  Crostano  limitate  £c,,£c,...ic„. 
E  infatti  per  le  (6),  (7),  e  per  le  (4),  (6),  restano  limitate  yi,y2--'y„ 
conseguentemente  per  le  (3)  anche  i  moduli  di  <p^*^,  qp^'^ . . .  «p-"-', 
cioè  di 

E  allora  se  dalle  n  equazioni  lineari  (1) ,  con  determinante 
NA^ D  ^0,  si  traggono  i  valori  di  o^i,  £c, ,...a;„  questi  risultano 
pure  fra  limiti  finiti.  Il  campo  C  è  dunque  un  campo  finito. 

Ciò  osservato,  e  indicando  con  t  un  valore  fìsso  positivo,  co- 
munque grande,  pongasi 

V  t 

onde  6  tenderà  a  zero  quanto  t  cresca  infinitamente.  Se  a  £Ci,£c,,..£c„, 
si  danno  valori  della  forma 

(8)  iCi  =  8A,,     aT,z=:5A,,...a;„=8A,, 

colle  hi  interi    razionali,  le  qp^'',  (p^'V  •  •  ^"^"^  diventeranno    rispetti- 
vamente « 

cioè  i  multipli   secondo  8  dei  coniugati   dell'intero    a=r:Aia, -[- 

Na 
-\-'htat-\- ...  \-h^a„^  Q  la  M  verrà  a  coincidere  con  8"iVa  =  -— ;  \., 

ai  cangia  in  log  8  -\ log  [iVa|  =  log  8  -j-  ^v  («)j  onde  ii,i, 5.-?v  i 

n 

diventano 

I,  =e,(a)    per    t  =  1 ,  2,...v— 1. 


!l?(t) 
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Se  il  numero  a  è  un  numero  ridotto,  soddisfacente  alle  dise- 
guaglianz©  (4),  (5)  del  paragrafo  precedente,  ne  conseguono  le 
limitazioni  (6),  (7)  attuali,  e  viceversa  da  queste,  per  valori  delle 
X  della  forma  (8),  segue  che  il  corrispondente  numero  a  è  ri- 
dotto ed  lia 

0<[^Va|<^. 

Vediamo  dunque  che  i  punti  del  reticolo  individuato  dalle  (8), 
appartenenti  al  nostro  campo  C  a  n  dimensioni  sono  tanti  quanti 
i  numeri  ridotti  contenuti  nell'ideale  A,  con  norma  non  supe- 
riore a  f,  e  cioè  precisamente  in  numero  òì  IcT. 

Ed  ora  consideriamo  nello  spazio  S^  a  n  dimensioni  tutti  i 
punti  del  reticolo  (8)  di  coordinate 

(9)  (8A,,8A„...5AJ 

e,  attorno  a  ciascuno  di  essi  come  centto,  descriviamo  il  solido 
cubico  racchiuso  dai  2n  iperpiani 

ic,r=S^,  +  ^       (t=r  1,2,  ...n). 

Lo  spazio  S,  a  n  dimensioni  resta  completamente  riempito  d». 
questo  reticolato  di  cubi,  a  ciascuno  dei  quali  compete  il  volume 

6",  valore  dell'integrale  n'''"  /  j . ..  i  dx^dx^.  ..dx^  esteso  ad  uno 

dei  detti  cubi.  Ma  limitiamoci  a  considerare  quei  cubi  del  retico- 
lato, in  numero  dì  IkT,  i  cui  centri  cadono  nei  vertici  del  reticolo 

(9)  interni  al  nostro  campo  C,  e  che  appartengono  quindi  total- 
mente o  parzialmente  a  C  stesso.  A  questo  campo  C,  limitato  in 
tutti  i  sensi  come  si  è  visto,  e  definito  dalle  diseguaglianze  (6)  (7), 
appartiene  un  determinato  volume  V  dato  dall'integrale  multiplo 

'  r  r 

(10)  Fr=/  /  ...  1  dx,dx,...dx, 

'    (C) 
esteso  a  C  stesio.  Per  la  definizione  stessa  d'integrale  multiplo, 
abbiamo 


V=  lim  (8" .kT)z=  lim  l^] , 

5-9  l.«     \      l      / 
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onde  infine 

<"'  !Ì-(t)=-t- 

T 

Cosi  è  provato  che  il  capporto  —  converge  in  effetto,  per  t 

.    .        V 
infinitamente  crescente,  verso  un  limite  -=~  determinato,  finito  e 

k  ' 

diverso  da  zero,  ed   altro   più   non  resta  che  eseguire  il  calcolo 
del  volume   V  per  stabilire  la  formola  enunciata  (I)  a  pag.  519. 


§  125. 
Calcolo  del  Tolunie  V  e  della  costante  g. 

Per  trovare  il  valore  effettivo  del  volume  V  è  opportuno  un 
cangiamento  delle  variabili  a;,,«8...a5„,  che  riconduca  l'integrale 
(10)  ad  avere  limiti  fissi.  Prenderemo  come  n  nuove  variabili 
(reali)  in  primo  luogo  le  v  già  sopra  introdotte 

le  quali  variano  per  le  (6)  (7)  fra  i  limiti  fìssi  (0, 1),  e  queste 
completeremo  con  altre  n  —  v  =  *  variabili  per  le  quali  assume- 
remo gli  argomenti  'vt'v_i,'4'v-(-j,. .  .■\i^„  delle  quantità 

argomenti  che  si  prenderanno  fra  0  e  2jt,  asioggettati  cioè  alle 
limitazioni 

(12)  0<i^.+.,<2jt,    0<-ii»,^,<2;t,...0<ii^„<2.-t. 

Per  tal  modo,  ad  ogni  sistema  di  valori  di  «p,, »,...«.  appar- 
tenenti al  campo  C,  corrisponderà  un  solo  sistema  di  valori  per 
le  nuove 

(13)  li,l,,---ly-i,w;n'.+i---^.? 
soddisfacenti  alle  limitazioni  (6),  (7),  (8). 
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Se  diamo  invece  un  tale  sistema  (13)  delle  nuove  variabili, 
risulteranno  perfettamente  fissate  le  antiche  ar,,X3,.,.a:„,  o  ciò  che 
è  lo  stesso  per  le  (1)  le  qp^*',  q)^*\ . . .  (p^"^  solo  quando  tutti  i  corpi 
coniugati  ir^'\^^*-, ..  .Z"^"'  siano  immaginarli,  ossia  quando  r:z=0, 
perchè  allora  di  ciascuna  cp^'^  conosceremo  insieme  il  modulo  e 
r  argomento.  Ma  se  invece  r  >  0,  delle  prime  r  quantità  reali 
q)^'^,  q;''\ . . .  q)-''  conosceremo  solo  i  valori  assoluti  e  resterà  quindi 
libera  la  scelta  fra  due  segni  opposti  per  ciascuna,  ciò  che  pro- 
duce 2''  possibilità  distinte.  In  generale  dunque  il  campo  C  per 
le  variabili  ic, , x,, .  ..a;,  risulterà  decomposto  in  2' campi  parziali 
r,  ciascuno  dei  quali   consta  di  quei  punti  (aJi,a;,,.  ..a;J  dove  i 

agni  di  q)^*\  (p^'\ . . .  qp^'^  rimangono  gli  stessi,  e  i  punti  di  ogni 
campo  r  saranno  posti  in  corrispondenza  biunivoca  coi  sistemi 
di  valori  delle  nuove  variabili  (13),  assoggettate  alle  limitazioni 

G),  (7),  (12).  Per  tal  modo  l'integrale  V  da  calcolarsi  risulterà  la 
somma  dei  singoli  estesi  ai  2' campi  parziali  F;  ed  ora  andiamo 
a  Verificare  che  questi  ultimi  danno  tutti  lo  stesso  contributo  per 
F,  eseguendo  la  traslormazione  col  calcolare,  colla  nota  regola, 
il  valore  assoluto  del  determinante  funzionale 


^  (^n;i,---Ìv-i,tt,1iWi-.-H'») 


Riferendosi  alle  proprietà  dei  determinanti  funzionali,  valide 
er  variabili  reali  o  complesse,  si  decomporrà  il  passaggio  in  pv"i 
.-successivi   come  segue.  Passeremo    in  primo  luogo  per  le  inter- 
mediarie 

il  cui  determinante  funzionale  rispetto  a  a*i,x,,...ir,  secondo  le 
formolo  (1),  come  già  sopra  si  è  notato,  è  z=KA)^ D;  avremo 
quindi 


d  {cp^'\  <p(»\ . . .  <p<-^)  ~  NAf^ 


u 
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Calcoliamo  ora  il  valore  del  determinante  funzionale 
d  (V\  (pf*' .  .  .  q)f''>) 

ricorrendo  alla  definizione  colle  formole  (3)  delle  y^.  Se  q^r  si  ha 


onde  pei  differenziali 


y^  ■=.  log  (+  9^'^)        (secondo  che  (p^'^  è  po- 
sitivo o  negativo) 


Se  invece  q  >  r,  p.  e.  3  =  r  -|-  1,  allora  cp^""  '^  e  immaginaria  e 
se  la  coniugata  è  cq^^^'^\  pel  significato  di  ipy.j ,  abbiamo 

[    log  (pC-^^^^-y,^,— z^v, 


logq)'-^-^'>z=z-y,^,-f-rvJv. 


da  cui 


8  ((p^'-^'\  (p(^+>^) 


=  2(p('-+')q)f'"'\ 


e  analogamente  per  le  altre  coppie  coniugate. 

Di  qui,  moltiplicando    per   tutte  le  «  —  v  coppie   coniugate, 
risulta  per  le  (2) 

a  ((p^'\  cp(*\  . .  (c^-n  ,      . 

Infine  se  dalle  (4),  (5)  calcoliamo  il  detei'minante  funzionale 

^(yny2,->.yv) 

ricordando  dal   §  56  (pag.  239)  che  il  valore   del    determinante 
delle  (4) 

'Il  'u  •  •  •  ^i,v-i  ^1 
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è  dato  da 

M  i^  =:^  n  2^  I  Ei  5  e,, . . . ey_i), 

essendo  L  il  regolatore  del  sistema  delle  unità,  troviamo 


(16) 


^(^uÌ«7---Ìv-n")  « 


Combinando  per  moltiplicazione  le  formole  (15).  (16),  (17),  ri- 
sulta dunque  pel  valore  cercato  del  determinante  (14): 

a  f £P, ,  a?„  . . .  ac.)  _L.>-v        ^ 

=  ~r  2      :=- . 


Questo  valore  (costante)  è  naturalmente  reale,  come  del  resto 
risulta  auclie  da  ciò  che  il  numero  fondamentale  D  è  positivo 
se  n  —  V  zizs  è  pari,  negativo  se  *  è  dispari.  Il  valore  assoluto 
di  questo  determinante  funzionale  è  adunque 


NA  fyoi  ' 

e,  secondo  la  fo5*mola  per  la  trasformazione  di  integrali  multipli, 
è  questo  il  attore  per  cui  bisogna  moltiplicare  ogni  elemento 

d\^d%^... d\^_y  d u  dx^^^i . . .  rfxjj, 

dell'integrale  trasformato  per  avere  quello  corrispondente 

dxid x. .  .  .dx, 

del  primitivo.  Il  volume  V  di  ciascuna  delle  2'  regioni  F  sopra 
considerate  è  adunque 

1  1  1  1  2tc  2jc 


^■'=ivi7p/''^/'''?----./"''H''"/'''-"'"'/'''- 


Cloe 

V 


NA. 


UDÌ 
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e  moltiplicando  per  S' :i= 'i'**"",  si  ha  in  fine 


V: 


NAÌ\D\  ' 


da  cui  sostituendo  nella  (11)  risulta  calcolato   il  limita  dei   rap- 

T 

porto  —  colla  forinola 


t  I       NA'    7cÌ]D\ 

Così  abbiamo  in  effetto  dimostrata  l'enunciata  formola  fon- 
damentale (I)  §  123  e  trovato  per  la  costante  ivi  indicata  con 
g  il  valore 
(II)  g  =  ?^P 

che  dipende  solo  dal  corpo  e  non  dall'ideale  A. 


§  126/ 

Conseguenza  del  teorema  fondamentale  A)  §  133. 
Formola  pel  numero  h  delle  classi. 

Dimostj-ata  cosi  la  formola  (I)  §  123,  b  trovato  il  valore  (II) 
per  la  costante  g,  osserviamo  in  particolare  il  significato  cbe  ri- 
sulta per  ^,  ove  si  prenda  per  A  l'ideale  unità  A=:l;  allora  il 

T 

rapporto  —   è    quello    relativo    agli    ideali    principali,    o    della 
z 

classe  principale,  ed  è   T  il  numero  di  quelli  la  cui  norma  non 
supera  t 


(*)  Le  formole  direttamente  calcolate  in  6)  §  123  pel  caso  del  corpo 
quadratico  immaginario  k  (i  \  m  )  rientrano  in  questa  generale,  osservando 
che  in  questo  caso 

V=:l,         n  =  2,         i=r:l 

e  k  =  2  se  m>l,  lf  =  i:  se  m==l,  mentre  è  D  =  ^m. 
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Ora  è  assai  notevole  che  lo  stesso  valore  g  p«fl  limite  di 
questo  rapporto  si  presenta  in  ogni  altra  classe  H,  cioè  sussiste 
il  teorema: 

a)  Se  H  è  una  qualunque  classe  di  ideali  e,  per  ogni  valore  posi- 
tivo arbitrario  della  variahile  reale  t,  si  indica  con  T  il  numero 
degli  ideali  A.  nella  classe  H,  la  cui  norma  non  supera  t, 

NA^t 

T 

al  crescere  infinito  di  i,  il  rapporto  ——  converge  verso   il   limite  g 

indipendente  dalla  classe  : 

'  T  \ 


'^)  !™ìt)  = 


Per  dimostrarlo  prendiamo  nella  classe  inversa  H~^  un  qua- 
lunque ideale  fisso  M  (un  moltiplicatore).  Se  ^  è  un  ideale  di 
H  sarà 

(2)  AM  =  (a) 

un  ideale  principale  (a)  divisibile  per  M;  e  viceversa  da  ogni 
ideale  principale  (a)  divisibile  per  M  segue  la  (2),  con  A  conve- 
niente in  H.  Cosi  è  stabilita  una  corrispondenza  biunivoca  fra  gli 
ideali  principali  (a)  divisibili  per  M  e  gli  ideali  A  della  classe  H. 
Se  però  fra  questi  ultimi  ci  limitiamo  a  considerare  quelli,  in 
numero  di  T,  che  hanno  NA  ^  t^  corrispondentemente  per  la  (2) 
avremo 

N  (u)  =,  NA  .NM-^t.  NM. 

Ponendo  allora 

t'=tNM, 

si  osserva  che  t'  cresce  all'infinito  con  t,  e  allora  dal  teorema  A) 
§  123  segue 

',i?  (t)  =  1^  • 
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ossia 

l™  (t)  =  0' 

che  è  la  forinola  {!). 

Dopo  ciò,  cohsideriamo  le  h  classi  diverse 
Hi,  H,,...H^ 

e  denotiamo  con  J^  (i=l,2,...^)  il  numero  degli  ideali  nella 
classe  Hi  la  cui  norma  non  supera  t]  avremo  per  la  (1) 

lim  {~-)  =  g  (i=l,2,...A). 

Sommando  da  iz=zì  a  i:=7i,  e  ponendo 

è  manifesto  che  T  rappresenta  ora  il  numero  di  tuffi  i  possibili 
ideali  A  con  NA  <  ^,  e  di  qai  il  risultato  fondamentale  di 
Dedekind  : 

p)  Se  T  denota   il  numet'o   di   tutti  gli   ideali  diveì'si,  la  cui 

norma  non  supera  il  valore  positivo  arhitraHo  t,  al  crescere  infinito 

T 

di  t  cresce  anche  T  all'  infinito,  ma   in   guisa  che   il   rapporto  —— 

converge  verso  il  limite  determinato  e  finito  (non  nullo) 

(III)  ììm{^]=:gh, 

dove  h  indica  il  nmnero  delle  classi  e  g  è  la  costante  (positiva), 
inerente  al  corpo,  data  dalla  (II). 

Ed  ora,  se  riusciremo  a  determinare  lo  stesso  limite  limi  — I 
per  un'altra  via,  dal  paragone  colla  (III)  risulterà  una  prima 
determinazione  pel  numero  h  delle  classi  di  ideali. 

Questa  via  viene  offerta  appunto  dalle  proprietà  della  fun- 
zione ^»(.9)  di    Dedekind  poiché,  accertata   sopra   l'esistenza  del 

T 

limite  del  rapporto  -7-,  verso  lo  stesso  limite  si  vedrà  conver- 
gere il  prodotto 

{s-l)t,{s) 
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quando,  lungo  l'asse  reale,  ci  si  avvicina  a  destra  al  punto  *=:!, 
come  già  abbiamo  accennato  alla  fine  del  §  122. 

Per  stabilire  la  relazione  indicata,  cominciamo  dallo  scrivere 
la  ^t;^«),  per  Ì2(*)>1,  sotto  la  forma  di  una  serie  di  DiHchlet, 
come  alla  fine  del  §  121 

«=1       "' 

dove  F{m)  indica  il  numero  degli  ideali  di  norma  =:m.  Se  alla 
variabile  t  diamo  il  valore  intero  m,  pel  significato  stesso  di  IT, 
si  avrà 

T=Faì'rF{2)-^....~rF{m), 

e  dalla  (III)  segue  iu  particolare  che  per   la  nostra  serie  (3)  di 

T^-  •  i.,  •  M  ,-  ■  j  ì  .  F  {l)-{-F{2) -[-... -\- Firn) 
Diricnlet  esiste  il  limite  del   rapporto  — ^ — 

ed  è  precisamente 


m 


•=-  m 

Pensiamo  ora  numerati  tutti  gli  ideali  diversi 

■^1  j  -^i )•••  •  -tir }••  • 

e  disposti  per  ordine  di  norme  crescenti  o  stazionarie 

m, ,  m, , . . .  w, . . . . 

divisi  dunque  in  tanti  gruppi  di  egual  norma,  sicché  il  primo 
gruppo  consterà  del  solo  ideale  unità  {F{1)  =  1).  il  secondo  di 
F(2)  ideali  di  norma  =2  (che  mancherà  se  F{2)  =  0),  e  cosi  via. 
Se  poniamo  m-=.m^  avremo  per  lo  meno  )•  ideali  di  norma  ^wi, 

indi 

r^F(l)4-ir(2)-f....-f-^(7«); 

ma  invece  il  numero  degli  ideali  la  cui  norma  non  supera  m — 1 
sarà  certo  inferiore  ad  r,  perchè  già  Aj.  ha  norma  m^'^m  —  1, 
e  di  qui  risultano  le  limitazioni 

a)-j-F(2)-f...4-.F(;n— l)<r  <  F{l)-{-F{2)-\-...-^F{m). 
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Se  queite  si  scrivono  sotto  la  forma 


m  —  1  \m/w,  m 

e  si  osserva  che  le  successioni  a  destra  e  a  sinistra,  per  m  infi- 
nitamente crescente,  convergono,  per  la  (4),  verso  il  limite  co- 
mune g  h,  ne  segue  che  lo  stesso  accade  del  rapporto  intermedio 

r        •   ,     .   V 
— -,  cioè  SI  na 


(5) 


lim  (  —  )  =z  ah. 


Se  dunque  con  e  indichiamo  una  quantità  positiva  piccola 
ad  arbitrio,  possiamo  fissare  un  valore  r'  per  r  tanto  grande  che 
si  abbia 

gh—e<:--<gh-i-e    per    r  ^  >•', 

esilia 

ah  —  8     ^   1     ^  9^4-s         ^     , 

<  —  < ' —  ,  r  >  r'. 

r  nir  r. 


Per  s  reale  ">  1  abbiamo  quindi 
che  scriviamo  moltiplicando  per  * — 1 

(6)     {9h~^y'f.^<'t'-^  <(!>»+ ^y  I  ^ 


Qui  teniamo  fisso  e,  e  quindi  r',  e  facciamo  convergere  sai. 
Per  la  proprietà  della  t,{s)  Riemanniana  (II)  120,  è 

limj^_l)^(^)j:=.l, 
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e  per  ciò  anche 

onde  segue  che,  a  sinistra  nella  (6),  il  limite  è  gh  —  e^  a  destra 
gh-\-t.  Per  ciò,  se  con  a  indichiamo  un'altra  quantità  piccola  a 
piacere,  possiamo  prendere  s  —  1  cosi  piccola  che  da  allora  in  poi 

T=  r'     "*r 

differisca  da,  gh  per  meno  di  g-j-a.  E  siccome 

?.w  =  E-^="f' A  +  'f -^, 

tr,    w;  tTi    m',     '    fri,    m', 

anche  il  prodotto  (.« — l).';j(.§)  differirà  da.  gh  per  meno  di  e-j-o', 
con  o'  piccolo  a  piacere.  Se  ne  conclude,  conforme  all'enunciato, 
che  si  ha 

lim  -is—  ì)Kj,[s)  \  =  gh. 

e  sussiste  quindi  la  formola  finale  di  Dedekind.  che  volevamo 
stabilire 

(IV)  h  =  l-hmHs-l)l,i.)\. 

g    ,=1 

Con  questa  formola  il  numero  h  delle  classi  di  ideali,  per  un 
qualunque  corpo  algebrico,  risulta  espresso  quale  limite  di  una 
serie  infinita.  Quanto  alla  sommazione  della  serie  stessa,  si  sa 
effettuare  solo  in  pochi  casi  particolari,  di  cui  due  saranno  trat- 
tati al  Capitolo  seguente. 

In  generale,  tale  questione  è  intimamente  legata  alle  pro- 
prietà aritmetiche  ed  algebriche  del  corpo  ohe  si  considera,  ed  a 
quelle  di  corrispondenti  classi  di  funzioni  trascendenti,  quali  le 
esponenziali,  le  ellittiche  modulari  ecc. 
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§  127. 

Nuora  dimostrazione  della  iuftnità  degli  ideali  primi 
di  primo  grado.. 

Come  si  è  visto,  la  funzione  ^^(5),  quando  la  variabile  s  sul- 
l'asse reale  si  avvicina  a  s=z\  da  destra,  cresce  infinitamente 
per  modo  che 

si  avvicina  al  limite  finito  non  nullo  gh. 

Di  qui,  e  dalla  seconda  espressione  analitica  per  prodotto 
infinito  (II)  §  122  che  abbiamo  trovato  per  ^^(ò-)  : 

(1)  t*(*)  =  n — ^-Y-     (^(*)>i) 


p 


è 


possiamo  dedurre  un'importante  conseguenza  nel  teorema,  già 
dimostrato  in  un  caso  particolare  al  §  96  con  mezzi  aritmetici  : 

In  ogni  corpo  algebrico  Te  (0)  esistono  infiniti  ideali  pinmi  di  primo 
grado. 

Per  questo  ricordiamo  che  la  convergenza  del  prodotto  infi- 
nito a  destra  nella  (1)  è  uniforme  ed  assoluta,  quindi  incondizio- 
nata, e  si  possono  per  ciò  ordinare  e  raggruppare  i  fattori  fra 
loro  in  modo  arbitrario.  Ora  P  percorre  tutti  gli  ideali  primi 
del  corpo,  e  ciascuno  di  questi  ha  un  determinato  grado  /*,  che 
può  essere  uno  dei  numeri 

f=l,2,S,...n. 
Indichiamo  con 

P,  tutti  gli  ideali  primi  di  grado  f=  1 
P,  »  »  »        f=z*2 


f=n 
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e  corrispondentemente  decomponiamo  il  prodotto  a  de.stra  in  (1) 
in  n  prodotti 

Ik  (*)  =  ^1  (*) .  O,  («) . . .  O.  («), 
dove  in  generale 

$,(«)  =  n — ?— - 


1 


[NPJ 


,..  il  prodotto  relativo  a  tutti  e  soli  gli  ideali  primi  di  grado 
/"i^  r.  Naturalmente  non  si  esclude  che  qualcuno  di  questi  pro- 
dotti possa  constare  di  un  numero  finito  di  fattori,  quando  sia 
finito  il  numero  degli  ideali  primi  di  grado  r,  e  se  non  ve  ne 
fosse  alcuno,  dovremmo  fare  $,  (*)  =1.  Ora  se  j?  è  il  numero  primo 
razionale  coordinato  a  P^  si  ha 

NP^=lf 
e  quindi 


il  prodotto  essendo  esteso  a  quei  numeri  primi  p  che  po^iseggono 
fattori  ideali  primi  di  grado  r,  e  ciascuno  dei  fattori  a  destra 
in  (4)  dovrà  ripetersi  tante  volte  per  quanti  sono  questi  ideali 
primi  di  grado  r  in  p.  al  massimo  n  volte.  Ne  consegue  che,  ap- 
pena r>  1,  il  prodotto  infinito  in  (4)  converge  non  solo  per  *^1 

ma  anche  per  .9  =  1   [anzi   per  5  >  -  j,  e  per  ciò  nella  (2)  i  fattori 


quando  5  si  fa  convergere  a  1.  tendono  tutti  verso  limiti  finiti 
non  nulli.  Dalla  formola 

lim  ]{s—\)X,^{s)\  =gh^ 

•  ci 

segue  ora  che  esiste 

lim  )(*  —  !)  $,(*); 
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ed  è  finito  e  diverso  da  zero.  L'infinità  degli  ideali  primi  di  1.» 
grado  Pi  ne  risulta  ora  evidente,  poiché  se  al  contrario  questi  I\ 
fossero  in  numero  finito,  il  limite  (5)  sarebbe  manifestamente 
nullo. 

È  qui  il  luogo  di  ritornare  sulla  doppia  espressione  analitica 
della  l,^{s)  per  serie  e  per  prodotto  infinito,  di  cui  ora  ci  siamo 
serviti,  per  osservare  che  tale  identità  sussiste  più  in  generale, 
come  corrispondente  alla  fgrmola  d'Eulero  (I)  §  118  nel  campo 
razionale,  sotto  le  condizioni  seguenti. 

Indichiamo  con  A  un  ideale  variabile,  che  percorre  tutti  gli 
ideali  del  corpo  Te  (0),  mentre  P  denoterà  un  ideale  che  percorra 
la  serie  degli  ideali  primi  del  corpo.  All'ideale  variabile  J.  coor- 
diniamo una  funzione  numerica  f  {A)  reale  o  complessa  (non 
sempre  nulla)  la  quale  può  dipendere,  oltre  che  da  vi,  da  uno  o 
più  parametri  arbitrarli  e  che  si  suppone  soddisfare  alle  due 
condizioni  seguenti  : 

1.*^  Se  A.  A'  sono  due  ideali  qualunque  in  ^"(0),  valga  la  rela- 
zione funzionale 

(a)  f(AA')^f{A)f[A'): 

2.0  La  serie  ^  f{A)  estesa  a  tutti   gli    ideali    del    corpo    sia 

A 

convergente  assolutamente,  cioè  converga  la  serie  dei  moduli 

m  ^\nA)\. 

A 

Li  tali  condizioni,  vale  la  formola  generalizzata  di  Eulero 

1 


(I)  ^f{A)=.n 


i-fipy 


che  trasforma  la  detta  serie  nel  prodotto  infinito  a  destra,  dove 
P  percorre  la  serie  degli  ideali  primi  e  la  convergenza  del  pro- 
dotto infinito  è  incondizionata  ed  in  senso  stretto.  La  dimostra- 
zione di  questa  formola  non  differisce  da  quella  data  al  §  118 
per  la  formola  d'Eulero  nel  campo  razionale;  le  considerazioni 
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j  vi  svolte  in  questo  caso  particolare  possono  infatti  ripetersi  nel 
caso  generale,  poiché  per  la  risoluzione  degli  ideali  composti  A 
prodotti  di  ideali  primi  P  valgono  le  leggi  di  decomponibi- 
lità dell'aritmetica  razionale. 


§  128. 
I  caratteri  /.  [H]  delle  classi. 

Si  è  condotti  ad  una  classe  importante  di  serie,  che  genera- 
lizzano la  'Ci(*)  di  Dedekind,  introducendo  una  nuova  nozione: 
quella  di  caratteri  delle  classi  di  ideali.  Tale  nozione  è  inerente 
alla  circostanza  che  il  gruppo  di  composizione  delle  h  classi  è 
un  gruppo  Abeliano  finito  {§  83)  e  vale  per  ogni  tale  gruppo 
Abeliano,  come  risulterà  anche  dalla  ricerca  seguente. 

Sia  X  [A)  una  funzione  numerica  coordinata  all'  ideale  A,  il 
cui  valore  però  sia  attualmente  una  costante  assoluta,  reale  o  com- 
plessa. La  X  {A)  non  sia  sempre  nulla  e  soddisfi  alle  condizioni 
seguenti  : 

1°  per  due  ideali  qualunque  A^  A'  valga  l'equazione  funzio- 
nale (a) 

■fMA')  =  'aA).t{A'). 
2.0  Per  ideali  equivalenti  A  <^  A'  la  /  (-4)  abbia  il  medesimo 

Per  questa  «econda  condizióne  la  funzione  numerica  x  (-4), 
piuttosto  che  all'ideale  A,  è  da  pensarsi  coordinata  alla  classe 
H  cui  l' ideale  appartiene,  e  si  scriverà 

La  relazione  funzionale  (a')  prenderà  la  forma 
(1)  xiHH')  =  -^{H).'j^iH'), 
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dove  Hj  H'  indichino  due  qualunque  delle  classi,  e  qui  osserviamo 
subito  che,  avendo  supposto  non  sempre  nulla  i{H)^  ne  segue 
che  non  sarà  mai  ■/^{H)=zO\  altrimenti  per  la  (1)  sarebbe,  per 
qualunque  H\i{HH')=zO  ed  HH'  può  farsi  coincidere  con  una 
classe  arbitraria. 

Una  tale  funzione  numerica  x  (■^)  si  dirà  un  carattere  delle 
classi  ed  assumerà  per  le  diverse  classi  tanti  valori,  eguali  o  di- 
versi, quante  sono  le  classi,  cioè  h  valori.  Due  caratteri 

si  considerano  diversi  allora  ed  allora  soltanto  che  per  una  al- 
meno delle  classi  assumano  valori  differenti.  Ora  andiamo  a  dimo- 
strare che: 

A)  Esistono  precisamente  h  caratteri  diversi  e  sono  tutti  radici 
hr'  dell'unità. 

Intanto  se  si  fa 

tutte  le  condizioni  sono  soddisfatte,  e  si  ha  il  così  detto  carat- 
tere principale.  Per  ricercare  gli  altri  caratteri,  facciamo  le  osser- 
vazioni seguenti. 

In  primo  luogo  qualunque  carattere  x(^^)  deve  assumere  per 
la  classe  principale  1  il  valore  1.  E  infatti  se  nella  relazione 
funzionale  (1)  poniamo  H:=^l^  ne  risulta 

,  da  cui  essendo  i{H')^0  segue  x(l-)=l' 

In  secondo  luogo  dall'equazione  funzionale  (1}  segue  per  un 
numero  qualunque  di  classi  diverse  od  uguali 

X  {HH'  //"...)  =  X  W .  X  (^')  liH") . . . , 

e  per  m  fattori  uguali  ad  H 

xiHn  =  ix{H)r 

Ora  se  poniamo  m=:h  e  ricordiamo  che  H'  coincide  in  ogni 


1  caratteri  /  (H)  dtlU  classi  r)4r> 

caso  colla  classe  priucipale,  ne  deduciamo 

(XW/=1: 

dunque  qualunque  carattere  deve  essere  una  radice  A"*  dell'unità. 
Dopo  ciò,  per  dimostrare  il  teorema  A)  e  costruire  al  tempo 
stesso  gli  h  caratteri  esistenti,  basta  ricordare,  dal  §  84,  che  del 
gruppo  Abeliauo  delle  classi  si  può  costituire  una  base 

di  un  certo  numero  r  di  classi  fra  loro  indipendenti  coi  rispet- 
tivi periodi 

>2,,  n,,...n,, 
t^li  che 

e  allora  una  qualunque  C  delle  k  classi  si  esprimer»  in  uno  ed 
in  un  sol  modo  per  1«  fondamentali  colla  formola 

dove  l'esponente  u^  eguaglia  uno  degli  n,  valori 

0,  1,  2,...n,— 1. 

Ora  se  x(C)  è  un  qualunque  carattere,  e  poniamo 

XW  =  «0, ,  X (^*)  =  co, , . . . X (H,)  =  w, , 
avendosi 

sarà  (o,-  una  radice  dell'equazione  binomia 

X"i  =  1 , 
e  indicando  con  gj  una  tale  radice  primitiva  p.  e. 

i-i 

potremo  porre 

(Di  =  ef  * , 
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con  esponente.  j3i  determinato,  come  a,,  rispetto  al  modulo  «, . 
Il  carattere  x{C)  sarà  dunque  dato  dalla  formola 

(2)  y.{C)  =  Efi?i  e^°^...e«rPr. 

E  viceversa  questa,  per  valori  fissi  di  j3, ,  fJ, ,...p,  rispetto  ai 
relativi  moduli  «j ,  n^ , . . .  n^  j  dà  un  effettivo  carattere,  essendo 
soddisfatta,  come  subito  si  vede,  la  relazione  funzionale 

y.{Cn=zxiC)i{C'}. 

Siccome  i  sistemi    diversi   di    valori    per  ^i,  ^^,...(3^  sono  in 

numero  di 

w,  n, 7}^  =  h, 

così  dalla  (2)  si  hanno  7i  caratteri,  dei  quali  facilmente  si  prova 
che  sono  tutti  distinti.  E  infatti,  supposto  che  p,',  Pa',.?*  P/  sia 
un  altro  sintonia  di  valori  delle  j3.  e  detto  x'  il  carattere  corri- 
spondente si  ha 

X'(ffj  =:  ef^  ,  xiH,)  =  er*  ,...x'(^.)  =  4'' , 

ed  almeno  uno  dei  valori  della  prima  linea  è  diverso  dal  corri- 
spondente nella  seconda.  Cosi  dnnque  e  dimostrato  il  teorema  A) 
e  colla  formola  (2)  sono  costruiti  effettivamente  tutti  gli  h  ca- 
ratteri esistenti.  Fra  questi  il  principale  X((7)  =  l  corrisponde 
manifestamente  a 

Dalla  formola  (2)  segue  anche  subito  che  il  prodotto  di  due 
caratteri  %,  x'  diversi  od  eguali  è  un  terzo  carattere  : 

VAH)  x'iH)=.f{H}, 

che  si  dirà  composto  o  il.  prodotto  dei  due.  Gli  h  caratteri  com- 
posti fra  loro  danno  manifestamente  un  gruppo  Abeliano  d'or- 
dine h,  oloedricamente  isomorfo  al  gruppo  di  composizione  delle 
classi. 
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Due  ultime  relazioni  funzionali  importanti,  a  cui  soddisfano 
i  caratteri,  si  ottengono  nel  modo  seguente.  In  primo  luogo  sup- 
poniamo di  tener  fisso  il  carattere  x(^)  cioè  nella  (2)  fìsse  le  P, 
e  facciamo  percorrere  a  C  tutte  le  h  classi,  ossia  nella  (2)  diamo 
a  ciascuna  a.  tutti  i  suoi  valori  (mod  n,)  e  facciamo  la  somma 

e 

estesa  a  tutte  le  h  classi.  Abbiamo 

e  it,  a,  x, 

e  se  tm,a. almeno  delle  p,  poniamo  Pi,  non  è  zero  risulta 

S  Si^i  P.  =  1  -i_  g,?,  4-  e,»?,  + . . .  -f  e;-.  -» ^.  =  \~^"V'  =  0  > 

atj  i  —  gfi 

onde  è  nulla  la  detta  somma. 

Se  iuvece  tutte  le  p.  sono  nulle  (carattere  principale)  la  somma 
stessa  è  =A;  dunque: 

B)  La  somma  2x(0>  estesa  a  tutte  le  classi,  per  ogni  carat- 

c 

tere  x  che  non  sia  il  principale,  è  nulla,  e  pel  carattere  principale 

—  il. 
Una  seconda  relazione  funzionale  si  ottiene  tenendo  invece 
fissa  la  classe  C,  cioè  gli  esponenti  a,  nella  (2),  e  facendo  per- 
correre al  carattere  x  tutti  gli  h  caratteri,  vale  a  dire  dando 
alla  Pj  nella  (2)  tutti  i  valori  (mod  n,).  H  calcolo  stesso  sopra 
eseguito  prova  che  sussiste  l'altra  proprietà: 

C)  La  somma  2  z(0  =  Xi(C') -1-Xt(0 -f---f-Z*(^)  ^  valori 

X 
che  gli  h  caratteri  assum^yno  per  una  medesima  classe  C  è  nulla  se 

questa  non  è  la  principale  ed  è  =h  quando  C=l. 


ss 
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§  129. 

Le  h  trascendenti  Ox  (s)  corrispondenti  agli  h  caratteri 
es^ìresse  per  le  zèta  parziali. 

Essendo  x  (H)  uno  qualunque  degli  h  caratteri,  ed  A  un  ideale 
variabile  nel  corpo  pel  quale  x  (-4),  lia  come  sopra,  il  valore  stesso 
X(^)  che  per  la  classe  H  a  cui  A  appartiene,  applichiamo  i  ri- 
sultati alla  fine  del  §  127  assumendo  per  la  funzione  numerica 
f{A)  la  seguente 


(1)  fiA)  = 


{NAy 


dove  NA  e  la  norma  dell'ideale  A  ed  s  è  un  parametro  com- 
plesso la  cui  parte  reale  R{s)  è  >1.  Vediamo  subito  che  questa 
f{A)  soddisfa  alle  due  condizioni  (a),  (f3)  §  127  (pag.  540).  Difatti 

n^^)~  (N{AA')y-{NAy  (iv^')'"'^^"^    '■ 

In  secondo  luogo,  siccome  x(-4)  ha  modulo  =  1,  per  la  serie  (j3) 
dei  moduli  2  \fi-^)h  posto  a  =  B(s)^  si  ha 


{NAf 


e  questa,  essendo  a>  1,  è  convergente  ed    anzi   ha   per    somma 
^fc(a).  Di  più  in  ogni  tratto  dell'asse  reale,  al  di  là  di  a=l,  que- 
sta serie  converge  uniformemente,  onde  vediamo  che; 
La  serie  estesa  a  tutti  gli  ideali  del  corpo 

4^  {NAy  ' 

in  ogni  campo  finito  tutto  interno  al  semipiano  R  (s)  >  1  converge 
uniformemente  (ed  assolutamente)  e  rappresenta  quindi  una  funzione 
finita^  continua  e  monodroma  della  variabile  complessa  s. 
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Questa  funzione  trascendente  di  *,  dipendente  dal  carattere 
scelto  x>  si  indicherà  col  simbolo  $x('^)»  ®  ^^  funzione  sarà  così 
prima  definita  nel  semipiafio  i?(.9)>l  dalla  sua  espressione  ana- 
litica 

(I)  *'■'*'= ?Wr    (■^«>i)- 

Per  quanto  si  è  visto  al  §  127,  se  ne  dedurrà  subito,  nel  me- 
desimo semipiano,  la  seconda  espressione  analitica  per  prodotto 
infinito,  convergente  in  senso  stretto: 

(II)  ^.^(.s-}  =  n — ^~-~      {R{s)>\). 

Di  qui  risulta  che  la  $-/(*)  non  si  annulla  mai  nel  detto  se- 
mipiano /?(*)>!. 

Corrispondentemente  agli  h  caratteri 

Xi  j  'hì"-7jn 

dei  quali  però  uno  è  il  principale,  poniamo  Xi  =  lj  avremo  Ti  di 
queste  trascendenti,  la  prima  delle  quali 

non  è  altro  manifestamente  che  la  ^^f.?)  di  Dedekind.  Queste  h 
funzioni  ^y(§)  si  riducono  del  resto  subito  alle  Ti  zèta -parziali 
già  introdotte  al  §  122  colle  osservazioni  seguenti. 

La  convergenza  della  serie  a  destra  in  (I)  è  una  convergenza 
assoluta,  e  possiamo  quindi  raggruppare  arbitrariamente  i  termini. 
In  particolare  possiamo  decomporre  la  serie  in  Ti  serie  parziali, 
ponendo  insieme  tutti  quei  termini,  i  cui  ideali  A  appartengono 
ad  una  stessa  classe  H,  e  pei  quali  quindi  x  {A)  ha  il  valore  fisso 
/  'H).  Nelle  notazioni  del  §  122  il  contributo  della  classe  H  alla 
somma  stessa  è  manifestamente 
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e  la  forinola  (I)  può  anche  scriversi  come  aggregato  lineare  delle 
h  zèta  parziali: 

B 

ove  a  destra  H  percorre  le  h  classi. 

Queste  Ti  combinazioni  lineari  delle  zèta  parziali  sono  note- 
voli per  la  seconda  rappresentazione  analitica  (H)  in  prodotti 
infiniti  e  il  loro  studio  ulteriore  serve  utilmente  per  la  ricerca 
degli  ideali  primi  nel  corpo  algebrico. 


Capitolo  XI 

Il  numero  h  delle  classi  nei  corpi  quadratici  e  nei  corpi  circolari 
e  il  teorema  di  Dirichlet  sulle  progressioni  aritmetiche. 

Le  forinole  pel  numero  fi  delle  classi  in  un  corpo  quadratico  e  il 
prolungamento  analitico  della  corrispondente  zèta  di  Dedekind 
al  semipiano  jB  («)  >  0  -  Espressione  di  A  per  una  serie  infinita  - 
Le  sonune  di  Gtauss  e  il  calcolo  dei  loro  valori  -  Formolo  finali 
per  h.  nel  caso  Z>  s  l  (mod  4)  -  La  funzione  zèta  del  corpo  ciroo- 

lare  fc  \e  «*'  /  {q  primo)  estesa  al  sempiano  i?  (8)>0  -  Determinazione 

del  numero  h  delle  classi  -  Il  corpo  circolare  generale  k\e  "*  /  ed 
il  suo  grado  tf  (m)  - 1  caratteri  x  (»)  dei  numeri  primi  con  m  -  Dimo- 
strazione del  teorema  di  Dirichlet  siille  progressioni  aritmetiche. 

§  130. 

Trasformazione  della  formola  pel  numero  h  delie  classi 
in  un  corpo  quadratico. 

Per  un  corpo  algebrico   qualunque   abbiamo  arrestata  la  ri- 
cerca del  numero  h  delle  classi  di  ideali  alla  formola  (§§  125,  126) 

(1)  }i=-\im][s-l)lM\, 

9   .=. 

dove  Cj,(«)  è  la  zèta  di  Dedekind,  e  g  una   costante   dipendente 
dal  corpo  : 

(2)  ^=!x:ì.(') 


(*)  n  grado  del  corpo,  2>  numero  fondamentale,  v  nomerò  complessivo 
delle  radici  reali  e  delle  coppie  di  radici  immaginarie  dell'  equazione  fon- 
damentale) k  numero  delle  unità  ridotte, 

regolatore  delle  nnità  fondamentali. 
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Cominciamo,  in  quest'ultimo  Capitolo,  dal  proseguire  la  ri- 
cerca, per  il  caso  dei  corpi  quadratici,  colla  determinazione  del 
limite  effettivo  nel  secondo  membro  della  (1).  Giungeremo  cosi 
alle  formolo  che  vennero  stabilite  da  Dirichlet  pel  problema  equi- 
valente del  numero  li  delle  classi  nelle  forme  quadratiche  ari- 
tmetiche, di  assegnato  determinante. 

A  fondamento  di  tale  ricerca  sta  una  trasformazione  della 
formola  che  definisce,  per  un  corpo  quadratico  Ti,{^  m),  la  Ct(-s')  nel 
semi  piano  R{s)'^l  in  un'altra  che  prolunga  analiticamente  la 
funzione  a  tutto  il  semipiauo  R  [s)  >  0,  come  già  abbianio  fatto 
per  la  t,{s)  Riemanniana  al  §  120.  La  conoscenza  che  abbiamo 
di  tutti  gli  ideali  primi  nel  corpo  quadratico  Ici^  m)  permetterà 
di  ottenere  il  detto  prolungamento  analitico,  col  seguente  pro- 
cesso dovuto  a  Dedekind. 

Partiamo  dalla  seconda  espressione  analitica  per  prodotto  infi- 
nito della  tfc(*)  nel  semipiano  i?Gs')  >  1  (§  122,  pag.  515) 

(I)  l.  (-sO  ==  n  —- 1--—    (i?  {s)  >  1), 

^  1 i-. 

UYP)' 

e  ricordiamo  che  questo  prodotto  infinito,  in  ogni  regione  in- 
terna al  semipiano,  ha  convergenza  incondizionata  (ed  uniforme) 
in  senso  stretto,  ed  i  singoli  fattori  corrispondono  a  tutti  gli 
ideali  primi  P,  ordinati  in  modo  arbitrario. 

Ora  abbiamo  visto,  al  §  78,  che  nel  corpo  quadratico  h  (|'  m) 
vi  sono  tre  specie  di  questi  ideali  primi  P,  a  seconda  della  specie 
del  numero  primo  naturale  p  coordinato  a  P  (incluso  il  .caso  ^  =  2). 
Il  primo  caso  si  dà  quando  p  entra  nel  numero  fondamentale  D 
(che  ricordiamo  essere  =4m  se  w~|.-l(mod  4),  invece  D=zm 
per  w^l  (mod4)):  un  tale  numero  primo  (critico)  è  il  quadrato  diP 

a)  {p)  =  P%  con  NF=p. 

Si  presenta  il  secondo  caso  quando  p  non  entra  in  D,  ed  è 
D  residuo  quadratico  di  4^,  e  allora  (p)  è  il  prodotto  di  due 
ideali  primi  diversi  e  coniugati:  ' 
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h)  [pf^PP',    con    NPz=^XP'=p] 

infine  abbiamo  il  terzo  caso  quando  D  (non  divisibile  per  p)  è 
non  residuo  di  Ap,  in  tal  caso 

{p)  =  P,    con    XP=p\ 

Nel  prodotto  infinito,  a  destra  in  (I),  poniamo  insieme  i  fat- 
tori che  provengono  da  uno  stesso  numero  primo  ordinario  p^  e 
mesti  saranno  ordinatamente  nei  tre  casi  : 

ina)  {l-'p~T\     ili  ^;  i^—p~T':      ^^  ^)  i^  —  P~"'T'- 

Per  raccogliere  questi  tre  casi  in  uno   solo,  Dedekind  intro- 
duce il  nuovo  .^imbolo 

(Ai>), 

al  quale  attribuisce  il  valore  (Z>,^)— 0  in  a),  (D,p)^=z-]~.l  in  b), 
(Df  i>)  =:  —  1  in  e)  ;   ed   allora  il  fattore  generico  a  destra  in  (I) 

(i-i)-r'(i-(Ai>)i>-'rs 


la  (I)  si  scriverà  intanto 

U.)  =  n-J-j-.  n— ^     (^M>i, 

P'  P' 

li  primo  prod^-c.v..  ...xinito  non  è  altro  che  la  t{-9)  Riemanniana 
i  119),  ed  abbiamo  dunque 

'  ì  id^)  =  L{s) .  n  — jj^—  {R{s)  >  1). 

p    1  \^yP  ) 

~      P' 

Ora  vedremo  che  a  questo  prodotto  infinito  si  può  applicare 

la  trasformazione  di  Eulero  (§  118)  e  cangiarlo  in  una  serie  di 

Dirichlet,  il  cui  campo  di  convergenza  non  sarà  più  soltanto  il 

,    semipiano  jB(*)>1,  ma  l'intero  semipiano  R{s)^0,  onde  seguirà 

per  la  ^^.(5)  il  prolungamento  analitico  richiesto.  Per  questo  con- 
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viene  anzi  tutto  estendere  la  definizione  del  simbolor(Z>^^)  ad  un 
numero  composto  qualunque  m.  Se  m  si  decompone  in  fattori 
primi  diversi  od  eguali 

m  •=zp  .p'.p". . . , 
si  porrà 

(2)  (A  m)  =  [D,p)  {D,p')  {D,f) .  . . , 

e  si  farà  ancora  per  convenzione 

(3)  (Ai)  =  i. 

Al  simbolo  (Z>,  m)  cosi  definito  si  riconoscono  subito  le  pro- 
prietà seguenti: 

1.  Se  w  non  è  primo  con  Z),  è  {D^m)  =  0,  e  quando  m  è  primo 
con  D  è  (Z>,  w)  =  Hhl. 

2.  Se  w,  m'  sono  due  numeri,  naturali  qualunque,  vale  la  re- 
lazione funzionale 

(4)  (Z>,  m)  "(Z),  m')  =  {D,  m  m'). 

Ciò  premesso,  applichiamo  la  trasformazione  d'Eulero  (§  118) 
col  prendere  la  funzione  numerica  f{rC)  data  da 

dove  s  è  una  quantità  complessa  con  i?(#)>l.  Sono  soddisfatte 
allora  le  due  condizioni  fondamentali  (^),(jB)  §  118  (pag.  497)  per 
l'applicabilità  della  formola  d'Eulero;  la  prima  a  causa  della  (4), 
la  seconda  perchè  la  serie  dei  moduli  2  [/"(«)]  è  data  da 

?^'     ^  =  ^(*)>1' 

la  sommazione  estesa  ai  numeri  n  primi  con  D,  e  questa  è  mani- 
festamente convergente.  Colla  formola  d'Eulero  il  prodotto  in- 
finito  a  destra  in  (1)  è  cosi  cangiato  nella  serie  ^  — 7—  assoluta- 
mente convergente  per  i2(.s)>l,^i  che,  pensata  ordinata  pei  va- 
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lori  crescenti  di  »,  è  una  serie  di  Dirichlet;  cosi  la  formola  per 
^(*)  si  scrive 

Essa  vale  dapprima,  come  è  indicato,  nel  semipiano  Ì2(^)>>1, 
nel  cui  interno  ha  luogo  convergenza  assoluta  ed  uniforme.  Ma 
ora  proveremo  che  la  serie  di  Dirichlet  a  destra,  mentre  ha  il 
semipiano  i?(5)>l  come  semipiano  di  convergenza  assoluta, 
converge  ancora  uniformemente,  però  condizionatamente,  entro 
la  striscia  R{s)=zO,  E{s)=:l. 

E  siccome  poi  la  X,(s)  è  uniforme  in  tutto  il  semipiano  R{s)'^Oy 
ne  risulterà: 

La  i,t(s),  pel  corpo  quadratico  Icifrn^  è  prolungabile  analitica' 
mente  a  tutto  il  semipiano  i?(5)>>0  ed  ivi  definita  dalla  formola 

(n)  i,{s)  =  x,{s)'f^^2±!lL    iRis)->0). 


§  131. 

Conrergenza  della  serie  2   — 't~  t^^^  semipiano  i?(«)>0. 

n  =  1       n 


Resta  a  provare  l'effettiva  convergenza  uniforme  di  questa 
serie  di  Dirichlet  nel  semipiano  j5(«)>0,  per  la  qual  cosa,  in 
ordine  ai  teoremi  sulle  serie  di  Dirichlet  dei  §§  119,120,  basterà 
dimostrare  che  per  i2(*)>0  si  ha  convergenza.  Dal  teorema  A) 
§  119  (pag.  503),  ponendo  «o  =  0,  risulta: 

a)  Se  in  una  serte  di  Diìnchlet  — -^  posto  i4„=:ai4-aj-4-...-[-«»j 

n' 

queste  quantità  A^  rimangono  in  modulo  infeHori  ad  una  quantità 
fissa  A,  la  serie  è  convergente  per  i?(^)>0. 
Qui  dunque  dovremo  porre 

a,  r=:(D,n), 
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e  sarà  a„z=^l  se  n  è  primo  con  D,  ed  a„=0  in  caso  contrario, 
e  basterà  verificare  che  le  corrispondenti  somme  A„  restano  li- 
mitate in  valore  assoluto. 

Per  questo  converrà  prima  osservare  alcune  proprietà  del 
simbolo  {D,n)^  che  seguono  da  note  proprietà  del  simbolo  di 
Legendre-Jacobi.  In  primo  luogo  dimostriamo: 

j-t)  Se  n^n'  {mod  D),  si  ha 

(1)  (Z),  n)  =  [Djn'). 

Basterà  supporre  n,  indi  n'.  primo  con  Z>,  poiché  in  caso 
contrario  ambedue  i  simboli  sono  nulli  e  la  relazione  è  già  ve- 
rificata. Ora  distinguiamo  secondo  che  pel  corpo  hifTn)  si  ha 

m  E^  1  (mod  4),  o  w  e^  1  (mod  4). 

l.o  W2^=l  (mod  4).  Qui  è  D=:^m  ed  «,  n'  sono  dispari  e  primi 
con  m.  Secondo  la  definizione  di  {D,n),  posto 

;.=.,..,)  (A.)...=(f)(f)...=(^)(^)...=(f). 

e  la  relazione  (1)  da  dimostrarsi  è 

Qui  può  essere  m^3  (mod  4),  ovvero   m^2    (mod  4).  Se 

*       .  .         .         .  ,     '  • 

m^S  (mod  4),  servendosi  del  teorema  di  reciprocità,  la  (2)  di- 
venta 

\m )       ^  \  m 

ed  è  verificata,  perchè  per  ipotesi 

n  ^  n'  (mod  4  m). 
Quando  poi  sia  m  ^  2  (mod  4),  poniamo 

7?i  ^  2  m\ 
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n=l  ^* 

con  m'  dispari  e 

n^n'  (mod  8  /n'). 

In  tal  caso  la  (2)  si  cangia  in 

m(^)=(-^)(^). 

e  si  ha.  in  effetto  ^ 

|ierc:iie   /i  ^=z /}    ^iu  .d  S.   :;;;!:;.       ■me  sopra 

(4)  =  (4)' 

da  n  ^  ?*'  (mod  8  m'.. 

2.**  Prendiamo  l'altro  caso  w^l  (mod  4»,  ove  D  =  m^l 
(mod  4j,  e  indicliiamo  con  P  il  valore  assoluto  di  Z>,  sapponendo 

«  ^  n'  ''mod  P). 

Qui  «^  n  (primi  con  P^  puiciuno  anche  essere  pari  e  indi- 
cando con  2*',  2""  le  massime  potenze  del  2  che  li  dividono  ri- 
spettivamente, poniamo 

77  =  2'.  g  .  il'  =.  2' .  q', 
con  g.  q   dispari. 

Ora  per  definizione 

iD,n)=:{D,2r.iD,q), 

ed  è  come  sopra  {D,q)^=^  1  —  j,  mentre  i,i>,  2;  = -^  1  se  D^l 
(mod  8),  ?D.  2^=r  —  1  s^  D^ò  fmod  8),  ciò  che  si  può  compen- 
diare in 

(A2)  =  (Jr); 

cosi  abbiamo 

».,=(ij.(f)^ 
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Ma,  pel   teorema   di   reciprocità,  essendo    D^\    (mod  w),  è 


(f) 


L'eguaglianza  (1)  da  verificarsi  si  muta  nell'altra 

n  \ In 

che  è  evidente  perchè  n  ^  n'  (mod  P). 
Ed  ora  dimostriamo  : 
y)  La  somma 

estesa  a  \D]  valori  consecutivi  qualunque  di  n,  è  nulla. 

Siccome  {D,n)=:0  quando  n  non  è  primo  con  D,  fra  i  \D\ 
valori  di  n  basterà  considerare  quelli  primi  con  D.  Ora  torniamo 
a  distinguere  i  due  casi  m=^l  (mod  4),  e  m^l  (mod  4). 

Nel  primo  caso  Z>  =  4m,  n  è  dispari  e  come  si  è  visto 

ed  è  da  provarsi  che 

^  =  ?(^)=o, 

la  somma  essendo  estesa  a  un  sistema  completo  di  valori  n  primi 
con  4?w,  ciò  che  è  ben  noto(*). 

Nell'altro  caso  w^l  (mod  4),  D  =  m,  è 

{D,n)  =  (^-^Y    P  =  \D\ 
e  si  deve  provare  che 

^=S(^)  =  o, 


(*)  Dirìchlet-Dedékind.  Vorlesungen   $  52,  pag.  127,  4.»  ediz.  tedesca; 
pag.  121,  Traduzione  Faifofer. 
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q^uando  n  percorra  un  sistema  completo  di  q;  iP)  resti  primi 
con  P.   Per    questo    basta    osservare    che,    preso    un    numero   r 

primo  con  P,  e  tale  che  („)= — 1?  moltiplicando  la  precedente 

e  siccome  rn  percorre  nuovamente  un  tale  sistema  di  resti,  ne 
segue 

Dimostrata  cosi  la  proprietà  y)»  risulta  evidente   che  per  la 
serie  di  Dirichlet 

la  somma  A,  di  quanti  si  vogliano  coefl&cienti  consecutivi  (D,  n), 
a  cominciare  dal  primo  (Z>,  1)=1,  ripeterà  periodicamente  i  suoi 
valori  con  periodo  r=  [Z)|,  e  le  somme  A,  restando  così  limitate, 
è  applicabile  il  teorema  a),  onde  la  serie  di  Dirichlet  che  figura 
nella  (II)  ha  effettivamente  per  semipiano  di  convergenza  il  semi- 
piano E{s)  >  0,  e.  d.  d. 


§  132. 
Il  numero  h  delle  classi  espresso  per  nna  serie  infinita. 

Se  poniamo 

(1)  /•«=$(^ 

questa  funzione  della  variabile  complessa  s  è  regolare  in  tutto 
il  semipiano  positivo  i?(s)>0,  in  particolare  nell'intorno  del 
punto  s  =zl,  e  la  formola  (II)  pag.  553 

(2)  Us)  =  Us).ns) 
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estende  in  questo  caso  la  ^^(.s')  di  Dedekind  a  tutto  il  semipiano 
M{s)^0.  Per  il  calcolo  del  numero  h  delle  classi  abbiamo 

y  s=i 

indi  dalla  (2),  essendo 

\ìr^\{8—\)l{s)[~\, 

risulta  semplicemente 

Siccome  h  è  certamente  un  numero  positivo  (intero),  ne  segue 
/■(!)>  0,  e  la  f{s)  non  si  annulla  in  .9  mi;  per  ciò  dalla  (2) 
risulta: 

La  X,k{^)  ^ici  in  ,?  =  1  un  polo  del  1°  ordine,  col  residuo  /*(!)  =^^. 

Resta  che  nella  (3)  per  la  costante  g  sostituiamo  il  suo  valore 
effettivo  secondo  la  formola  (II)  §  125  (pag.  532) 

■  2■^Jr"-^i: 
4  g  —    ,    , , 

per  la  qual  cosa  occorre  distinguere  i  due  casi: 
a)  corpo  quadratico  immaginario  con  Z>  <^  0 
ò)  corpo  quadratico  reale  con  Z)  >  0. 
a)  Se  il  corpo  quadràtico  è  immaginario,  è  da  farsi  intanto 

V  =  1,  e   pel   numero  Te  delle   unità   del   corpo    dobbiamo  porre 

generalmente  A:  rr:  2  e  soltanto 

À:  =  4  se  Z>  =  —  4  (corpo  di  Gauss) 

A';  =  6  se  Z>  =  —  3  (corpo  Jacobi-Eisenstein). 

Quanto  al  regolatore  L,  si  vede  subito  che  nel  caso  attuale  è 
da  farsi  X  =  1.  E  infatti,  nel  calcolo  generale  al  §  126  (pag.  531), 
il  valore  di  i  si  è  introdotto,  nella  formola  (17),  col  valore  del 
determinante  funzionale 


^(^.,Ì2,---Ìv-l,««)  w 
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ma  qui,  essendo  v  =  l,  spariscono  le  variabili  y,,yjj, . . .  2/.^_ij  come 
Ìi>l«j  •••  v^-ij  ^  il  determinante  funzionale  si  riduce  alla  derivata 

semplice  -7^',  dove  (§  124)  u  z=z  |q)^'^I*,  y^  =  logw,  e  per  ciò  ~-  ==  -, 
a  tt  et  zù       Uf 

L=l.  Cosi  dunque  per  un  corpo  quadratico  immaginario  la  co- 
stante g  ha  il  valore. 


9 


7c\—D' 


cioè  generalmente 


salvo 


3f  3 


se  jD  =  —  3 


9  =  1  *    D  =  -4. 

Il  numero  h  delle  classi  di  ideali  per  un  corpo  quadratico  di 
determinante  D  negativo,  esclusi  i  casi  D=z  —  3,  D:=  —  -4,  è 
dato  per  ciò  dalla  formola 


6)  Se  i>  è  positivo,  abbiamo 

V  =  «  =  2, 

e  il  numero  Jc  delle  unità   ridotte  (riducendosi   queste  a  +  1)  è 
kz=:2.  Quanto  al  regolatore  Z,  esso  diventa 

Z=:log  e, 

E  rappresentando  l' unità  fondamentale  >■  1 

T-\-U\''D 
'^ 2 ' 

dove  T,  U  sono  i  più  piccoli  interi  positivi  che  soddisfano  all'equa- 
zione di  Pell-Fermat: 
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Il  valore  (4)  di  (^  diventa  pertanto 

2  log  8 

e  la  forinola  pel  numero  h  delle  classi  prende  l' aspetto  seguente 

2  log  g    "V     « 

Con  queste  formole  {A.\  (B)  il  numero  Ti  delle  classi  risulta 
espresso  per  la  serie  infinita  ^  '  il  cui  valore  dipende  uni- 
camente dal  numero  fondamentale  D  del  corpo  (*). 

Si  può  ora  domandare  di  sommare  ,eJ0fettivamente  questa  serie, 
per  àvevne  il  valore  sotto  una  forma  che  ponga  in  evidenza  la 
natura  del  numero  h  come  intero  positivo.  Tutto  ciò  si  consegue 
sostituendo  alla  valutazione  della  serie  quella  di  un  opportuno 
integrale  definito,  e  facendo  uso  dei  valori  di  certe  particolari 
somme  finite,  che  Gauss  incontrò  nelle  ricerche  sulle  equazioni 
per  la  divisione  del  circolo,  alle  quali  si  dà  il  nome  di  somme 
di  Gauss. 

§  133. 
Somme  di  Gauss  e  loro  prime  proprietà. 

Il  primo  e  più  semplice  esempio  di  una  somma  S  di  Gauss 
si  ha  considerando  le  ti  —  1  radici  (primitive)  w"'  dell'unità,  per 
n  primo  dispari 

e,  £*,  8*. . . .  e""',   con  e  =  e  " 


(*)  Siccome  in  ogui   caso   h  è  nn   intero  (positivo),   per   ogni   singolo 

valore  assegnato  a  D,  per  avere  il  valore  effettivo  di  h,  basterà  prendere 

1 
tanti  termini  della  serie  che  ne  risulti  il  valore  di  h  con  un  errore  <i'^  > 

per  eccesso  e  per  difetto. 


V 
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•  dividendole  in  due  gruppi  di  — - —  termini  ciascuno,  ponendo 
nel  primo  gruppo  le  potenze  con  esponente  a  residuo  quadratico 
(mod  Ti),  nel  secondo  quelle  con  esponente  h  non  residuo:  la  rela- 
tiva somma  S  di  Gauss  è 

che  si  può  ancte  scrivere 

dove  r  percorre  un  sistema  completo  di  resti  (mod  n),  escluso  lo 
z«ro.  Se  si  osserva  poi  che  si  ha 

2e"  +  2B»=-l, 
si  può  dare  a  S  anche  la  forma 

5=l-f-22e-, 
0  ciò  che  è  lo  stesso 

(1*)  'S'^^ 


e     " 


dove  ora  r  percorre  un  sistema  completo  di  resti  (mod  n).  Mediante 
semplici  considerazioni,  si  trova -che  il  quadrato  di  /S  è  il  numero 
intero  razionale 

^'=:(— l)^.n, 

onde  segue 

>§=  +  }''  n  ,  per  n  ^  1  (mod  4) 

Sz=-\2  *')  n  ,  per  «  ^  3  (mod  4). 

Ma  la  decisione  sul  segno  che  vale  in  queste  formolo  ha  pre- 
sentato allo  stesso  Gauss  gravi  difficoltà.  Qui  la  decisione  risul- 
terà dalle  ricerche  più  generali  seguenti. 

Le   somme   più   generali   di    Gauss   che    andiamo   a   conside- 

36 
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rare,  per  n  intero  positivo  qualunque,  sono  quelle  definite  dalla 
espressione 

dove  h  è  un  intero  fìsso  qualunque,  e  nella  sommazione  6'  per- 
corre un  sistema  completo  di  resti  (mod  n).  Questa  somma  dipende 
unicamente  dai  due  interi  A,  n  e  si  indicherà  con 

(2)  cp  (h,  n)  =  ^  e''^\ 

noi  ne  troveremo  l'effettivo  valore,  almeno  per  quei  casi  che  ci 
occorreranno  nel  seguito.  Prima  però  conviene  segnalare  alcune 
semplici  proprietà  delle  somme  di  Gauss,  utili  per  una  riduzione 
del  problema. 

a)  Sussiste  la  forinola 

(a)  (p  (h,  n)  =  cp  {h',  n),  quando  h  =  h'  (mod  n)  ; 

difatti  allora  è 

e~^  =  e~^. 

b)  Se  V  intero  a  è  primo  con  n,  si  ha  : 
(6)  q)(7ia*,n)  =  cp(/i,«), 

E  infatti  se  a  destra  in  (2)  cangiamo  ■•?  in  a-s-,  anche  as  per- 
corre un  sistema  completo  di  resti  (mod  7i),  e  d'altronde  questo 
equivale  a  moltiplicare  h  per  a^. 

e)  Se  n,  n'  sono  due  inferi  positim  qualunque  primi  fra  loro,  sus- 
siste la  forinola: 

(e)  q?  (h n\  n)  9  {Ji n,  n')  =  qp  (7?,  n  n'\ 

E  infatti  formando  il  primo  membro  di  questa,  secondo  la  (2)^ 
risulta 

^{hn',n).c^(Jin,n')  =  ^e      -    ^'      "'    =2«  "' 


[ì 
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dove,  nella  sommazione,  *  percoi  >  ~  completo  eli  resti 

(mod  U:.  e  s'  uu  tale  sistema  (mod  n'h  Ma,  avendosi 

*'n'*-f- 5" n*  =  {s' n  -\- sn' f  —  2 ss'  nn'  ^ {sn'  \- 0' nf  (mod  n  n'), 

■"    "'   pone 

)•  =:  5«'  -j-  s' n, 

'5Ìccome  n.  n'  sono  primi  fra  loro,  il  numero  r  percorre  un  sistema 

completo  di  resti  (mod  nn')  e  quindi 

,  •-•'1-'' 
qp  (An',  n)  cp  ilin,  n' )  ^-=  ^  e  '  «"    =:  qp  (A,  n  n'),  e.  ó.  ^. 

r 

(ffì  iS'e  b  è  un  numero  intero  positivo  qualunque,  si  ha 
(d)  cp(bh,bn)=^b  r^  {h,  n). 

Per  la  (2)  abbiamo 

cf  [bh,  bn!  =  ^e     ■  , 

dove  s  percorre  un  sistema  completo  di  resti  (mod  6  n),  e  per  ciò 
b  volte  un  sistema  completo  di  resti  (modn),  il  che  dimostra  la  (d). 
Fondandosi  su  queste  proprietà,  si  può  ridurre  il  calcolo  delle 
omme  di  Gauss  al  caso  di  n  numero  primo  e  di  A  =  1.  A  noi 
(jui  basterà  calcolare  cp  (1,  n)  per  n  qualunque,  e  r^  {h.  ìi)  per  n 
dispari  ed  h  primo  con  n. 

§  134. 
Deteriniuiizione  w.  ^.  '^.n]  secondo  Kroiiecker. 

Fra  i  vari  metodi  che  si  hanno  pel  calcolo  delle  somme  di 
Gauss  sceglfarao  quello  dovuto  a  Kronecker,  che  utilizza  la  teoria 
dell'integrazione  nel  campo  complesso  per  trovare   il   valore   di 

ff{l,n)z='^e  *"-".  Si  consideri  la  funzione 

(1)  n^)=-é^ 
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uniforme  in  tutto  il  piano  complesso,  con  poli  del  l.»  ordine  in 
tutti  i  punti  interi  dell'  asse  reale 

2=zO,    ±1,    +2,    ±3,..., 
•  in  generale  nel  polo  z=zk  {k  intero)  col  residuo 

1      ^A:' 
re  " 


2  jii 


Nel  piano   complesso  si  tracci  il  rettangolo  contenuto  fra  le 
due  rette  verticali  (parallele  all'asse  delle  y) 

«  le  due  orizzontali  (parallele  all'asse  delle  x) 

y  =  —  h,       y=:  +  ^, 

dove  h  è  una  quantità  positiva  arbitraria,  che  faremo  poi  cre- 
scere infinitamente.  Neil'  interno  di  questo  rettangolo,  questa  f{z) 
presenta  i  poli 

2  =  1,  2,  3,. ..5, 

n 

dove  *  è  il  massimo  intero  inferiore  a  -^  ,  e  sul  contorno  si  ha 

il   polo   2  =  0,  poi   eventualmente,   quando   n   sia   pari,   il    polo 

n 
z  =  -^.  Per  escluderli  tracciamo,  coi  rispettivi  centri  in  z  =  0, 

n  . 

z  =:  -—  due  circoli  di  raggio  r  (che  si  farà  poi  tendere  a  zero), 

e  togliamo  dall'area  rettangolare  i  due  semicerchi  ad  essa  interni. 
Il  campo  cosi  formato  contiene  nel  suo  interno  i  poli  2  =  1,2, ...s, 
ed  il  suo  contorno  consta  di  una  parte  rettilinea,  che  indicheremo 
con  Z,  e  delle  due  semicirconferenze  tracciate  cori  raggio  =:  r. 

L'integrale   j  f{z)dz,  esteso  al  contorno    completo,  percorso   nel 

verso  diretto,  sarà  eguale  alla  somma  dei  residui,  moltiplicata 
per  2  Jt  i,  cioè  a 
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<jhe  possiamo  anche  scrivere 

Ora  l'integrale,  esteso  al  contorno,  si  decompone  nella  part« 
estesa  alla  porzione  rettilinea  L.  e  nelle  due  estese  alle  semicir- 
conferenze, percorse  nel  verso  negativo  delle  rotazioni.  Se  percor- 
riamo queste  semicirconferenze  o,,  a^  nel  verso  diretto,  avremo 
dunque 


(2) 


r  rei  t^   *"' » •     itti .    ,.« 

/  f{z)d2=l  f{z)dzJr  I  /•(2)rf2  +  -2  \e—^'-{-e~^*-^% 


Facciamo  ora  tendere  a  zero  il  raggio  r  di  a^  a,  e  dimostriamo 
che  il  secondo  membro  di  questa  formola  tende  ad  un  limite 
determinato  e  finito,  che  sarà  quindi  anche  il  limite  del  primo. 

Se  r  integrale   l  f{z)dz  si  scrive  sotto  la  forma 


/■ 


dz 


e  si  osserva  che,  al  decrescere  di  r,  il   prodotto  zfiz)  converge 

n 

verso  il  residuo  r — -.  in  z:=0.  mentre    /  —  :=  /*  /   d8  =  :t«.  ne 

segue  subito 

Ijm  I  f{z)dzz=z-. 

Nel  medesimo   modo   vediamo    che  se  n    è   dispari,  nel   qual 

n  ,  IT/.  , 

caso    -^  non  e  un  polo  di  /  (2),  sarà 

lim  /  f(z)dz  =  0: 

r  =  0      ' 
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11 

ma  invece  quando  n  è  pari,  la  f  i^z)  La   in  z  -=:  --  un  y 

siduo  T^ — :  e  "    '^-'^  ,  ed  è  quindi 

1    'F(v)' 


lim  /  f{z)  dz  =r  —  e 

r  11  0     /  2 


Si  conclude  che,  in  ogni  caso,  il  secondo  membro  della  (2), 
quando  r  teude  a  zero,  converge  verso  la  metà  di  cp(l,«)  ed  è 
quindi 

2    lim   /  /'(2)r=(p(l,«). 

r  =  0  J 
L 

Ora  dell'integrale  esteso  alla  parte  rettilinea  L  esaminiapio 
in  primo  luogo  le  due  parti  estese  ai  tratti  orizzontali 

y:=:.  —  A,      Ji=j'f{x  —  ih}dx 


.^ 


ì/=:-T-h,     J^=z  ì   f{x  -|-  i  h)  dx. 


e  dimostriamo  che  ambedue  convergono  a  zero,  quando  li  cresce 
all'infinito.  Per  questo  si  osservi  che  il  modulo  di  f{z)  è  dato- da 


n^) 


e     " 


]/  (e-'""—  1)-'  4-  4  sen*  :tx.e-  *">'  ^ 
e  vale  quindi  la  limitazione 


e  di  qui  segue 


A-h 


\f{z)\^—T^, ^,  sul  lato  y  =  ~h 


e  ■ 


\f(')\^    l-e--"'  '"^  Iatoi^  =  +  A. 
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Per  i  moduli  dei   due    integrali  Ji,Jì  si    iiaiino  quindi   le  li- 
mitazioni 

1         i"^  ^*  ,  n 


1-^.1  ^T^zn/"^'-' 


dx 


4:Jlh 


lc/J<- — ^-^T       e   "   dx 


—i~h 


ì-  e--'J  ~  4:7ih  ' 

ò 

onde  si  vede  che,  al  crescere   infinito   di    h.  gli   integrali  Ji,J, 
tendono  in  effetto  verso  zero. 

I  rimanenti  integrali  rettilinei    si    scindono    in  quattro  :  due 

che  diciamo  J^.J^  ertesi  ai  due  tratti  della  retta  ic=;— — ,  e  gli 

altri  due  J-^^J^  ai  due  tratti  della  retta  «  =  0,  scriviamo 

I  J,  =  il   f{iy)dy,  Je  =  i  I  f{iy)dy. 


Cangiando  in  J",  e  in  J-,  la  variabile  d'integrazione  y  in  — y, 
risulta 


dy 


Ora  tenendo  conto  che,  per  qualunque  t.  valgono  le  due  identità 

t  ,  r» 

=  (—  1)", 

(— 1)V— 1     '    (—1)"^'— 1        ^         '  ' 
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si  trova  subito  che  si  ha 


f(iy)+f(-iy)=-'e'~-''' 
\  f(^+iy)+f(^-iy)=i-.e 


e  conbeguentemente 

Si  è  visto  anche  che,  facendo  crescere  Ti  infinitamente,  ed 
insieme  tendere  r  a  zero,  questa  espressione  converge  verso  ^ 
cp  (1,  n),  ed  abbiamo  quindi  intanto 


(«+*'-")! 


_  y 


(p(l,n)  =  2(t  +  i'-«)  /    e      "    '  dy 


Per  valutare  questo   integrale,  eseguiamo  il  cangiamento   di 
variabile 

yzzzuin, 

indicando  con  fin   il  valore  positivo  del  radicale,  ed  avremo  : 

(3)  (p(l,M)=:2/T(i-fe'-")  /   e-»"'"*dM. 

0 

Questa  formola  vale  per  qualunque  n,  in  particolare  per  «=:4, 
ove  si  ha  direttamente 

•  =  o 

e  ne  segue  intanto 

(4)  fé— '^t,^Lzi(*). 


X 

(*)  Cangiando  in  qnesta  la  variabile  u  d' integrazione  in   '  e  sepa- 

F27C 

rando  il  reale  dall'  immaginario  col  raddoppiare,  si  hanno  i  ben  noti  valori 
degli  integrali  definiti 


/  008  (x*)  d»=  i  sen (x*)  d x  =  1  /   — 
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Sostituendo  questo  valore  in  (3),  si  ottiene  in  fine  il  valore 
cercato  della  somma  cp(l.w)  di  Gauss; 

(I)  <p(l,n)  =  W.'Ìp^. 

Suddistinguendo  in  riguardo  al  carattere  di  n  (mod  4)  risulta 
rispettivamente  : 

<p(l,n)  =  (l-|-»)  y'n,  per  n^0(mod4);  q)(l,n)=zO,  per  w  ^2  (mod 4) 

<p(l,n):^}' w,  pernii  (mod 4);  <p(l,n)  =  -|-«Yn,  per  n^3  (mod 4)^ 

e  i  due  casi  di  n  dispari  si  compendiano  nella  formola 

(H)  (p(l,n)  =  /~\/T. 

§  135. 
I  Talori  delle  somme  di  Gauss  in  generale. 

Servendosi  delle  formole  sopra  ottenute  per  cp  (1,  n),  e  delle 
proprietà  generali  delle  somme  di  Gauss  (§  133),  si  può  facilmente 
trovare  il  valore  di  qualunque  cp{h,n).  Qui  ci  basta  considerare 
due  casi  principali: 

a)  il  caso  di  n  numero  primo  p  dispari,  ed  h  non  divisibile 
per  p. 

b)  il  caso  di  n  dispari,  privo  di  fattori  quadrati,  ed  h  primo 
con  n. 

(a)  Nel  caso  di  n  numero  primo  dispari  p,  la  (II)  dà 

e  se  A  non  è  divisibile  per  p,  possiamo  scrivere  (§  133) 
<P(^JP)=2(y)«~^' 
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dove  s  percorre  un  sistema  ccuapleto  di  resti  (mod  jp),  escluso  lo 
zero.  Ponendo  hs  =  s',  anche  .s-'  percorre  un  tale  sistema  com- 
pleto ed  avendosi 

ne  risulta 

<P(".i')=-(y)2(y)-={y)^pa.i'). 

e  per  la  forinola  richiesta  : 

(IP)  cp{h,p)  =  /  A\  i(V)'  }/;^       (/i=|=0  (mod  p)), 

b)  Sia  ora  11:=  P  un  numero  'positivo)  dispari,  privo  di  fat- 
tori quadrati,  ed  h  primo  ctai  P.  Risoìveudo  P  in  fattori  primi, 
abbiasi 

con  j)^, p.^,...p^  numeri   primi  diverfsi   e  pongasi 
P  P  P 

=  P,     z=P -— =  P,, 

Pi  Vi  "  Pr 

onde  sarà  P,.  primo  con  p^.  Da-'  lietà  e)  §  133  abbiamo 

cf(li,P)  =  ^>{h,p,P^  =  .^ihP  .     '       'hp,,P,), 
e  per  la  e)  medesima 

ip{hP,,p,)  =  (p(Jì.p,p..p„...]}:;  .q{hP,,J},), 
per  cui 

(P  (Jl,P)    =   rp(Jl,  P,^p^)   .   rp  {JlP.^,p,)   .   co  {Jf2hPt,Ps'--Pr)- 

Applicando  ripetatamente  qnest.r  formola  ricorrente,  si  arriva 
alla  generale 

(1)  cp{h,P)=:cp{hP,,p,).whP.,.p.^...cp{hP,,p;), 
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che  scriviamo 

(2)  ifih.P)=  il   q^ih^     _ 

»=i 

Questa  vale  per  h  qualunque,  auche  non  primo  con  P;  ma 
se  di  più  supponiamo  7i  primo  con  P,  cioè  non  divisibile  ne  per  jp,, 
ne  per  p^...  uè  per  p,  ed  appliciiiamo  la  (II*),  troviamo: 

formola  che  può  scriversi 

il  prodotto   riferendosi  mbinazioni  due  a  due  dei  numeri 

primi  Pi.  pi Pr'  Ed  ora,  facendo  uso    del  teorema  di   recipro- 
cità i'*),  si  ha 


.9  V 

/ — 

P.p-\  P  !  ^,  p  / 


(*)  Solo  a  questo  punto  si  fa  qui  uso  del  teorema  di  reciprocità.  Ma 
appunto  dalle  forinole  già  stabilite  per  le  somme  di  Granss  si  può  trarre 
una  nuova  dimostrazione  di  questo  teorema  fondamentale,  che  è  pure  do- 
vuta a  Gauss. 

Dalla  (II*),  applicata  a  liue  numeri  primi  dispari  diversi  j;ì  ha 

e  moltiplicando 

Ma  dalla  e)  ^  133  abbiamo 
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e  quindi 

In  fine,  poiché 

__  ^  S  ^_  („,od  2),  ^-^j  ^  (S^j  (n,od  4), 

la  formola  cercata  per  cp(h,P)  diventa 

(III)  ,p(/,,P)3=:|^|^(^)Vp■, 

e  comprende  naturalmente  la  (II*)  relativa  al  caso  P=p. 


e  per  la  (II) 

9  (1,2)3)  =  i^  "    ypq, 

onde  confrontando 


(f)(f)= 


Ora  si  ha 

^l-d^^_rJ4_?^l   (n,od2), 


9 


W-(^  +  'i^)  =  M-(^)V^^-i-^  '^  <"■<>.•*) 


da  cai 

*  — ( — ^)  ) 

«  finalmente  la  formola 


(f)(l)=^->--'' 


2/  XP 
che  esprime  il  teorema  di  reciprocità. 
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Si  può  dare  alla   (III)    un'altra   forma   risalendo  alla  (2)  col- 
r  esprimere  ciascun  fattore  a  destra  nel  modo  seguente 

dove  r,  percorre  un  sistema  completo  di   resti  (mod  p,),  escluso 
lo  zero;  cosi  la  (2)  diventa 

la  sommazione  riferendosi  a  r,,rj,...r,.  Ora  abbiamo 

e  d'altronde  il  numero 

percorre    (mod  P)   un   sistema   completo  di   resti   primi  con  P; 
dunque  : 

Se  h  è  primo  con  P  si  può  scrìvere,  come  nel  caso  di  P  primo 

E  allora  alla   formola   (HI)    possiamo   anche   dare   la   forma 
seguente  : 


m 


(IV)  2:^]e     "  =^W-^'^  \'P 


È  importante  osservare  che  questa  formola  resta  valida  anche 
per  h  non  primo  con  P,  quando  si  faccia  questa  nuova  convenzione 
che  il  simbolo  di  Jacobi  (^)  significhi  lo  zero  quando  u  non 
è  primo  con  P,  dopo  di  che  le  proprietà  fondamentali  del  sim- 
bolo continuano  a  sussistere. 
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E  infatti  i:  •.•al(*olt>  ora  eseguito  dà  sempre 

ma  in  tal  caso  uno  almeno  dei  fattori  a  destra  si  annulla,  perchè 
se  h  è  divisibile  per  2>  si    ha  e~p~z=z  1,  indi 

cosi  la  (IV)  continua   a   .sni=!HÌstere,  essendo  (-^    =0. 

Concludiamo  che  la  (IV)  è  applicabile  in  ogni  caso  e,  per  la 
nuova  convenzione  sul  simb<»lo  di  Jacobi,  potremo  far  scorrere  r 
per  un  sistema  completo  di  resti  (mod  P),  inclusi  quelli  che  non 
sono  primi  cu)i  P. 

§  136. 

Riduzione  della  serie  V  ^—^ —  a  un  intesrrale  definii». 
Caso  D^l  (mod  4). 

Dopo  questa  digressione  sulle  somme  di  Gauss,  ritorniamo 
alle  formole  finali  del  §  132  e  riduciamo  il  calcolo  della  serie 

(1)  s=±^^^ 


a  quello  di  un  integra'e  definito  nel  modo  seguente. 
Partendo  dalla  formola  elementare 

b 
scriviamo  la  (1)  sotto  la  forma 

(1')  6'::=    y    j'^iD.n)x\ 

^0 
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Indicando  con  k  un  intero  positivo,  che  faremo  poi  crescere 
infinitamente,  prendiamo    1?»   som  primi    k[D]   termini 

della  serie  (!'),  facendo  percorrere  ai  numero  n  ì  k\D\  valori 

(  ;-  =  0.1.2....A:— 1 
ii  —  r\D\-\-s{  '  ,  _. 

Siccome  n^s  (mod  Di,  si  iia  >§  131) 

e  quindi 

0 

Ora  si  ha 

e  ponendo 

(3)    F{x)=:  ^'^{D,.s)x'  =  [DA)x-^{D,2-!x'-]-...^{D,\D\)x^^', 

si  vede  che  questo  è  un  polinomio  di  grado  |jD1 — 1,  perchè 
(D,\D\)  =  0:  esso  inoltre  si  annulla  per  x=zO  come  è  evidente 
e  di  più  anche  per  j;  ==  1  avendosi  (§  131  y)) 

La  formola  '2^  ri 'Venta 


'     X  1—x'''^)  ^  '      • 


(1— X^^5) 
0 

e  si  decompone  nelle  due  parti 

b  0 
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Vediamo  facilmente  che  la  seconda  di  queste,  quando  h  cresce 
infinitamente,  converge  a  zero;  e  infatti  annullandosi  F{x)  per 
«  =  0  e  per  a;=:l,  la  frazione 

F(x) 

nell'intervallo  d'integrazione,  rimane  in  valore  assoluto  inferiore 
a  una  quantità  fissa,  diciamo  A.  Il  valore  assoluto  del  secondo 
integrale  sarà  allora  inferiore  al  valore 


7c\D\-\-l   ' 

0 

quantità  che,  al  crescere  di  k ,  tende  a  zero. 
Siccome  poi 

S  ':=  lim  S,i , 

ci  troviamo    cosi   ad    aver  trasformato  il  valore -/S  della   nostra 
serie  in  quello  dell'integrale  definito 

ri)  i^  =  r_m^^}A^L- 

ì     x(l  — a;t^i)   * 

La  funzione  sotto  il  segno  è  una  funzione  razionale  della  x, 
che  in  tutto  l'intervallo  d'integrazione  (0,1),  compresi  i  limiti, 
è  sempre  finita,  e  non  resta  più  che  eseguire  l' integrazione  colle 
regole  del  calcolo  integrale,  mediante  la  decomposizione  in  fra- 
zioni semplici  della  detta  funzione  razionale,  per  ottenere  in  fine 
il  valore  di  /S'  e  quindi  anche  quelle  del  numero  h  delle  classi 
sotto  forma  chiusa. 

Nel  calcolo  effettivo   bisogna    distinguere  secondo  che  il  nu- 
mero   fondamentale    D    del    corpo   quadratico   è    pari  o   dispari. 
I  calcoli  si    presentano    più   semplici   nel    secondo    caso,  quando 
dunque 
(5)  D=l  (mod  4), 
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e  noi  ci  limitiamo  a  trattare  questo  caso,  le  formole  per  gli  altri 
casi  avendo  dei  resto  una  struttura  perfettamente  analoga. 

Indichiamo    con  P  il   valore   assoluto  \D\   di   Z),  ed    avremo 
per  la  (5) 

P^3  (mod  4),  se  Z>=:  —  P  (corpo  immaginario) 
Pe£1  (mod  -i)  se  Dz=^P  (corpo  reale). 

Ricordiamo  inoltre,  dal  §  131,  che  è  sempre  in  questo  caso 


(A*)-\py, 
e  per  ciò  la  funzione  F{x),  data  dalla  (3),  si  scrive  ora 

(6)  ^(^)="f'(^)x'. 

Ed  ora  andiamo  a  decomporre  la  funzione  razionale 

F{x) 
jc(l— xO  ' 


(7) 


sotto  il  segno  integrale  nella  (I),  in  frazioni  semplici. 
Posto 

le  radici  di  x^ — 1  =  0  sono  date  da 

e*,  per  a:=:0,  1,  2,. .  .P — 1, 

e  decomponendo  la  (7)  in  frazioni  semplici,  si  ha 

F{x)    ^ L'v'  F{t-) 

l-x^  P    2j^  ^Zli?  ' 

dove  è  da  omettere   il    termine  corrispondente  ad   amO  perchè 
F(i)=zO.  Ma  per  la  (6) 

'catt 
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per  a 4=0,  è  precisamente  ima  somma  di  Gauss  e  il  suo  valore^ 
secondo  la  (IV)  (pag.  573)  è 


^^(^')  =  l^)^^^^^-l^, 


onde  sostituendo  (I)  abbiamo 


(S)  ,^_iE^"v7iì  f-^ 


fTp      a=»    \^/  /     x—e  P 

0 

Resta  da  calcolare  il  valore  dell'integrale 

dx 


I 


X—e  P 
ò 


ciò  ohe  facciamo  per  via  elementare  come  segue. 
Per  8  compreso  fra  0  e  2  tc  calcoliamo 

p     dx      p  X  —  é~'* 

/     X  —  e'*  '     (x  —  cos  bf-j-  seiT  8         ' 

'o  'o     ^ 

e  separando  il  reale  dall'  immaginario 

i^    dx  [^         X — cos8  7      ,    .        e  /*^  dx 

/     X  —  e*        '    {x  —  cos8)'-|-sen'8  '    {x  —  cos8)'-|-sen  8 

0  b  0 

I  rispettivi  integrali  indefiniti  sono 


X  cos  5  ^  1         ,  (     ,  5,,      ,  n^) 

dx  ==-^  log    [x  —  cos8)'^-|-sen-o 


(.x  — cos8y-'-|-sen'8     '  2      ^  /  '  '    '  S 


^   ,  dx  •  [x  —  cos 8 

sen  8  /  : TTT-i TT-  =■  are  tg 


{X — cos8)'-[-sen*8  \     sen 
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n 

e  limitando  abbiamo 


/    x—e""  ~  ^^^  V  ^^°  t)  "^  '■  /  ^^'^  '^  (^^T  ^)  "^  ^^^  ^^  ^'^"^ 


^)!, 


rt  re 

gli  archi  tangenti  essendo  presi  fra —  e  -|-~q~- 

Ne  risulta  che  sia  per  8  fra  0  e  Jt,  come  per  6  fra  n  e  2-t:, 

si  ha 


(9) 


r^=log(2senA)+i.(._«, 


Sostituendo  nella  ;8),  troviamo 


2  =  P-1 


formola  che  può  ancora  semplificarsi  ricordando  che 

S(^)  =  0,indi2(^)log2  =  0,2(^).^  =  0. 
Resta  così  in  definitiva 


/^) 


U7(.\  .UTC 

l 


dove   l'immaginario  nel  secondo  membro,  essendo  S  reale,  deve 
necessariamente  sparire. 
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§  137. 

Separazione  dei  due  casi  e  forinole  definitive 
pel  numero  h  delle  classi. 

Per  compiere  la  riduzione  della  forinola  (10),  ed  avere  l'espres- 
sione finale  del  numero  h  delle  classi  di  ideali  conviene  ora  se- 
parare i  due  casi 

a)     Z)  <  0  ,  corpo  quadratico  immaginario 
h)     i)  >  0  ,  corpo  quadratico  reale. 

Nel  primo  caso,  pel  calcolo  di  h^  si  applicherà  la  formola  (A) 
§  132,  nel  secondo  caso  la  formola  (B)  ibid.  (pag.  560). 
a)  In  questo  caso  abbiamo 

D  —  —  P,  P=3(mod  4),  ^:^Z:Jty=  i  (mod  4), 
e  la.  formola  (10)  per  S  diventa  "^ 

Siccome  S  è  reale,  questa  si  separa  nelle  due 


PiT^    \P 


m  E(-^)iog 


sen  1^1  =  0. 


Quest'ultima  del  resto  può  verificarsi  direttamente  osservando 
che  P — a  percorre,  come  a,  i  valori 

1,2,3,...P-1, 
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e  per  ciò  ^ 

=  |:(^)%sen(^)=(-iri:(^)logsen(^), 
da  cui,  essendo  P^3  (mod  -4) 


p-\ 


(-1)'   =-1, 

segue  appunto  la  (12). 

Sostituendo  il  valore  (11)  per  S=^^-^^^  nella  (A)  §  132, 
abbiamo  per  h  la  formola 

,13)  ,  =  ^^2-{^ 

da  cui  già  h  appare  un  numero  razionale. 

Ma  si  può  ulteriormente  porre  in  evidenza  che  h  è  un  intero 

con  una  nuova  trasformazione  della  (13),  scindendo  la  sommazione 

P  .     . 

a  destra  rispetto  ad  a  pei  valori  a'  <  — -  e  pei   rimanenti  com- 

P 

plementari  P  —  a'>-^.  Cosi  abbiamo 

tu 

?«(y)=f!«'(^)+--)(^')ì= 

ma  essendo  P^3  (mod  4),  indi  [ — — —  1=  —  ("p")'  risulta 


.._  ^-' 


-    ?.(-)-2:.-(^)-s(^) 

D'altra  parte  anche  i  numeri 

2  a',     P—2a, 
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inferiori  tutti  a  P  ed  incongrui  coincidono,  in  altro  ordino,  coi 
numeri  a,  e  per  ciò  è  anche 

,/2a'\    ,    y-yfP—2a' 


ossia 


i:«m=S2W^«--fSF^^(p-2«o^ 


==^(^)S«-(^)-(^)S(^)(p-2a-,, 


|)2«m=^24^)-^^2(>-). 


Sottraendo  questa  dalla  (14),  moltiplicata  per  2,  viene 


r     \pj)^    \pi         ^\pr 

indi  dalla  (13)  sparisce  il  divisore  P  e  si  ottiene 


Si 


-4 


Siccome  P^3  (mod  é'J,  potremo  avere 

P=7(mod8),     o     P^3(mod8), 

e  corrispondentemente  la  precedente  ci  dà 

(15)  h=   Yi  Ì-Jt]^    per  ^'^"^  («^od  8) 


e  invece 

,   p-1 

(15*) 


^  =  4"  S   {y)'  P^''  ^=3  (mod  8)  (P>3). 
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Particolarmente  notevole  è  il  primo  caso,  ove  la  formola  (15) 
pone  in  evidenza  die  il  numero  h  è  un  intero,  il  quale  inoltre 
sarà  certamente  positivo.  Riepilogando  i  due  risultati  in  un  solo 
enunciato,  si  ha  dunque  : 

Per  avere  il  numero  h  delle  classi  di  ideali  in  un  corpo  qua- 
dratico immaginario,  con  numero  fondamentale 

D  =  —  P=  1  (mod  4), 


^ 


ai    considerino    i   numeri   a    primi    con    P  giacenti    nell'intervallo 
— - — _,  e  si  osservi  per  quanti  di  essi  il  simbolo{—^\  di  Jacohi 

riceve  il  valore  -\-l,  e  per  quanti  il  valore  — 1.  TI  numero  dei  primi 
è  sempre  maggiore  di  quello  dei  secondi,  e  l'eccesso  dà  il  numero  Ti 
delle  classi  se  D^l  (mod  8),  ed  il  suo  triplo  se  D^5  (mod  8). 

In  particolare,  se  P  è  un  numero  primo  p^Z  (mod  4).  segue 
che  fra  i  numeri 

1.2,3,...?i^« 

vi  sono  più  residui  quadratici  che  non  residui,  e  l'eccesso  dà  il 
numero  h  delle  classi,  ovvero  il  triplo  di  ^,  secondo  che  D=: — p 
è  ^1,  ovvero  ^5  (mod  8).  Questo  singolare  teorema,  scoperto 
per  induzione  da  Jacobi  (per  le  forme  quadratiche)  venne  con- 
fermato appunto  da  Dirichlet  colle  ricerche  d'aritmetica  analitica 
che  sopra  abbiamo  esposto. 

h)  Prendiamo  ora  in  secondo  luogo  il  caso  del  corpo  quadra- 
tico reale,  ove 

D  =  P=\   (mod  4),  {?-^-^=0  (mod  4), 


(•)  Quaado  ^  =  1  (mod  4),  fia  i  nnmeri  1,  2 ,...  vi  sono  invece 

tanti  residui  quanti  non  residui,  come  si  rileva  osservando  ciie 

l(f)=l(T)-^l(^)==?(y)=''- 
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e  la  (10)  diventa 

^— ^^(^ìllogsenf-j^r- 


che  ora  si  sdoppia  nelle  due 

(16)  ^  =  -^|:(A),ogee.(ii?),. 

(16*)  S«(-f)=0- 

La  seconda  di  queste  si  verifica  anche  osservando  che  si  ha: 

?  «  (^)  =  ?  (i'-»)  (^) = S  (^-«)  {^) = S  iP-a^  {^) 

(perchè  P^l  (mod  4)),  e  siccome  2  (-75- 1=^0  ne  segue  la  (16*). 
Quanto  alia  (16),  distinguiamo  i  cp{P)  numeri  primi  con  P  in 
due  classi  di  -^  qp  (P)  numeri  ciascuna,  che  diremo  numeri  a  e  6, 
secondo  che 


la  (16)  diventa  cosi 

6  jt 


„      1  ,    "J'^yp 

S  =  -==-  log  


n  Ben  (-p 
Sostituendo  questo  valore  di 

,        n 

nella  formola  (B)  §  132  (pag.  660)  risulta  infine   pel    numero  h 
delle  classi 
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(17)  A  =  ^rè:-  log 


dove 


2  log  £       ■    \  ^  I  a:i  \ 


£=  ^-^uyD 


2 
essendo  {T,  U)  la  miuima  soluzione  positiva  dell'equazione  di  Peli 

T'  —  DU'  =  ±4:. 

Qui,  nella  formola  (17),  non  è  più  messo  in  evidenza,  come 
nel  caso  Z)  :^  0,  il  carattere  di  h  come  numero  razionale  intero. 
Questo  risulterebbe  da  un'ulteriore  trasformazione  della  formola 
nella  quale  non  staremo  ad  entrare.  Lo  stesso  dicasi  degli  altri 
casi  in  cui  D==l  (mod  4),  sia  per  corpi  quadratici  immaginarii 
sia  per  corpi  reali.  Nel  primo  caso  il  numero  h  viene  a  dipen- 
dere dal  modo  di  distribuzione  negli  otto  ottanti  della  circonfe- 

JTTia  t~ih 

renza  dei  punti  «  ^  ,  e  ^'  ;  nel  secondo  da  relazioni  che  legano 
l'unità  fondamentale  e  del  corpo  con  certe  unità  del  corpo  cir- 
colare   Icye  ^]  . 

§  138. 
I  caratteri  del  grnpi>o  Abeliaiio  lineare  v'=:av  (inod  m). 

Nei  paragrafi  precedenti  abbiamo  brevemente  trattato  della 
determinazione  trascendente  del  numero  h  delle  classi  di  ideali 
nei  corpi  quadratici,  secondo  le  prime  ricerche  di  Dirichlet.  Da 
ultimo  vogliamo  trattare  di  un  altro  classico  esempio,  quello  dei 
corpi  circolari,  ove  il  problema  venne  risoluto  da  Kummer  nelle 
sue  celebri  ricerche.  Anche  qui  è  la  conoscenza  di  tutti  gli  ideali 
primi  nel  corpo  che  serve  in  primo  luogo  a  trasformare   oppor- 
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tunamente  la  coiTÌ^;pondeufce  forinola  che  esprime  la  ^^(5)  per  pro- 
dotto infinito  e  ad  effettuare  il  prolungamento- analitico  di  queata 
funzione  al  semipiano  R{s)  Z-  0,  come  si  è  eseguito  al  §  130  pel 
caso  quadratico. 

Per  compiere  la  trasformazione  indicata  è  necessario  premet- 
tere una  ricerca  aritmetica  elementare  sui  caratteri  di  un  parti- 
colare gruppo  Abeliano  (§  l'28),  ricerca  basata  sulla  teoria  degli 
indici  per  modali  composti  in  aritmetica  razionale  (*). 

Sia  m  un  qualunque  numero  intero  positivo,  e  si  considerino 
i  tp  (w)  numeri  di  un  sistema  completo  di  resti  (mod  w),  primi 
con  Tìi. 

Se  X  è  un  indice  variabile  che  percorre  un  tale  sistema  com- 
pleto di  (p(m)  resti,  ed  a  un  moltiplicatore  fisso  fra  questi,  anche 
il  binomio 
(1)  x'^ax  (mod  m) 

percorre  un  tale  sistema  completo  di  resti,  talché  al  moltiplica- 
tore a  corrisponde  una  permutazione  sui  v:=:<p(m)  indici  stessi, 
ossia  una  Hostituzione  su  questi  indici  che  indichiamo  con 

ax 

X 

Se  ora  facciamo  variare  il  moltiplicatore  a ,  facendogli  assu- 
mere i  y^:=cr)[m)  valori  y)OSsibili,  ne  verrà  indotto  sugli  indici 
un  gruppo  manifestamente  Abeliano  di  vz=cp(m)  sostituzioni, 
ed  e  appunto  il  gruppo  di  cui  vogliamo  prendere  in.  esame  i 
caratteri  (cf.  §  128)  (**). 

Per  questo  conviene  in  primo  luogo  determinare  una  base 
per  questo  gruppo  Abeliano,  e  a  tale  questione  risponde  appunto 


(*)  Cf.  Dirichlet-Dedekind  Vorlesungeu.   Suppl.  V. 

(**)  Questo  gruppo  delle  sostituzioni  lineari  (mod  w)  della  forma  (1), 
come  più  oltre  si  vedrà  (§  1431.  è  piecis^mente  il  gruppo  di  Galois  per 
l'equazione  (irriducibile)  di  grado  cp())0  le  cui  radici  sono  le  (^  (»b)  radici 
primitive  m""  dell'  unità. 
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teoria  degli  indici,  per  moduli  m  comunque  composti.  Decom- 
pouiamo  m  uei  suoi  fattori  primi  diversi,  fra  i  quali  quelli  di- 
spari siano 

Px,  p,,...  Ih , 

ed  euinuo  in  ni  alle  rispettive  potenze  di  e^puneuLi  /i.  r^,...ì\: 
Aventualmenle  entri  in   m  anche  il  "2  alla  potenza  2\  sicché: 

{Z;  111    =    2      p]^    pi*   ...  .  pl>:  . 

Sia  ^i.  una  radice  primitiva  del  modulo  ^'f  (»■  =  1,  2,  3,...A:), 
e  supponiamo  dapprima  ).  >  3.  Si  sa  dalla  teoria  degli  indici  per 
moduli  composti  che,  dato  un  qualunque  numero  n  primo  con  wj, 
si  possono  determinare,  in  uno  ed  in  un  t^oì  modo,  gli  esponenti 

a  (mod  2) ,    ^  (mod  -i-  <P  C^'')  =  2'^-*) , 

fr  gli  esponenti 

Vf  (mod  (f  ip^i'  ))     ( i  =  1 ,  2  —  /;  •. 

iu  modo  che  sussistano  le  congruenze 

(2*)     n  =  {—ly  5^  (mod  2'-) ,  n  =  gt<  (mod  j)^  )     (  /  =  1 , 2 , . . .  k), 

e  questi  Jc  -\-2  esponenti  sono  appunto  gli  indici  del  numero  n 
(mod  m).  Quando  a,  P,  v,-  percorrono  rispettivamente  ciascuno  un 
sistema  completo  di  resti  rispetto  ai  loro  singoli  moduli,  il  nu- 
mero^  n  nella  (2)  percorre  un  sistema  completo  di 

<p  (m)  =  2  .  2^-*.  9  (pV  )  q)  (p;0  •••  9  {p?  ) 

resti  primi  con  m. 

Nel  caso  poi  che  sia  X<;3,  diminuisce  il  numero  A--f-2  degli 
indici  nel  modo  seguente.  Se  X  =  0,  ovvero  ).^=1  (seme  dispari 
o  il  doppio  di  un  numero  dispari)  spariscono  i  due  indici  a,  p 
(ovvero  è  da  farsi  a  =  p=0)  e  restano  solo  k  indici  v,,  v,,...Vt; 
se  poi  À=2,  2'-^=:l,  sparisce  il  solo  indice  P  (o  è  da  farsi  P  =  0) 
e  restano  k-\-l  indici,  dei  quali  a  prende  i  due  valori  0,  1. 
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In  corrispondenza  alle  forinole  (2),  si  costituisce  una  base  per 
l'attaale  gruppo  Abeliauo,  composta  di  ifc-}-2  termini  general- 
mente per  À^3;  ovvero  di  li  termini  per  X::aiO,  1,  e  di  'k-\-\ 
per  À:=:2,  nel  modo  seguente,  che  descriviamo  pel  caso  generale 
X^3.  Prendiamo  IcA^I  numeri 

fl  ,  O  ,  e,  j  Ci  , . . .  Cjk 

i  cui  indici  rispettivi  siano 

(1,0;  0,0...0)  per  a 
(0,  1:  0,0...0)  per  h 
(0,0;   1,0...0)  per  a 


(0,0;  0,0. ..0,1)  per  e,, 

ed  allora,  per  qualunque  numero  n  primo  con  m,  si  potrà  porre 
in  uno  ed  in  un  sol  modo 

(3)  n  ^  a^-  h^  c'i  c>  . . .  c^fc  (  mod  m  ), 
formola  che  ci  fa  riconoscere  in 

(  rt ,  6 ,  e, ,  e, , . . .  Ci) 

una  base  del  gruppo  Abeliano.  Se  poi  X  =  0,  1,  sono  da  omettersi 
nella  base  i  due  termini  a,  6;  e  quando  X=:2  è  da  omettersi  il 
termine  &.  Applicando  a  questo  caso  particolare  la  nozione  di 
carattere,s  esposta  in  generale  al  §  128  per  gli  elementi  di  un 
gruppo  Abeliano,  avremo  i  risultati  seguenti.  Ogni  numero  n 
primo  con  w  possederà  v  =  q)(m)  caratteri  diversi  (mod  m): 

dati  da 

(4)  X  (»)  =  Q""  "H^  «'■  «^  . . .  ù)J* , 

dove  a,  (3:  v,  ,Vy,...Vj.  sono  gli  indici  di  w  e  6 ,  ì]  ;  co, ,  a}s,...cot 
denotano  rispettivamente  una  qualunque  delle  radici  delle  equa- 
zioni binomie 

(5)  6»  =1  1 ,  ìV'^' =  1  ;   ctì.-C?  )  z=  1 , . . .  ftìA'**  )  =  1 . 
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Valgono  poi  per  questi  caratteri  le  relazioni  funzionali  B),  C) 
§  128  (pag.  645): 

« 

secondo  che  /  non  coincide  ovvero  coincide  col  carattere  prin- 
cipale, la  somma  essendo  estesa  a  tutti  i  cp{m)  numeri  n;  e  si- 
milmente 

X 
quando  si  tenga  fisso  «ex  percorra  tutti  i  caratteri,  avvenendo 
il  primo  caso  o  il  secondo,  secondo  che  n={=l  (mod  m),  o  n^l 
(mod  m).  Oltre  il  carattere  principale  3((n)=^l,  sono  da  distin- 
guersi fra  i  caratteri  quelli  che  hanno  periodo  2  per  qualunque 
numero  n,  o  caratteri  ancipiti;  per  questi  deve  essere 

6  =  +  l,     rj  =  +l,     0),::=  +  ^;'--^*=^III-'^ 

e  si  danno  quindi  2'"*  caratteri  ancipiti  (compreso  il  principale), 
numero  che  scende  a  2*  per  À  =  0  o  ==:  1 ,  a  2*"*"'  per  À  =  2. 

Per  le  applicazioni  che  ne  dobbiamo  fare  ci  occorre  ancora 
dimostrare  il  teorema  seguente  : 

A)  Se  il  numero  n  appartiene  Cmod  m)  alV esponente  f,  talché 

n^^\  (mod  m). 

f  cp  ^m  ì  si  risolve  nel  prodotto  dei  due  fattori 

(p{m)z=ef, 

i  calori  di  tutti  i  <pfmj  caratteri  y/n),  per  questo   numero  n,  sono 
le  radici  d'ordine  f  dell'unità  e  ciascuna  si  trova  ripetida  e  volte. 
Che  i  valori  dei  rp  (m)  caratteri 

(•5*)  Xi(«),   Xi("),---Xv(n)         (v=:(p(w)) 

pel  numero  n  siano  tutti   radici  f^*  dell'unirà  risulta  da  che  in 

generale 

(X(n))^=v(„/), 

ed  essendo  n'^l  (mod  m)  è  x('^)  =  x(l)=  1- 
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Fra  i  valori  (5*)  dei  v  =  ef  caratteri  pel  numero  n  y  ■  .  ■  j:io 
al  massimo  f  distinti,  e  per  ciò  fra  di  essi  ve  ne  sono  certo  dei 
ripetuti.  Poniamo  che  ve  ne  siano  e   eguali  ad  uno,  siano 

X.(^)  =  X.(w)  =  ....  =  X.'(*i)  —  1- 

Allora  gli  e   caratteri 

(6}  X, ,  X-0---X.' 

formano  gruppo  fra  loro  (§  128),  perchè  componendo  due  di  essi 
si  ha  un  altro  carattere  che  pel  numero  n  assume  il  valore  1,  e 
si  trova  quindi  fra  gli  e'  caratteri  (6).  Il  gruppo  (6)  è  un  sotto- 
gruppo d'ordine  e'  del  gruppo  totale  dei  caratteri,  e  per  ciò  e' 
è  un  divisore  di  v,  poniamo 

v  =  e'  f. 

Distribuendo  tatti  i  v  caratteri  rispetto  al  sottogruppo  (6), 
si  formerà,  nel  solito  modo,  un  quadro  di  /'  orizzontali,  conte- 
nenti ciascuna  e   caratteri 

X'  J       Xa  5  •  •  •  Xe* 

x'Xm  i'h^-'-iu 


/.        Al  j    A         hiy  A        /.e  1 


ed  ora  chiaramente  i  caratteri  di  una  medesima  orizzontale,  e 
questi  soltanto,  assumono  pel  numero  n  egual  valor©  (*).  Fra  i 
V  valori  (5*)  ve  ne  sono  dunque  precisamente  /"'  distinti  e  sono 

ciascuno  di  questi  è  poi  ripetuto  nella  (5*)  uno  stesso  numero  e' 
di    volte.  Ed    ora   dimostriamo    facilmente    che    è   /*  =  /",    e'  =  e. 


(*)  Se  y,  (n)  =  ^^,  (n),   il  carattere  Xf  77*  as^^ume  por  n  il  valore  1,  e 
perciò  è  nella  prima  orizzontale. 
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Intauto  siccome  gli  f  valori  (7)  sono  tutte  radici  P"  dell' unità^ 
è  certamente  /*</".  D'altra  parte  questi  numeri  (?!  formano  fra 
loro  uu  gruppo  (moltiplicativo)  d'ordine  /"',  onde  segue  cJtie  per 
qualunque  dei  v  caratteri  x  si  ha 

(X(71)K=:L  o  x(7^'•)==l, 

e  per  ciò  necessariamente  (§  128) 

n^  ^  i  (mod  w). 

Ma.  per  ipotesi,  n  appartiene  all'esponente  f  ed  è  (juindi  f 
multiplo  di  /*:  e  poiché  f  <f  ne  risulta  f^=f^  e=^e^  ciò  che 
dimostra  il  teorema  enunciato. 

§  130. 

La  f ttiizione .  sk l*\'  di  Dedekind  pel  corpo  circolare  AMe«') 
estesa  al  semipiano  /.'  ' >'  "  0. 

Ora  siamo  in  grado  di  compiere  una  ricerca,  analoga  a  quella 

dei  §§  130.31  pei  corpi  quadratici,  anche  pel  corpo  circolare  delle 

radici  m""  dell'  unità,  supposto  dapprima,  come  al  §  101,  che  il 

numero  m  contenga   un    solo    fattore    primo  q  (compreso  iT  caso 

5=:  2^  e  sia 

in  =  q'. 

Per  oue.>L  >  oa^o  abbiamo  determinato,  al  §  103,  tutti  gii   i'i-rtii; 
primi  del  corpo,  e  si  è  visto  che  l' unico  numero  primo  critico  2, 
dà  luogo  ad  un  solo  ideale  primo  (n),  di  cui  {q)  è  la  potenza  (jaì* 
v=iq:  (g')),  ed  è  N[K^=q.  Ogni  altro  numero  primo  p,  se  appar- 
tiene all'esponente  f  (mod  g'),  si  scinde  in  e  ideali  primi  diversi 

{p)  =  P,P,..,l\, 

ciascuno  di  grado  f,  essendo  v  =- cp  ( 5")  =  <* /'? 

NP,  —  XP,  =  ....  =  XP,  =f. 
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Prendiamo  l'espressione  analitica  uqì  semipiano  R{s)  >1  della 
'Ci'»  P^r  prodotto  infinito  (TI)  §  122 

XM  ■=:  n !- —  {R{s):>  \) 


^  1- 


{NPl- 


ed  ordiniamo  i  fattori  di  questo  prodotto,  incondizionatamente 
convergente,  facendo  precedere  quello  corrispondente  al  numero 
primo  critico  q,  seguito  da  tutti  gli  altri  numeri  primi  p.  Per 
quanto  sopra  si  è  ricordato,  avremo  così  la  formola: 

(1)  C.  i^)  =  — ^-  n  - — ^~~  (Ris) >  1) 

1-—  ^  fi — u 

q'        \      y  ; 

.supposto  che  p  appartenga  (mod  q")  all'esponente  /*,  e  posto 

_   V    _  cp{q') 


(2) 


f  ~      f 


Ora  costruiamo,  rispetto  al  modulo  q%  tutti  i  possibili  carat- 
teri xin),  in  numero  di 

v=:(p(g^)  =  g'-'(g  — 1), 

di  numeri  n  non  divisibili  per  g,  in  particolare  dei  numeri  primi 
p=}pq.  Se  p  appartiene  all'esponente  f  {mod  g') ,  applicando  il 
teorema  A)  del  paragrafo  precedente,  avremo  che  i  v  valori 

hip)i  -hipì^-'-'Up) 

consteranno  di  tutte  e  sole  le  radici  /^*  dell'  unità,  ciascuna  ripe- 
tuta e  volte.  Se  x  indica  una  variabile,  avremo  per  ciò  l'identità 

n  \i-yAp)-x\  =  {l-x')% 


da  cui  ponendo  x  =  — j-  risulta 


iv=n/i    ■'■"" 


p'-ì      ...  \       p' 
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Sostitueudo  nella  (1),  potremo  raggruppare  i  tattori  a  seconda 
del  carattere  Xt(i>)  (il  primo  Xi  (p)  essendo  supposto  il  principale 
Xi{p)=zl)^  ed  avremo  cosi  Ja  tt(«)  decomposta  nel  prodotto  di  v 
prodotti  infiniti  colla  formola 


K.{s)= r-n  — V-n — ^-..n — ^-r.-.n — ^— , 

l L  "    I  —  Jl.    "  1      X»(JP)    p  ^      Xs  (p)       p  ^      xAp) 

q'  p'  p'  p'  p' 

dove  p  percorre   tutti   i   numeri   primi,  escluso  g.  Ma   allora  il 

primo  di  questi  prodotti,  incluso  il  fattore  esterno  ,  non 

1 ^ 

e  altro  che  la  X>{8)  Riemanniana,  e  possiamo    quindi    scrivere  la 

formola  per  X,^.(s)  sotto  la  forma: 


Ciascuno  dei  \ — 1   prodotti  infiniti 

(5)  n— b)    ^^^'^^-^^ 

SI  può  ora  (analogamente  a  quanto  si  è  operato  al  §  130  pel 
corpo  quadratico)  cangiare,  colla  trasformazione  di  Eulero,  in 
una  serie  di  Dirichlet.  Queste  ^ — 1  serie  avranno  per  campo  di 
convergenza  non  più  soltanto  il  semipiano  ^(«)>1  ma  l'intero  se- 
mipiano i?(*)>0,  onde,  sostituendo  nelle  (4),  avremo  effettuato  il 
richiesto  prolungamento  analitico  della  t^{s)  al  semipiano  i?(«)>0. 
La  trasformazione  d'Eulero  (§  127),  applicata  ad  uno  qua- 
lunque dei  prodotti  infiniti  (5),  cangia  questo  prodotto  nella 
corrispondente  serie 

(6)  V'AM 


38 
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dove  n  percorre  tutti  i  numeri  naturali  non  divisibili  per  q,  e 
questa  converge  assolutamente  (ed  uniformemente)  nel  semipiano 

Ma  ora  questa  serie,  essendo  x  (w)  un  carattere  non  principale, i^) 
converge  uniformemente  (non  più  assolutamente)  in  tutta  la  stri- 
scia fra  i?(.s-)r=:l  e  i?(«)  =  0,  come  andiamo  a  dimostrare. 

La  serie  (6),  ordinata  per  valori  crescenti  di  w,  è  una  serie 
di  Dirichlet,  e  se  dimostriamo  che  le  somme  dei  coefficienti  Xi(w) 

restano  limitate  in  modulo  per  quanto  grande  sia  w,  in  ordine 
alla  proprietà  segnalata  in  a)  §  131  (pag.  653),  sarà  dimostrata 
la  convergenza  della  serie  (6)  di  Dirichlet  nel  semipiano  R{s)  >0. 
Ma,  essendo  x<(^)  ^^  carattere  non  principale,  la  proprietà  risulta 
subito  dalla  relazione  funzionale  B)  §  128  a  cui  soddisfa  x<(w)) 
poiché  la  somma  2  X.- W»  ©stesa  a  un  sistema  completo  di  resti 
(mod  gO,  è  sempre  nulla.  Dopo  queste  osservazioni,  la  formola  (4) 

per  le  ^^(.s-)  nel  corpo  circolare  A;\e^  /  resta  cangiata  nella  se- 
guente : 

(I)  ^^(*')  =  ^(*)n  (S'^)   (^(^)>0), 


(*)  Se  it=l  vale  ancora  la  trasformazione  e  si  lia  la  serie  ^' — , ,  la 
quale  però,  come  già  sopra  si  è  visto,  non  differisce  dalla  !^(s)  che  pel 
fattore  1 - 

(a) 


r^=(--^)^-<»)- 


La  stessa  cosa  si  conferma  osservando  che  C(*)^=^ — '  ^'^^  **  ^^^' 
corre  tutti  i  numeri  (compresi  i  divisibili  per  q)  si  può  decomporre  iu 

n'  ^  é.  (9»)'  »'  9' 

da  cui  appunto  la  (a). 
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la  quale  prolunga  analiticamente  in  questo  caso  la  zeta  di  De- 
dekind  a  tutto  il  semipiano  R  (s)  >  0,  nello  stesso  modo  come 
la  (II)  §  130  operava  il  prolungamento  per  la  zeta  di  un  corpo 
quadratico.  Anche  qui,  nel  punto  «  =  1,  la  ^j(«)  ha  un  polo  del 
primo  ordine  ed  il  residuo  secondo  la  formola  finale  di  Dedekind 
(IV)  §  126  (pag.  537)  è  dato  da 

•=i 

dove  ^  è  il  numero  delle  classi  e  gr  la  costante  (II)  §  125  inerente 
al   corpo  Tc\e^  ) . 

§  uo. 

Il  uumero  h  delle  classi  nel  corpo  circolare  fc  [e  ^'  j . 

Dalla  formola  (7)  pel  numero  h  delle  classi,  osservando  la  (I) 
e  ricordando  che 

»=i 
mentre  ciascuno  dei  fattori  • 

^        n' 

si  comporta  regolarmente  nel  punto  .v=l,  e  vi  assume  il  valore 

^'  — —  ,  deduciamo 
-^      n 

g  .=2  \^      n 
e  non  resta  più  altro  che  effettuare  la  sommazione  della  serie 

(2)  S'  ^  , 

dove  X  è  uno  qualunque  dei  v  —  1  caratteri  non  principali  ed  n 
percorre,  crescendo,  tutti  i  numeri  non  divisibili  per  q. 
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Questa  sommazione  si  effettuerà,  in  analogia  al  procedimento 
del  §  136,  nel  modo  seguente,  ricordando  che  per  n'^n  (mod  q'') 

è  x(n')  =  X('*)*  Come  al  §  136,  poniamo  per  — 

n         J 

0 

e  indicando  con  t  un   indice  variabile   che   percorre  i  v  =  cp(^) 
valori 


inferiori  a  ^^  e  non  divisibili  per  g,  consideriamo  i  A:v  valori  di 
n  della  forma 

(o)  n-=.sQ  -\-t  { 

e  con  Sk  indichiamo  la  somma  dei  primi  lev  termini  della  serie  (2), 
ove  Te  indica  un  intero,  che  faremo  poi  crescere  infinitamente. 
Così,  osservando  che  pei  valori  (3)  è  x(«)=x(0?  avremo 


^*-=/'(s  S  xwa?-'^'-')^^;, 


ossia 


s,=  ì  \y,i{t)x*A.''^x''^\dx 


Posto 

(4)  F{x)  =  ^t{t). 


X' 


e  sostituendo   per  ^  ^'^'  ^^  somma  eseguita 

»  =  0 

1— a^*" 


1  — £C« 


k(e  9') 
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troviamo 

1        1— a;''  /        1—x'' 


La  funzione  F{x),  data  dalla  (4),    è   un   polinomio   di    grado 
fv — l  =  q" — 2  in  X,  che  si  annulla  per  £c=:l,  perchè 

il  carattere  x  non  essendo  il  principale  {h)  §  138).  Conseguente- 
mente, in  tutto  l'intervallo  d'integrazione  [0, 1],  la  funzione  sotto 
il  segno 

■Fix) 

1  — a;»' 

rimane  finita,  e  se  diciamo  A  il  suo  massimo  valore  assoluto,  il 
secondo  integrale  a  destra  nella  (5)  non  supera  in  valore  assoluto 

A  ì   x'^'dx  ^ 


j\- 


1c.q^-\-l   ' 
0 

quantità  che,  crescendo  k  all'infinito,  converge  a  zero.  E  allora 
se  nella  (5)  passiamo  al  limite  per  ^'  =  co ,  ci  troviamo  ad  aver 
ridotto  il  calcolo  della  somma  S  della  serie  (2)  a  quello  dell'in- 
tegrale definito 

(6)  ,S.=  /-'^M,rf.. 

Come  al  §  136,  andiamo  ad  eseguire  l'effettiva  integrazione 
decomponendo  la  funzione  razionale  sotto  il  segno  in  frazioni 
semplici.  Posto 

le  radici  del  denominatore  sono  le  g'  potenze  di  e 

Ice»  £«'-«. 
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ma  siccome  i'"'(l)=:0,  come  si  è  visto,  la  decomposizione  dà 


X  =  9'-l 


1— «;«'■  o-    yTt 


F(E^) 


q     x=  1     8 


).(«•■ -n       X  —  e^ 


od   anche,  avendosi  8'''=  1 
F(x[ 


1—x^'  r     ?. 


1   X  =_!_'-»    e^i^(eX) 


r     n       ae  — 8^ 
Sostituendo  nella  (6),  risulta 


(7) 


S: 


Ma,  per  la  formola  di  calcolo  integrale  già  utilizzata  a>  §  136 
(  (9)  pag.  579),  si  ha 

n    dx            n     dx  ,      [^         l%l\)    ,     .In'       nX\ 

^3pr=        ^  =  log|2sen(— )(  +  »(^--^) 

.'  /     X — e^ 


e  la  (6)  si  cangia  nell'altra 

(8)      s= L'y'gX2?^(eX) 


lo.!2se„,f)|+.-(|-^ 


Ora  si  osservi  che  la  somma 

è  nulla,  perchè,  essendo  F{1)=0,  si  può  anche  scrivere  per  la  (4) 
come 

2  B^i^(8^)-2xfO  2  ^■■' 


X  =  o 


).  =  <> 
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ed  è 

Per  ciò  nella  (8)  sono  già  nulli  i  termini  che  contengono  a 
destra  in  fattore  log  2  e  i-^,  e  resta 

dove  ora  abbiamo  apposto  l' indice  x  alla  S  per  denotare  che  si 
tratta  della  somma  della  serie 


r 


/.(n) 


relativa  al  carattere. x-  Sostituendo  in  fine  nella  formola  (1)  pel 
numero  h  delle  classi,  avremo  h  sotto  forma  finita 

h=Z—    U    Sy   , 

9    X 

il  prodotto  riferendosi  a  tutti  i  caratteri,  escluso  il  principale. 

Non  ci  intratteniamo  sulle  ulteriori  semplificazioni  effettuate 
da  Kummer  in  queste  formole  finali. 


§  141. 
Preliminari  al  teorema  sulle  progressioni  aritmeticlie. 

Dedicheremo  questi  ultimi  paragrafi  alla  dimostrazione,  data 
la  prima  volta  da  Dirichlet  (1837)    coi   principii   dell'aritmetica 
analitica,  del   celebre  teorema  (enunciato  da  Legendre)  : 
In  ogni  progressione  aritmetica 

mx  -\-  r 

in  cui  m,  r  sono  numeri  razionali  interi  primi  fra  loro,  e  x  un  in- 
tero variabile,  sono  contenuti  infiniti  numeri  primi.  In  altre  parole, 
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se  r  è  primo  col  modulo  m,  esistono  infiniti  numeri  primi  p  che 
sono  ^r  (mod  m). 

La  dimostrazione   si   fonda   sul   comportamento,  nell'  intorno 
di  *  :=  1,  delle  serie  di  Dirichlet 


ixW=E^(-RW>i), 


dove  n  percorre  i  numeri  naturali  primi  con  m^  e  -^{n)  h  uno 
qualunque  dei  (p(w)  caratteri  (mod  n)  (§  138).  Abbiamo  visto  sopra 
come  queste  serie  si  presentano  appunto  nella  determinazione 
del  numero  delle  classi  nei  corpi  circolari  fc  \  e  '"  j,  quando  m 
contiene  un  solo  fattore  primo  g,  e  la  stessa  cosa  vedremo  ora 
verificarsi  per  m  qualunque.  Dopo  le  ricerche  di  Kummer  sul 
numero  h  delle  classi  nei  corpi  circolari,  la  dimostrazione  di 
Dirichlet  si  può  presentare,  come  Dedekind  osservò,  in  modo  sem- 
plificato connettendola  appunto  alle  proprietà  del  corpo  circo- 
lare  A:  \  e  ™  /  per  m  qualunque.  Il  procedimento  che  ora  passe- 
remo ad  esporre  è  quello  seguito  da  Weber  (*).  Prima  però  con- 
viene completare  i  principii  già  esposti  di  aritmetica  analitica 
coi  lemmi  seguenti. 

a)  Cominciamo  dal  dimostrare  il  seguente  teorema  (Dirichlet): 
Se  a,  h,  indicano  due   costanti  positive  ed  s  una  variabile  reale 
>  1  (**),  la  serie  infinita 

n  =  0       ^  ' 

è  convergente  per  ogni  s  >■  1,  ed  avvicinandosi  s  a  1,  cresce  infini- 
tamente per  modo  che 

(2)  lim}(,-l)^{  =  -L 


(*)  Lehrbuch  der  Algebra  II  Auflage  II  Bd.  $  198. 
(**)  Come  si  vedrà  dalla  dimostrazioue  stessa  nel   testo,  la   proprietà 
vale  anche  per  8  complessa  con  i2(s)>l,  riferendosi  alla  serie  dei  moduli 
(convergenza  assoluta). 
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Posto  *=r  1-1-0,  con  o  >  0,  la  convergenza  della  serie  a  ter- 
mini positivi 

~   b'-P  "^  {a-\-by+P  ~^  (2o-[-6y-'°  "^  "  * 

risulta  già  dai   primi  criterii    noti  ;  ma   risulterà  anche  provata 
dalie  considerazioni  seguenti   riducendo,  al  modo  di  Cauchj'',  la 
questione  all'esame  di  un  integrale  definito. 
Si  ha 

r   dx  1 


h 

ciò  che  permette  di  scrivei*e  il  secondo    membro   sotto  forma  di 
serie  certamente  convergente  : 


(3) 


Ora    la  funzione   sotto  il  segno    integrale  — ^^^    è    manifesta- 
ci?   ' 

mente  decrescente  al  crescere  di  x,  e  perciò  il  valore  di  ogni 
termine  a  destra  nella  (3)  risulterà  aumentato  se  sotto  il  segno 

integrale  si  pone  il  valore  di  — — -  corrispondente  al  limite  in- 
feriore, e  al  contrario  diminuito  se  vi  si  pone  quello  del  limite 
superiore.  Sussistono  per  ciò  le  seguenti  diseguaglianze 

^  »      1  1  ,  1  .  e 


1.(1.  1 


^«/(^TèT^~^   i^aJrhrP  -^••••!^«r--6^)' 


ossia  le  limitazioni  per  S 
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che  moltiplicate  per  —  si  scrivono 


abP    ^  ^-  ^    abP     '     ft'+''  ■ 

Se  ora  si    fa  convergere  q  a  zero,  le  quantità  a  destra  e  si- 
nistra convergono  verso  il  limite  comune  — ;  dunque  è  anche 

lim  (qS)  =—-, 

cioè  sussiste  la  formola  (2). 

b)  Alla  formola  fondamentale  (I)  §  118  per  la  trasformazione 
di  un  prodotto  infinito  in  serie: 

sotto  le  condizioni  ivi  ammesse,  conviene  aggiungerne  una  se- 
conda, egualmente  data  da  Eulero,  che  si  ottiene  prendendo  dal- 
l'una e  dall'altra  parte  i  logaritmi  e  ricordando  che  per  I^Kl 
vaie  la  serie  logaritmica 

1  Z^  2* 

log  j^=2  +  -2-  +  -3-  +■-... 

ove  il  valore  del  logaritmo  è  il  principale,  cioè  la  sua  parte 
immaginaria  è  fra  — ^—  e  -| — —.  Dalla  (I)  si  ha  cosi  dapprima 

log  2  f[n)  =  S  I  f(p)  +  —fif)  +  -1  /•(/)  +.-..!. 

A  destra  abbiamo  una  serie  doppia,  la  cui  convergenza  è  in- 
condizionata, e  possiamo  quindi  scrivere  anche: 

(II)  log s  fin)  =  s f(p) +4-2  f(f) +4-11  nf)  +'"> 

e  questa  è  appunto  la  formula  (d'Eulero)  che  volevamo  stabilire. 
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§  142. 

L*ec[nazioiie  X^{x)=zO  alle  radici  primitiTc  m""  deiranità. 
Sua  irridacil)iiità. 

Sia  m  un  intero   positivo   qualunque  e  consideriamo  le  cp  (m) 
radici  primitive  w""  dell'  unità 

STtir 

dove  ?•  è  uno  qualunque  dei  cp  (m)  numeri  inferiori  ad  m  e  primi 
con  m.  Poniamo 

(A)         .  X„{x)  =  nix—e,) 

r 

e  dimostriamo  che  questo  polinomio  di  grado  q5(w)  in  x,  con 
primo  coefficiente  =  1 ,  ha  tutti  gli  altri  coefficienti  razionali 
interi.  Intanto  tutte  le  q)  {m)  radici  primitive,  insieme  alle  impri- 
mitive, sono  le  m  radici  della  equazione  binomia 

(lì  «"•—1=0. 

Se  diciamo  v  il  grado  di  quel  fattore  irriducibile  (p(a?)  della  (1) 
a  cui  appartiene  la  radice  primitiva  e^  e  scriviamo 

(  2)  f{x)  =  x'  -{-  a,  ic^-'-l-  a,  x'"'  -f . . .  +  a, 

è  facile  vedere  che  anche  tutte  le  altre  radici  di  f{x)  =  0  sono 
iiecessariamente  primitive,  ed  è.  quindi  intanto  v^q)(m).  E  in- 
fatti ogni  radice  non  primitiva  della  (1)  soddisfa  ad  un'equazione 
binomia  di  grado  minore 

(3)  x"  — 1=0, 

ove  d  è  un  divisore  puro  di  m.  Se  la  (3)  avesse  una  radice  co- 
mune colla  equazione  irriducibile  (2),  le  ammetterebbe  tutte 
quindi  anche  e,,  il  che  è  assurdo  avendosi 

ìT.i  rd 

£f  =  e  "•  z^  1 . 
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Segue  dunque  che  effettivamente  v  t^  q)  {m).  In  realtà  però 
vedremo  che  vale  il  segno  d'eguaglianza  v  =  (p(7n),  cioè  il  po- 
linomio X„^{x)  dato  dalla  (A)  coincide  con  cp(.a?)  ed  è  quindi  irri- 
ducibile. 

Pel  momento  ci  basta  osservare  che  questo  polinomio  X„{x) 
avrà  coefficienti  interi,  poiché  ove  fosse  v  <  9  (wi),  le  qp(m)  radici 
primitive  dell'unità  darebbero  luogo  a  tanti  fattori  irriducibili 
come  il  polinomio  fix),e  dal  prodotto  di  questi  risulterebbe  X„ (a?). 

Il  calcolo  di  questi  polinomii  X^{x)  si  eseguisce  facilmente  con 
un  processo  ricorrente,  fondato  sulle  osservazioni  seguenti.  Sup- 
poniamo già  di  conoscere  A'',,,  (.os)  e  vediamo  come,  essendo  p  un 
numero  primo  che  non  divida  m,  se  ne  potrà  subito  dedurre 
l'altro  polinomio 

X{x),  {r  esponente  intero  >0) 

colla  formola  : 

(4)  Xix)        ^^"^^"'^ 


X^ix»'-') 


La  dimostrazione  di  questa  formola  risulta  dalle  osservazioni 
seguenti  : 

1.»  Le  radici  del  numeratore  Z„(a?0  a  destra,  e  cosi  quelle 
del  denominatore  Z„  (a?''''"'),  sono  tutte  semplici.  Infatti  una  ra- 
dice multipla  di 

X,Ax''}  =  0 

soddisferebbe  anche  all'equazione  derivata 

x"'-'X'^{x'''')  =  0, 

ciò  che  è  assurdo  perchè  X„(0)  non  è  nulla  e  X„,,X'„  non  hanno 
tattori  comuni. 

2.*  Tutte  le  radici  di  X„(aj''"')  sono  anche  radici  di  X^{x'y 
Difatti    se  a?'"'"*  è  una  radice  primitiva  nr"  di  1 

27rtt 
X''        zr:  e  •»    , 
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tale  è  anche  la  sua  potenza  p""     - 

2  Trip* 

poiché  p  non  divide  m. 

3.*  Ogni  radice  di  X^ix"'^) ,  che  non  sia  radice  di  X^(a/^~  )j 
annulla  X„pr(x);  e  viceversa  ogni  radice  di  X^^r  (^x)  annulla  il 
numeratore  nella  (-l)  e  non  il  denominatore. 

Infatti    se  a^"^  è  una  radice  primitiva  m"",  avremo 

(6)  X  =  €'"''' 

con  k  primo  con  m,  e  inoltre  non  divisibile  per  p,  perchè  altri- 
menti  sarebbe  già  a;'"'^  =  e*""  radice  (primitiva)  to""";  così  x  è 
radice  primitiva  d'ordine  mp".  Viceversa  se  a;  è  radice  primitiva 
d'ordine  mp'^,  sussiste  la  (5)  con  7:  primo  con  m  e  non  divisibile 
per  p^  onde  x**'  è  radice  primitiva  w"" ,  ma  non  x''''  . 

La  formola  (4)  è  così  dimostrata,  e  dalla  sua  applicazione  ri- 
petuta risulta  la  risoluzione  del  problema  proposto.  Si  è  già 
visto  (§  101)  che  quando  m  è  la  potenza  p'^  di  un  numero  primo 
jp  si  ha 

a^'— 1 


A>(a?)  = 


x"'-'  —  ! 


Ed  ora  se  dapprima    m   contiene   due   soli   fattori   primi  di- 
versi Pi, Pi,  sia 

m  =p\ip',^, 

applicando  la  (^4)  e  la  precedente,  avremo  subito 

(x'—l)  (/''*  — 1) 


p.  Pi 

X^{x)  = 


ix"'  —ì)  [x"'  -l) 

In  generale,  contenendo  m  un  numero  qualunque  di  divisori 
primi  diversi 
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indichiamo  con  ^,  tutti  i  divisori  di  m  (w  compreso)  che  hanno 

una  delle  forme 

w  m 

m 


ottenute  dividendo  m  per  un  numero  pari  di  suoi  divisori  prirai 
diversi  (in  tutte  le  combinazioni  possibili),  e  cosi  con  [x.^  tutti  i 
divisori  della  forma 

m  m 


Pi        PiPkPi 

ottenuti  dividendo  m  per  un  numero  dispari  di  tali  fattori  primi 
Sussiste  allora  la  formola  generale 

Uixfi  —  1) 
(B)  -  -^  -  "' 


"'^  ^     n («!'*=<— 1) 


i  prodotti  al  numeratore  e  denominatore  essendo  estesi  rispetti- 
tivamente  ai  divisori  \ii ,  pij, . 

La  (B)  sussiste  intanto  quando  m  è  la  potenza  di  un  numero 
primo,  ed  anche  quando  m  contiene  due  soli  fattori  primi  diversi. 
Per  provarla  in  generale,  basta  dimostrare  che,  se  la  (B)  sussi- 
ste per  m,  sussiste  anche  per  mp",  quando  p  sia  un  qualunque 
numero  primo  che  non  divida  m,  e  questo  segue  subito  dalla  (4). 

Ed  ora  andiamo  a  dimostrare  : 

L' equazione  X„  (x)  =  0  per  le  radici  primitive  m""  dell'  unità  è 
irriducìbile  (*). 

Premettiamo  il  lemma  : 

Se  di  un'equazione 

con  primo  coefflciente  z=zl  e  gli  altri  numeri  interi  si  costruisce  la 


(*)  La  dimostrazione   che   segue   nel    testo   è   quella   data  da  Arndt 
(Creile'  s  Journal  Bd.  66). 
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trasformata  di  TscMìmhaus  alle  potenze   x'[ .  x".  ^ . . .  xl,  delle  radici, 
essendo  p  un  qualunque  numero  primo,  e  questa  si  scrive 

F{x)  —  ar\-b, x"-'-)-  b, £c"-'-j- . . .  +  6„—  0, 

sussisterà  V  identità 

(6)  F{x)  =  f{x)     (mod  p) 

Questo  segue  subito  dalle  formole  elementari 

()j  —  2j'^ì  ì  "»  —  2j  "^  '^ì  )  3  —  2j  *^  '^  "'s 

e  dalle  osservazioni  generali  al  §  99  (pag,  418).  Difatti  abbiamo 

(£C,-f  a;, +  ... -far  J"^  a-? -f  £!??  +  ...+ 0-:  (mod  p), 
indi  6,  ^  ai  (mod  p)  ;  similmente 

(aji  0?,  -f  a?,  a?3  -f . . .  -|-  x„.i xj"  ^  -j--'  y''  —  •  •  •  -f  ^--i  <  (mod  _p) , 

quindi  6,,  ^  a...  (mod  p)  ecc. 

Si  osservi  poi  che,  applicando  ripetutamente  il  lemma,  si 
avrà  ancora  la  congruenza  (6)  quando  la  F{x)  sia  la  trasformata 
della  f{x)  alle  potenze  con  esponente  2>%i>'.-.  in  generale  con 
esponente  Jp^ 

Ciò  premesso  ed  avendo  già  dimostrato  al  §  101  (*)  che  se  m 
contiene  un  solo  fattore  primo  mz=p%  il  polinomio  X„{x)  è  ef- 
fettivamente irriducibile,  basterà  provare  che,  supposta*  l'irridu- 
cibilità del  polinomio  X^.  [x],  tale  è  anche  il  polinomio  X^r  ^,  (x) 
con  m^=p^.m',  essendo  p  un  numero  primo  che  non  divide  w'. 

Suppongasi  al  contrario  X^{x)  riducibile  ed  abbiasi 

(7)  X^{x)^f[x)^{x), 


(*)  Cfr.  in  particolare  la  dimostrazione  in  nota  al  $  101  (pag.  426), 
tratta  dal  teorema  di  Eisenstein. 
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con  /*(«),  (p(i>cj  poliiioraii    con  primo  coefficiente  ==:  1  e   gli   altri 
interi.  Siano 

le  trasformate  di  Tschirnhaus  delle  rispettive 

f(x)  =  0,     <p{x)~0 
alle  potenze  p'  delle  radici,  onde  avremo  per  la  (6) 

(8)  F  (x)  =  f{x) ,     O  (a?)  =  (p  (x)     (mod  p). 

Ora  se  s,  è  una  qualunque  radice  di  X^{x)  =:0^  cioè  una  ra- 
dice primitiva  m""*  dell'unità,  la  sua  potenza 

è  una    radice    primitiva    di    ordine  m',  e   per  ciò  ciascuna    delle 
equazioni  F{x)  =  0,  <I>  («)  =:  0  avrà  radici  comuni  colla 

X„,{x)  =  0. 

Questa  essendo  supposta  irriducibile,  una  qualunque  co  delle 
sue  radici  sarà  radice  tanto  di  F(x)  che  di  ^{x),  e  dalle  con- 
gruenze (8)  risulta  quindi 

/"(coì^O  (mod  ^) ,  (p(a))^0  (mod  j?), 

indi  dalla  (7) 

(80  X„(a))=i)Xa)), 

con  11^(0))  polinomio  a  coeffioienti  interi  razionali  in  (o. 

Si  consideri  ora  che,  pel  significato  stesso  del  simbolo  X„{x), 
sussiste  l'identità 

(9)  x-—l  =  UXAx), 

d 

il  prodotto  riferendosi  a  tutti  i  divisori  d  di  wi  (m  compreso),  e 
similmente 

(9')  x^^-l  =  nX,{x), 

s 

percorrendo  qui  ò  i  divisori  di  — .  Questi  divisori  ò  sono  anche 
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« 

divisori  d,  ma  fra  i  8  manca  il  divisore  d=:m:  per  ciò  il  quo- 


ziente 

a"—! 


x"  — 1 


è  un  polinomio  razionale   intero,  a   coefficienti   interi,  divisibile 
per  X„{x),  poniamo 

""I"^    =X,{x).Aix) 


x"  — 1 


con  A  (x)  polinomio  della  stessa  specie.  Ponendo  in  questa  iden- 
tità ic  =  co ,  il  valore  della  frazione  a  sinistra  è 


.m— 1 


m      -=--1 
—  co' 
P 

«  resta 

p  =  X^i(x))  Ai(o). 

Combinando  colla  (8')  viene 

p  =p*.y^la))    A{<ù) 

o 

l=zp  ^p(a))  ^(co), 

risultato   assurdo,  perchè  "^{(ù)  A{tì))  è   un  intero   algebrico,  che 
eguaglierebbe  la  frazione  —  . 


§  143. 
Ideali  primi  nel  corpo  kye") . 

Dimostrata  l'irriducibilità  dell'equazione  di  grado  v  =  (p(w): 

X,{x)  =  0 

alle   radici   primitive  m"'  dell'unità,   se   consideriamo    una   qua- 
lunque di  queste,  sia  per  fissare  le  idee 

ttci 

S9 
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è  provato  che  il  corpo  circolare  kye""  )  da  questa  generato  ha 
appunto  il  grado  v  =  (p{m).  Questo  corpo  coincide  con  tutti  i 
suoi  corpi  coniugati,  ed  è  quindi  un  corpo  normale.  Determi- 
niamo ora  facilmente  il  gruppo  di  Galois,  e  confermeremo  quanto 
abbiamo  asserito  al  §  138  (pag.  686).  Contrassegniamo  le  v=:<p(w) 
radici  x,  della  X„{x)=zO  con  un  indice  *'  preso  rispetto  al  mo- 
dulo m  e  primo  con  m,  ponendo 

X,  =  e'. 

Preso  uno  qualunque  di  questi  indici  ;?,  sia  a,  vi  ha  una  ed 
una  sola  sostituzione  A  nel  gruppo  (transitivo)  di  Galois  che 
porta  «1  in  a;„,  ossiS,  e  in  e";  e  allora  essa  cangia  g'  (per  qua- 
lunque s)  in  e",  ossia  x,  in  «,- ,  essendo  *'  ^  as  (mod  m).  Sugli 
indici  delle  radici  la  sostituzione  A  ha  dunque  la  forma  lineare 

moltiplicativa 

y^as  (mod  m), 

come  si  è  asserito  al  §  138. 

Dopo  questi  risultati,  volgiamoci  alla  ricerca  degli  ideali 
primi  nel  corpo  fe(8),  per  la  qual  cosa  dobbiamo  esaminare  come 
si  decompone  un  numero  primo  naturale  qualunque  p  in  ideali 
primi.  Potremo  già  risolvere  la  questione,  escluso  un  numero 
finito  di  numeri  primi,  che  saranno  : 

1)  i  divisori  primi  di  w 

2)  i  divisori  del  numero  fondamentale  Z>  del  corpo 

3)  i  divisori  dell'indice  C  del  numero  e  generatore  del  corpo. 
(Cf.  §  96). 

Con  ulteriori  ricerche  si  potrebbe  stabilire  che  il  numero 
fondamentale  D  di  k{e)  non  ha  altri  divisori  primi  all' infuori 
di  quelli  di  m,  e  che  si  ha  semplicemente  (7=1,  talché  in  realtà 
gli  unici  numeri  primi  che  restano  esdusi  sono  i  divisori  di  m. 
A  noi  qui  basta  osservare  che  l'esclusione  riguarda  un  numero 
finito  di  numeri  primi. 

Sia  dunque  p  uno  qualunque  degli  infiniti  numeri  primi  che 
non  dividono  il  prodotto  mDC;  dimostriamo: 
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a)  Se  P  è  un  ideale  primo  divisore   di  p,  il  grado  di   questo 
ideale  eguaglia  V  esponente  a  cui  appartiene  p  (mod  m). 

Indichiamo  con  f  il  grado  di  P,  onde  sarà 

NP  =  pf, 

e  con  f  indichiamo   l'esponente   a   cui   appartiene  p    (mod  ?«), 
talché  avremo 

p^  ^\  (mod  1»), 

e J  ogni  altro  esponente  r  pel  quale  sia  p*^\  (mod  m)  sarà  mitì- 
plo  di  f  ;  dobbiamo  provare  che  si  ha 

f=f'- 

Cominciamo  dall'  osservare  che,  pel  teorema  di  Fermat,  si  ha 

e»^— e  =  0  (mod  P). 

Essendo  p  primo  con  m^  la  t"^  è  una  radice  primitiva  »i"*,  e 
la  differenza  e^' — e,  se  la  supponiamo  diversa  da  zero,  entra  nel 
discriminante  Z>,  che  sarebbe  dunque  divisibile  per  P  (contenuto 
in  P),  e  quindi,  come  numero  razionale,  divisibile  per  j?,  contr» 
l'ipotesi.  Si  ha  quindi  necessariamente  e^=:e,  o 

E'^'-'zrrl, 

onde  rilevasi  che  l'esponente  p^ — 1  deve  essere   multiplo  di  /«, 

cioè  ' 

p^ ^\    (mod  m)  ; 

dunque  f  è  un  multiplo  di  f^  f>f'' 

D'altra  parte,  essendo  C  l'indice  di  e,  qualunque  numero  » 
intero  di  li  is) ,  moltiplicato  per  C,  è  una  combinazione  lineare 
intera,  a  coefficienti  razionali  interi,  di 

1,  E,  e',  ...e*~' 
(1)  Ctì)=:*,-f  A,«  +  ft,E*  +  ...  +  A,«*-*  (Cf.  §  94). 
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Elevando  all'esponente  p,  risulta  (§  99) 

C  co"  =  K"  +  h%  8"  -f .  A;  8*'  +  . . .  -f-  /ij  e^"')"  (mod  p\ 
indi  per  l'ordinario  teorema  di  Fermat 

Ciù'  =h,-\-h,z^ -\-h,  e' -]-.., -^-h,  é'-'^"  (mod  p) , 
ed  elevando  nuovamente  a  ^ 

Co)"'  =/».  +  /»,  e''  -[-  A,  8'"*-}-  ...-\-h,  é'-'>'  (mod  i))  ; 
cosi  continuando  risulta 

C(ù'^=  h,  +  h,  E^-l-h,e'^-\-...-\-h,  é-'-'^'^  (mod  p). 

Ma  per  ipotesi  j/^  1  (mod  m)  e  il  secondo  membro  di  que- 
st'ultima coincide,  secondo  la  (1),  con  Cco,  da  cui  risulta 

(7(0)"''  — co)  =  0   (mod  p); 

e  siccome  p  non  divide  C  se  ne  conclude 

(2)  co"^  ^  co  (mod  p\ 

congruenza  a  cui  soddisfa  qualunque  intero  co  in  ^(e).  Se  pren- 
diamo per  co  una  radice  primitiva  (mod  P)  (§  75),  appartenente 
dunque  all'  esponente  <I>  (P)  =  p^ —  1^  poiché  dalla  (2)  segue 

co'^-'  =  l  (mod  P), 

vediamo  che  p^ — 1  deve  essere  multiplo  di  j/ — 1,  indi  f>-f, 
che  riunita  alla  diseguaglianza  già  stabilita  f>f  dà 

/•=A  c.d.d. 

Secondo  il  teorema  a)  cosi  dimostrato,  tutti  gli  ideali  primi  P 
divisori  di  p  hanno  lo  stesso  grado  f,  eguale  all'esponente  f 
cui  appartiene  I?  (mod  w),  e  d'altra  parte,  siccome  p  non  divide  il 
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numero  fondamentale  D,  ciascuno  di  essi,  pel  teorema  di  Dedekind 
(§  99),  entra  in  p  alla  prima  potenza  soltanto.  E  numero  di  que- 
sti ideali  primi  diversi  che  compongono  p  è  adunque  dato  da 
e=z  —  =:—^ — .Otteniamo  cosi,  in  perfetta  analogia  al  §  103 
pel  caso  m^izq'^: 

Un  numero  primo  p  che  non  entri  nel  prodotto  mDC{*),  si  ri- 
solve nel  corpo  J£(b)  in  e  ideali  primi  diversi 

(i>)  =  P,P....P., 

tutti  dello  stesso  grado  f  eguale  all'esponente  cui  appartiene  p 
(mod  m),  avendo  posto 

V  =z  <Tp  (m)  r=  e  /*. 


§  1^. 
Lt  serie  di  Dirìclilet  Zx  (*)  =2^^- 

Dopo  questi  preliminari  aritmetici,  ritorniamo  alle  conside- 
razioni d'aritmetica  analitica  che  portano  alla  dimostrazione, 
data  da  Dirichlet,  del  teorema  enunciato  al  principio  del  §  141. 
La  dimostrazione  si  fonda  essenzialmente,  come  già  abbiamo  ivi 
indicato,  sull'esame  del  comportamento,  in  vicinanza  di  *=1, 
delle  serie  della  forma 

dove  n  percorre  i  numeri   naturali   primi   con  m,  e  x(w)   indica 
uno  qualunque  dei  qp(m)  caratteri  (mod  m): 

Xi(n)=l,     Xt(«),-.-X»(«)         (v  =  <p(w?)). 


(•)  In  realtà,  come  già  sopra  ò  avvertito,  l'esclusione  riguarda  solo 
i  numeri  primi  jp  divisori  di  m. 
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serie  che  indicheremo  anche  con 

(2)  L,{8),     L,{s),....ms). 

Esse  convergono  tutte  assolutamente  (ed  nniformemente)  in 
ogni  regione  interna  al  semipiano  i2(*)  >  1,  ed  in  questa  regione 
ammettono  pure  la  seconda  rappresentazione  per  prodotto  infinito 

(3)  Zx  (*)  =  n  \—~    {Ris)>ì  ), 

P' 

il  prodotto  riferendosi  a  tutti  i  numeri  primi  p  che  non  divi- 
dono m.  Pensando  ordinate  le  serie  (1)  per  valori  crescenti  di  n, 
si  hanno  altrettante  serie  di  Dirichlet,  che  ammettono  il  semi- 
piano i?  (s)  >  1  per  semipiano  di  convergenza  assoluta.  Ma  so  si 
eccettua  la  prima  di  queste  (2)  (la  Zi(*)  corrispondente  al  carat- 
tere principale)  le  rimanenti  convergono  ancora  uniformemente, 
però  condizionatamente,  entro  la  striscia  fra  R{s)  =  0  e  R{s)  =  ì, 
come,  risulta  dal  ripetere  le  osservazioni  già  fatte  al  §  139  pel 
caso  particolare  m  =  q\  In  particolare  nel  punto  s=zl  le  La(*), 
L,{s) ...  L^is)  si  comportano  regolarmente  e  prendono  ivi  i  valori 
determinati  e  finiti 


i,(l)  =  S^(X  +  X,). 


É  un  punto  essenziale  per  la  ricerca  il  dimostrare  ohe  in  *  =  1 
nessuna  di  queste  funzioni  si  annulla,  e  questo  risulterà  nel  no- 
stro caso  dal  paragone  colla  formola  pel  numero  h  delle  classi  (*). 
Per  la  prima  serie  Li{s),  corrispondente  al  carattere  princi- 
pale, osservando  il  comportamento  sull'asse  reale,  quando  s  per 


(*)  La  diraostraKÌoae  diretta  dì  questo  fatto  presenta  rilevanti   diffi- 
coltà (V.  Landau.  Vertheilung  der  Primzahlen  Bd.  I.  S.  456  ff.). 
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„      n' 

valori  >  1  si  approssima  ad  i,  è  facile  constatare  che  la  L,  («) 
va  crescendo  infinitamente,  cosi  però  che  il  prodotto 

{s-l)L,is) 

si  accosta  a  .  Per  dimostrare    questo   basterà  applicare  il 

lemma  di  Dirichlet  al  §  141  (pag.  600)  colle  osservazioni  seguenti. 
Indicando  con 

i  V  r=  q>  (m)  numeri  inferiori  ad  m  e  primi  con  m,  la  serie  L,  (s) 
8Ì  decompone  nella  somma  delle  v  serie  parziali 

"*  1 

'^'  —  S  -, \ TT    (*  =  1,  2, . . .  v) 

fri   (rw-f-n,)' 

e  ciascuna  di  queste,  al  tendere  di  *  ad  1,  cresce  infinitamente 
per  modo  che 

limS(*-l).S,|  =  -!-•, 
..il  )        m 

di  qui  segue  appunto 

lim|(.-I)i,WJ  =  -^  =  lM,  c.d.d. 

Consideriamo  ora  il  prodotto  delle  v  funzioni  Z,i(«),  L^ («),... //^(#) 

(4)  U{s)  =  L,is}LAs)...ms), 
pel  quale  avremo  manifestamente 

(5)  lim  j(*-l)L^  (*)'==  5^.  L,(1)Z,(1)...L,(1); 

se  riusciamo  a  provare  che  questo  limite,  certamente  finito,  è 
anche  diverso  da  zero,  sarà  provato  che  non  s'annulla  alcuno 
dei  fattori  1,^(1),  L,(l),...  i:,(l). 
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Ora,  ricorrendo  allo    sviluppo  (3)   per    prodotto  infinito,  per 
ciascuna  singola  L-^{s),  abbiamo,  nel  semipiano  i?(*)>l: 

U{s)=nU  \--    iR{s)>l). 

p  <=i  ,       hip) 


1  — 


JP' 


La  convergenza  del  prodotto  infinito  a  destra  è  incondizionata 
e  noi  ne  raggruppiamo  i  fattori  a  seconda  dell'esponente  f  a  cui 
appartiene  p  (mod  m). 

In  grazia  dell'  identità  già  osservata  al  §  139  (pag.  592) 


n        1 

XiiP) 


p'        \      p' 

possiamo  così  scrivere 

(6)       u{s)=ii- — ^—  (i?(^)>i), 

dove  p  percorre  tutti  i  numeri  primi  che  non  dividono  w,  e,  per 
ogni  singolo  di  questi,  /"indica  l'esponente  a  cui  •  appartiene  |> 
(mod  jp),  mentre 

V    tp(»w) 

Nel  prodotto  (6)  a  destra  raccogliamo  insieme  i  fattori  pro- 
venienti dai  numeri  primi  p  che  appartengono  all'esponente  1 
(mod  m),  cioè  quelli  che  soddisfano  alla  congruenza p^\  (mod  m\ 
e  scriviamo  con  notazione  evidente 

(7)  Tj{s)  =  n  -7— ViT  •  n 


"•"(-y)-'('-7-)- 


nel   secondo   prodotto   infinito    essendo    raccolti    tutti    i   numeri 
primi  p  pei  quali  /">  1.  Allora  noi    osserviamo  che,  per  f  fisso 
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>1  (divisore  di  v),  auche  ammesso  che  sia  infinito  il  numero 
dei  numeri  primi  p  appartenenti  a  questo  esponente,  il  relativa 
prodotto  infinito 

n- i-—  (/^  fisso  >1) 

converge  in  senso  proprio  non  solo  per  s  reale  ^  1  ma  ancora 
per  *=1,  ed  assume  per  «=1  il  valore  finito  diverso  da  zero 

(8)  n ^—    (/-fisso  >1). 


('-f 


Dunque  per  s  convergente  ad  1,  il  secondo  prodotto  infinito 
nella  (7)  converge  verso  una  costante  e  positica  (prodotto  delle 
relative  costanti  (8).  Dalla  (7)  abbiamo  quindi 


lim    \{s—ì)U{8)[=icììm{{s—ì) 


t=i 


^.TTÌJÌ 


(        '-(-7)1 

e  ci  resta  a  provare  che  il  limite  a  destra 

lim  {(s—l)  n —^ — } 


non  è  nullo. 


§  14B. 
Paragone  collo  sriluppo  di  l^fs)  e  conclusloue. 

Prendiamo  ora  in  considerazione  io  sviluppo  per  prodotto  in- 
finito, nel  semipiano  ^  (*)  >  1 ,  della  relativa  ^  (#)  di  Dedekind  i 

(9)  ^is}=zU  ^ (R  (.V)  >  1  ), 
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prodotto  esteso  a  tutti  gli  ideali  primi  P  nel  corpo  circolare  ifc(e), 
€  ricordiamo,  dalla  formola  fondamentale  di  Dedekind  pel  calcolo 
del  numero  h  delle  classi,  che  si  ha 

limjCir-DCkWl^S'A, 

limite  essenzialmente  po.ntwo. 

Dell'ordine  arbitrario  dei  fattori  nel  prodotto  infinito  (9)  di- 
sponiamo, secondo  i  risultati  al  §  143,  come  segue.  Separiamo 
quei  numeri  primi,  in  numero  finito,  e  indichiamoli  con  q,  che 
dividono  uno  dei  tre  numeri  m,  D,  C,  mentre  col  solito  simbolo  p 
indicheremo  tutti  i  rimanenti.  Così  pure  denotiamo  con  Q  i  fat- 
tori ideali  primi  provenienti  dai  numeri  g,  e  con  P  continuiamo 
ad  indicare  quelli  che  provengorìo  dai  numeri  primi  p^  ricor- 
dando che  ogni  tale  numero  J3,  se  appartiene  (mod  m)  all'aspo- 
nente  /",  si  decompone  in  e-=.~  ideali  tutti  di  grado  /",  talché 
il  contributo  recato  da  ciascun  numero  jp  al  prodotto  infinito  (9) 

consisterà  nel  fattore 

1 

1-4-r 

Pertanto  potremo  scrivere  la  (9)  nel  modo  seguente: 

,10)       ^'("^  n  —V- .  n'  -— ^-  (fiw  >i) 


dove   il   primo   prodotto,  indicato   con   II,  consta  di  un  numero 
finito  di  fattori  e  per  ,?r=l   prende  il  valore  finito  non  nullo 

1 


n 


1 


NQ 


mentre  il  secondo   prodotto   infinito  è   esteso    a    tutti    i    numeri 
primi  p   che  non  divìdono  ni  CD,  ciò  che   indichiamo    contrasse- 
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gnaudo  il  prodotto  con  un  accento.  Ora,  come  al  paragrafo  pre- 
cedente, separiamo  in  questo  prodotto  infinito  IT  una  prima  parte 

1 


n' 

(mod 


proveniente  da  quei  numeri  p  che  sono  ^  l  (mod  m),  dai  rima- 
nenti appartenenti  ad  esponenti  /">  1.  Questa  seconda  parte  del 
prodotto  infinito  II'  converge  in  senso  proprio  anche  per  8=\, 
•d  assume  per  *  =  1  un  valore  finito  non  nullo. 

Dopo  queste  osservazioni,  basta  moltiplicare  la  (10)  per* — 1 
e  passare  al  limite  per  s=zl  per  dedurne: 

È  finito  e  diverso  da  zero  il  limite 


iim^(,-l)n-  '  / 

"■(      '"'{'-yìy 


In  fine  basta  ora  considerare  che  il  prodotto  considerato  alla 
fine  del  paragrafo  precedente 

1 


n 
p 


•  hjf  ' 


esteso  a  tutti  i  numeri  primi  p^l  (mod  m)  (eventualmente  an- 
che a  quelli  divisori  di  CD),  non  differisce  dall'altro  sopra  in- 
dicato coU'accento  che  per  un  numero  finito  di  fattori,  per  de- 
durne che 

lim  \  i#  -  lì  n  — i-— — / 


-/       -(-yf) 


è  finito  e  diverso  da  zero,  che  è  quanto  si  voleva  provare. 

In  conclusione  abbiamo  dimostrare  : 

La  prima  nerie  (2)  !,,(«),  corrispondente  al  carattere  principale^ 
cresce  infinitamente  quando  s  si  avvicina  a  1,  ed  è 

lim!(*-l)i,w!=    '^""'- 


r        -'"^^-'\  rti 
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invece  le  rimanenti  L^is),  Lt{s) A(*)  *'   serbano  finite  è  diverse 

da  zero  anche  per  s=zl. 

Non  lascieremo  di  osservare  che  i  risultati  ora  stabiliti  ven- 
gono in  sostanza  ad  effettuare  il  prolungamento  analitico,  a  tutto 
il  semipiano  i?(*)>0.  della  t,i,{s)  di  Dedekind  pel  corpo  generale 

Jfc  \e  "  /,  e  la  funzione  stessa  viene  a  presentare  nel  punto  *=1 
un  polo  del  primo  ordine  col  rersiduo  =zgk. 

Stabiliti  questi  risultati,  la  dimostrazione  di  Dirichlet  del 
teorema  principale  si  compie  ora  facilmente  come  segue. 

Prendiamo  il  logaritmo  di  una  qualunque  delle  funzioni  Ly^{s), 
sviluppata  in  prodotto  infinito  nel  semi  piano  Ì2(5)>1  ((3)  pag.614), 
applicando  la  formola  (II)  d'Eulero  §  141  (pag.  602),  ed  avremo 

(A)  Iogi.W=sf^  +  i?^  +  TS^  +  -  <^«>1'' 

Sia  ora  r  un  numero  qualunque  primo  con  m,  ed  r'  il  suo 
numero  associato,  talché 

(11)  rr' ^  i    (mod  w). 

Moltiplichiamo  la  (A)  per  x{r')  e  sommiamo  a  tutti  i  carat- 
teri x;  cosi  abbiamo 

(12)    2x(r01ogix(')=2y(2x(^>))4-4-|^-^(|5C(^V^^ 

Ma  se  ricordiamo  l'equazione  funzionale  e)  §  138  (pag.  589) 
a  cui  soddisfano  i  caratteri  per  n  fisso 

X 

secondo  che  «=pl  (mod  m),  ovvero  n^l  (mod  m),  a  destra  nella 
(12),  nella  prima  somma  rimarranno  solo  quei  termini  nei  quali 
il  numero  primo  p  soddisfi  alla  congruenza 

pr'  ^1  (mod  m) 
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cioè  per  la  (11)  alla  p^r  (mod  m);  nella  seconda  quelli  in  cui 
p^^r  (mod  ni),  e  cosi  via.  E  allora  la  (12)  si  scrive: 

(13)        log  Z,  (s)  -f  X,  ir)  log  L,  (.9)  + ....  4-  yjr')  log  Z,(*)  = 
,    A^     1,1^1,1^1,        ) 

rj>=r  p  i5  p*=r  p  o   p'=r  |)  J 

la  quale  formola  vale  nel  semipiano  i?  (.?)">!. 

Facciamo  accostare  lungo  l'asse  reale,  a  destra,  la  *>1  al 
valore  1.  Per  quanto  si  è  visto,  la  L^{s)  cresce  allora  positiva- 
mente all'infinito,  mentre  L^is)^  L, (*)...  L„ («)  convergono  verso 
i  valori  finiti  non  nxdli  L,  (1),  L,  (1),...  i^,  (1),  e  per  ciò  a  sinistra, 
nella  (13),  la  somma  cresce  infinitamente,  e  lo  stesso  deve  quindi 
accadere  a  destra. 

Ma  è  facile  vedere  che  a  destra  tutta  la  parte  che  segue  la 
prima  serie 

resta  uniformemente  limitata  per  quanto  *  si  accosti  ad  1,  per- 
chè il  suo  valore  è  certamente  inferiore  alla  quantità  fissa 

2    ;à    n»  ^   3    tà    n'  ^■"'' 

dove  «  percorre  tutti  gli  interi  positivi  a  partire  da  n  =  2.  Questa 
quantità  è  del  resto  inferiore  all'altra 

2^'.  '«^    '     n'7^  n'^'"\~2é'.  nin—1)       2  iè  V»— 1         «/       2 


Segue  di  qui  che  la  prima  serie 

S-i, 

psar   p 
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estesa  ai  numeri   primi  p  che  sono  ^r  (mod  w),  deve  pur  cre- 
scere  infinitamente   quando  s  si  accosta  ad  1,  e  questo  non  av- 
verrebbe certamente  se  non  fosse  infinito  il  loro  numero.  Siamo 
giunti  così  a  stabilire  effettivamente  il  teorema  enunciato: 
In  ogni  progressione  aritmetica 

mx  -\-  r , 

ove  i  numeri  interi  m,  r  sono  primi  fra  loro,  sono  contenuti  infiniti 
numeri  primi. 

Non  lascieremo  di  osservare  che  questa  dimostrazione  di 
Dirichlet  prova  ancor  più,  e  cioè  che  questi  sumeri  primi  jp^r 
(mod  m)  sono  abbastanza  frequenti  per  assicurare  la  divergenza 
della  serie 

SA 

p=r    p 

estesa  ai  numeri  primi  contenuti  nella  progressione  aritmetica 
mx  -\-r. 

E  infatti,  ove  questa  fosse  convergente,  ed  avesse  una  somma, 
finita  *§,  la  serie 

p^r    p' 

per  *>1  sarebbe  sempre  minorante  rispetto  alla  prima  e  si  man- 
terrebbe per  qualunque  s'^1  limitata  <-S',  il  che  contraddice 
al  comportamento  che  abbiamo  verificato. 


NOTA 

al  §  74  sulle  radici  primitive  per  moduli  (ideali)  composti ('^l 


1. 

Si  è  accennato,  alla  fine  del  ^  74  (  pag.  320),  che  per  i  corpi 
generali  algebrici,  di  grado  n>l,  la  questione  della  esistenza  o 
meno  di  radici  primitive  per  ideali  non  primi  non  è  ancora  stata 
risoluta  (**).  Anche  qui  la  ricerca  fondamentale  da  istituirsi  ri- 
guarda dapprima  le  potenze'  degli  ideali  primi  P. 

In  questa  nota,  imitando  il  procedimento  che  si  usa  in  ari- 
tmetica razionale  i^***"),  si  risponde  in  modo  esauriente  alla  que- 
stione mediante  i  quattro  teoremi  seguenti  : 

A)  Se  un  ideale  pì'imo  P  è  di  grado  supeiHare  al  primo,  nes- 
suna potenza  supeinore  di  P  ammette  radici  pHmitive. 

B)  Per  ogni  ideale  primo  P  di  primo  grado  tutte  le  potenze  di 
P  ammettono  radici  primitive,  salco  nei  due  casi  eccezionali  seguenti  : 

1.°  quando  il  numero  primo  razionale  p=zNP,  coordinato  al- 
l' ideale  P,  è  dispari  e  divisibile  per  P*,  (****) 
2°  quando  sia  p:=2. 


(*)  Nota  riprodotta  dai  Rendicouti  dei  Lincei.  Voi.  32  (gennaio  1923). 
(*•)  V.  Hilbert  Bericht.  C.  Ili,  6  9.  S.  193. 

(***)  Cf.  Dirichlet-Dedekind.  Zahleatbeorie  Supplement  V  (8.  331-339, 
IV,  Auflage  a  pag.  326-334  traduzione  italiana. 

{****)  In  tal  caso  p  è  numero  primo  criiico  (ó  99)  e  divide  il  numero 
fondamentale  D  del  corpo. 
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Rispetto  al  comportamento  delle  potenze  di  P  nei  due  casi 
eccezionali,  si  hanno  questi  due  teoremi  : 

Q)  Se  p  è  dispari  e  divisibile  per  P',  ovvero  quando  è  p=z2  e 
non  divisibile  per  P',  le  potenze  di  P,  a  cominciare  dalla  terza, 
mancano  di  radici  primitive  (le  hanno  P  e  P'^). 

D)  Se  è  p:=2  ed  è  2  divisibile  per  P^,  le  potenze  di  F,  a  co- 
minciare dalla  quarta,  mancano  di  radici  primitive  (le  hanno  P, 
P'  e  P'). 

Come  si  vede,  il  caso  eccezionale  p  =  2  dell'aritmetica  razio- 
nale rientra  nel  teorema  (7)  ;  e  lo  stesso  comportamento  offrono 
quei  numeri  primi  dispari  e  critici  p  per  gli  ideali  primi  P  che 
vi  entrano  al  quadrato.  L'ulteriore  eccezione  per  p=z2  (critico) 
del  caso  D)  non  ha  riscontro  nel  campo  razionale,  ma  si  presenta 
subito  ad  esempio  nel  campo  di  Gauss  per  P=  !-[-«. 


Nel  campo  algebrico  ^(6),  di  grado  n>  1,  sia  P  un  ideale 
primo  e  sia  p  il  suo  numero  primo  razionale  coordinato,  talché 
per  la  norma  NP  di  P  si  abbia  (§  67) 

NP  =  p^, 

denotando  f  il   grado  dell'ideale   primo.  Cominciamo  dal  dimo- 
strare il  seguente  lemma: 

a)  Se  una  potenza  superiore  P'^^  di  P(r~^l)  possiede  una  ra- 
dice primitiva  g,  questa  è  anche  radice  primitiva  di  tutte  le  potenze 
inferiori  P%  P'^'\  ..  P. 

Basterà  provare  che  g  è  anche  radice  primitiva  di  P*",  che 
allora  lo  stesso  avverrà  per  le  seguenti  potenze. 

Sia  6  l'esponente  a  cui   appartiene  g  (mod  P""),  onde  5  divi- 
derà ^CP'),  e  posto 
(2)  /=  1-1-0), 

sarà  (0  un  intero  (di  ^(6))  divisibile  per  P\ 
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Elevando  la  (2)  alla  potenza  p,  risulta 

/'^l+i'w-f  (i),)(o'4-(i),)a)*-f ..., 

e  ai  osserva  che  a  destra  tatti  i  termini,  dopo  il  primo,  sono 
divisibili  per  P'''.  Difatti  03*,  co'. . . .  sono  divisibili  per  P*',  P*'..., 
ed  è  già  2r^r-|-l:  ma  anche  il  secondo  termine  pco  è  divisi- 
bile per  P"^\  entrando  P  in  p,  e  P"  in  co.  Di  qui  segue  la  con- 
gruenza 

g^'=  1  (mod  P'+'); 

e  siccome  g  è  radice  primitiva  (mod  P""'),  dovrà  òp  essere  mul- 
tiplo del  numero 

O  (P'+»)  =  NP.^  (P')  =  p^^iP'), 

e  quindi  8  multiplo  di  j/"'0(P').  Ma  8  divide  0(P''),  come  si  è 
detto,  e  perchè  le  due  cose  siano  conciliabili  dovremo  avere  in- 
sieme 

fi^$(P1,  f=l. 

La  prima  di  queste  eguaglianze  dice  che  g  è  anche  radice 
primitiva  di  P',  e  ne  resta  dimostrato  il  lemma  a).  La  seconda 
/=;=  1  insegna  che  l' ideale  P  deve  essere  di  primo  grado,  ciò  che 
prova  il  teorema  A)  n.  1. 

3. 

Provato  cosi  che  le  potenze  superiori  di  un  ideale  primo  P 
possono  avere  radici  primitive  solo  quando  P  è  di  primo  grado 
{NP=zp),  andiamo  ad  esaminare  quello  che  accade  effettivamente 
in  questo  caso. 

Intanto,  pel  lemma  a),  se  g  è  radice  primitiva  (mod  P'"^'), 
sarà  pure  radice  primitiva  (mod  P'),  e  dotata  inoltre  della  pro- 
prietà che  la  differenza 

9         — Ij 

divisibile  per  P^,  non  è  però  divisibile  per  P"""^*  (altrimenti  non 
sarebbe  g  radice  primitiva  rispetto  a  questo  modulo). 
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Il  risultato  ora  osservato  si  può  in  certo  modo  invertire  (senza 
restrizioni)  stabilendo  questo  secondo  lemma: 

^)  Se  g  è  una  radice  primitiva  (mod  P")  (V^l),  dotata  della 
proprietà  che  il  numero  g  —  1    non    .sia    divisibile  per  P'^^, 

sarà  anche  g  radice  primitiva  (mod  P'"+'). 

Pongasi  infatti  nuovamente 

e  l'intero  o)  sarà  divisibile  per  P"",  ma  non  per  P*"*"*.  Ora  l'espo- 
nente 8  a  cui  appartiene  g  (mod  P'^')  divide  <I>(P'"+')  =j9$(P''), 
e  d'altra  parte  è  multiplo  di  0(P"),  essendo  g^^l  (mod  P')  e  g 
radice  primitiva  di  P\  Per  conseguenza  6  avrà  o  il  valore  O(P'), 
o  il  valore  <I>(P''+').  Ma  il  primo  caso  è  escluso  da  che  nella  (3) 
non  è  co  divisibile,  per  P''"'"\  e  concludiamo  quindi  che  si  ha 
5  =  $  (P'"*"*) ,  ossia  che  g  è  radice  primitiva  (mod  P'"^'),  secondo 
quanto  afferma  il  lemma  P). 

Ed  ora  nelle  ipotesi  di  questo  lemma  introduciamo  la  se- 
guente restrizione: 

Y)  R  numero  primo  razionale  p,  coordinato  a  P,  sia  dispari  e 
non  divisibile  per  P^ 

In  tal  caso  possiamo  vieppiù  precisare  il  lemma  (3)  nell'altro: 

P')  Sotto  la  restrizione  y),  la  radice  primitiva  g  (mod  P''+^)  sarà 
dotata  dell'  analoga  proprietà:  che  il  numero  g  —  1   divisibile 

per  P'+'j  non  è  divisìbile  per  P"^*. 

Per  dimostrarlo,  eleviamo  nuovamente  la  (3)  alla  potenza  p 
ed  avremo: 


(i) 


s*<^'"">=i+i'"  +  ^i'»'+(^  )«*+.••• 


Qui  i  termini  a  destra,  da  co'  iii  poi,  sono  divisibili  per  P*', 

indi  per  P'+''  a  causa  di  3r^r-{-2:  ma  lo  stesso  accade  del  ter- 

p 1  p — 1    ^    .  ,     .    .  .    . 

mine  precedente  ^—— — pco*,  perchè  —^ —  è  intero,  j?  è  divisibile 

per  P  e   co*  per  P^""  indi  pto*  per   P^'+\  mentre  2r-|-l  ^  r-[-2. 
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Invece  nel  secondo  termine  ^oo  a  destra  nella  (4),  come  più  alta 
potenza  di  P  entra  la  P'^',  entrando  P  in  'p  solo  alla  prima  po- 
tenza per  la  restrizione  y):  ©d  in  co  esattamente  alla  potenza  P'. 
Se  ne  deduce  dunque  in  effetto  che  la  differenza  ^^^^'^'^ — 1, 
divisibile  per  P"""^',  non  è  però  divisibile  per  P'^*,  ed  anche  il 
lemma  p')  è  dimostrato. 

E  ora  evidente  come  dalla  ripetuta  applicazione  dei  lemmi  p) 
e  P')>  nelle  ammesse  ipotesi  e  colla  restrizione  y)?  risulta: 

La  radice  pì'imitiva  g  {mod  P')  è  ancìie  radice  primitiva  di 
tutte  le  potenze  .niperiari  di  P. 


4. 

Siamo  ora  in  grado  di  dimostrare  il  teorema  B)  del  n.  1,  nel 
cui  enunciato  è  già  ammessa  la  restrizione  y)  del  numero  pre- 
cedente. , 

Pei  risultati  sopra  esposti  basterà  accertare  l'esistenza  di  ra- 
dici primitive  g  del  modulo  P,  tali  che  la  differenza 


o  ciò  che  è  lo  stesso,  l'altra  g^ — g,  certamente  divisibile  per  P, 
non  sia  però  divisibile  per  P'.  Una  tale  g  sarà  infatti,  per  quanto 
precede,  radice  primitiva  di  tutte  le  potenze  superiori  di  P. 

Allo    scopo    prendiamo    una    qualunque    radice    primitiva    y 
(mod  P),   e  poniamo 

(f>)  S'  =  Y  +  to  > 

con  0)  intero  in  A:  (8),  divisibile  per  P  e  del  resto  arbitrario.  Sarà 
sempre  g  radice  primitiva  di  P,  e  disponendo  di  co,  potremo  fa- 
cilmente conseguire  che  la  differenza  g'^ — g  non  sia  divisibile  per 
P*,  che  è  quanto  occorre.  Dalla  (5),  elevata  a  p,  si  trae  infatti 


g" 


=  y'fi)a)Y'--|-(|)a)V-*+-.., 
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e  poiché  tutri  i  termini  a  desitra,  salvo  il  primo,  sono  dìv-'^  'i- 
per  P',  ne  segue  la  coigruenza 

g^  —  Y     (mod  P'), 
dalla  quale,  sottraendo  la  (5),  si  ha  l'altra 
(6)  g" —  ,g  =  (y" — y)  —  w    (mod  P% 

Ora  se  la  differenza  y*" — Y  ^^o^^  è  divisibile  per  P\  abbiamo 
già  in  Y  ^^^^  radice  primitiva-  (mod  P)  dotata  della  proprietà 
richiesta  (si  farà  allora  co=::0  ovvero  o)^_eO  (mod  P*)). 

Se  invece  y" — Y  ^0  (mod  P^),  si  prenda  nella  (6)  il  numero 
a>  divisibile  per  P,  ma  non  per  P*,  e  la  radice  primitiva  g  (mod  Pj, 
data  dalla  (5),  avrà  la  proprietà  voluta.  Cosi  il  teorema  B)  del 
numero  1  è  completamente  dimostrato. 

Si  osservi  ancora  che,  in  questa  dimostrazione  dell'esistenza 
di  radici  primitive.^  (mod  P),  colla  proprietà  che  g^'^ — 1  non 
sia  divisibile  per  P*,  non  è  occorsa  la  restrizione  y);  e  allora, 
pel  lemma  (3)  n,  3,  una  tale  g  è  anche  radice  primitiva  (mod  P*). 
Vale  dunque  in  ogni  caso  il  teorema  : 

E)  La  seconda  potenza  di  un  qualunque  ideale  primo  di  primo 
grado  ammette  sempre  radici  primitive. 

5. 

Venendo  ai  casi  eccezionali,  per  provare  il  teorema  C)  del 
n.  1,  dimostriamo  suct;essivameate  : 

i.o  Se  p  è  dispari  e  divisibile  per  P',  già  la  terza  potenza  P* 
manca  di  radici  primitive. 

E  allora,  pel  lemma  a)  n.  2  segue  che  anche  per  tutte  le  po- 
tenza superiori  di  P  mancano  le  radici  primitive,  mentre  pel  teo- 
rema E)  esistono  invece  per  P^  (e  per  P). 

Suppongasi  al  contrario  g  radice  primitiva  di  P*,  e  per  ciò 
anche  di  P'  e  di  P.  Posto 

ff*m  =  l+o>, 
sarà  0)  divisibile  per  P  (non  per  P*)  ed  elevando  a  p  avremo 
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Qui  .   .v.i^..i.  e.  ^.cocic.  dal  terz.v  ...  ^.^..  ^^....   ..,..■,. bili  per  P*, 

ed  anche  il  secondo  ^co  è  divisibile  per  P%  entrando  P*  ìa  p  e  P 
in  co  :  ne  segue  la  congruenza 

g^iP*)^  1  (mod  n. 

Dunque  l'esponente  a  cui  appartiene  g  (mod  P')  è  un  divi- 
sore di  <I>(P'),  in  contraddizione  coli' ipotesi  che  g  sia  radice 
primitiva  (mod  P*). 

Similmente,  per  la  seconda  ipotesi  nel  teorema  C),  dimostriamo: 
2.*^  Se  p^=2,  e  non  è  2  divisibile  pei'  P*,  manca  già  di  radici 
primitive  la  terza  potenza  P'. 

Si  ammetta  al  solito  invece  l'esistenza  di  una  tale  radice 
primitiva  ^r.  Siccome  O  (P')  =  2,  e  i  numeri  1,  3  sono  primi  con 
P'  ed  incongrui,  perchè  3  — 1=2  non  è  divisibile  per  P*,  ne 
può  essere  g^i  (mod  P"),  sarà  g^3  (mod  P*)  ossia 

*  ^=3-f  fo,     03  =  0  (mod  P'). 

Elevando  al  quadrato,  risulta 

^*— 1=8  4-6(0 +  «*, 

e  i  tre  termini  a  destra  8  =  2',  6cù,  co*  sono  tutti  divisibili  per  P". 
Si  ha  dunque  come  sopra 

^*(P*)=  1  (mod  P»), 

congruenza  inconciliabile  coll'ipotesi  di  g  radice  primitiva  (mod  P*). 
Cosi  è  dimostrato  il  teorema  C). 

6. 

Da  ultimo  dimostriamo  il  teorema  D\  provando  che: 
Se  p=z2  ed  è  2  divisibile  per  P',  già  In  quarta  potenza  di  P 
manca  di  radici  primitive,  che  esistono  invece  per  P'  {e  per  P*,  P). 
Per  la  prima  parte  si   osservi  che,  se  ^  è  un  qualunque  nu- 
mero non  divisibile  per  P,  si  ha 

^*(P«)  —  1  4-  (0,    con    CD  =  0  (mod  P»), 
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ed  elevando  al  quadrato 

Per  le  nostre  ipotesi  2  co  e  co*  sono  divisibili  per  P\  e  vale 
dunque,  per  qualunque  g,  la  congruenza 

gnn=i  (mod  P^), 

ciò  che  esclude  l'esistenza  di  radici  primitive  (mod  P*). 

Invece,  per  la  seconda  parte,  riconosciamo  l'esistenza  di  radici 
primitive  (mod  P')  come  segue.  Poniamo 

con  0)  divisibile  per  P,  raa  non  per  P\  e  sarà  g  radice  primitiva 
(mod  P*).  Ma  si  ha 

g'~l—  ^*(^*)—  1  :=  2(0  f  co' 

ed  è  2(0  divisibile  per  P',  ed  03*  per  P*  soltanto,  onde  g^'^^  ^ — 1 
non  è  divisibile  per  P*.  E  allora  questa  g,  pel  lemma  ^)  n.  3,  è 
anche  radice  primitiva  (mod  P*),  e.  d.  d. 

Diamo  termine  alla  presente  nota  coli' osservare  che  la  que- 
stione qui  risoluta  rientra  nella  generale  seguente.  Sia  A  un  qua- 
lunque ideale,  a  un  moltiplicatore  fìsso,  primo  con  A,  e  ac  per- 
corra i  ^('A)  numeri  di  un  sistema  completo  di  resti  primi  con  A; 
allora  (§  74)  anche  il  binomio  ax  percorrerà  un  tale  sistema  com- 
pleto di  resti.  Per  ciò  la  sostituzione  lineare 

X  ^ax  (mod  A) 

rappresenta  una  sostituzione  su  quei  <I>  (A)  numeri.  Se  ora  fac- 
ciamo percorrere  al  moltiplicatore  a  i  possibili  0(A)  numeri,  viene 
generato  un  gruppo  Abeliano  di  sostituzioni,  del  quale  si  può  ri- 
cercare la  base,  secondo  il  §  84,  in  particolare  il  numero  dei  suoi 
termini.  La  base  consta  di  un  termine  solo  (il  gruppo  è  ciclico) 
quando  esistono  radici  primitive;  e  le  ricerche  sopra  esposte  ri- 
solvono appunto  questo  problema  particolare,  nel  caso  che  sia  A 
la  potenza  di  un  ideale  primo. 
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CORREZIONI  ED  AGGHINTE 


Pag.  55.  Nota  a  pie  dì  pagina.  Per  provare  che  ogni  corpo  convesso 
<non  concavo),  con  centro  nell'origine,  dà  luogo,  nel  modo  indicato,  ad  una 
metrica  di  Miukowski,  basta  provare  che  la  fanzione  costruita  J'(x,,X2,...ì;,  ) 
soddisfa  al'e  condizioni  a).  &),  e)  pag.  49.  Per  le  due  prime  la  cosa  è  im- 
mediata :  per  la  terza  e)  si  osservi  che,  posto 

dalla  legge  di  omogeneità  risulta 

jP(a,)=:l,        F{%)=i\. 
cioè  i  due  punti  (a,,  a2,...a,i  ),  <  ^i,  p=>,...  (5«  )  sono  al  contorno  del  corpo. 

Essendo  questo  convesso,  il  punto    -^^- — ~^«   — "     — . --^»"' — r^  -\ 

\     a-^b  (i-\-b  a-t-6      / 

interno  al  segmento  che  li  unisce  è  interno  o  sul  contorno  del  corpc  fon- 
damentale e  si  ha  quindi 

cioè  per  la  legge  di  omogeneità 

F(aai  -h  6^1,...  «a,  +  &p„  )  <  a---b, 
o  infine 

P(  y, ---;  ....   ,,  ^r,  )  <  F(y,  ....ij..)—F{c,....z,),  c.d.d. 

Pag.  147  linea  10  in  luogo  di  ripetute....  leggi  ripetuto. 

Pag.  267  linea  8  dal  basso  :  si  metta  la  numerazione  (2)  alla  formo'a. 

Pag.  327  l'equazione  fondaraeutale  per  il  corpo  cubico  ^(0)  (I>  =  —  2,") 
cui  si  riferisce  la  tabella  d'indici  in  fondo  alta  pagina  deve  scriversi, 
cangiando  8  di  segno:  Q- — G — 1=0. 

Pag.  406  §  96.  Per  P  estensione  della  prova  elementare  di  questo  teo- 
rema al  caso  generale  cf.  una  nota  dell'autore  nei  Rendiconti  dei  Lincei 
(novembre  1922). 
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